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AVANT-PROPOS

La recherche des niveaux énergétiques des bandes de
valence et de conduction d'un cristal est un probléme non
résolu en toute rigueur: il faut utiliser des méthodes d'approxi-
mation pour trouver les solutions de I'équation de SCHRODINGER
appliquée & un cristal.

Les méthodes employées jusqu'a présent reposent sur un prin-
cipe variationnel ; elles conduisent toutes 4 la résolution d'une
équation séculaire de degré élevé si 'on veut une précision
acceptable. Plusieurs points essentiels sont & examiner :

a) Comment déterminer le potentiel V(r) du cristal dit
a l'interaction des noyaux et des électrons, ainsi que des
électrons entre eux.-

b) Quelles sont les fonctions d'essai qui seront choisies pour
traduire le principe variationnel.

) Comment' résoudre pratiquement un déterminant de
degré élevé. ;

Nous nous sommes proposé d'étudier les deux demiers
points et de montrer la nécessit¢ absolue de la théorie des
groupes pour aborder avec profit cette recherche. Il n'est pas
exagéré zfe? dire que cette discipline est un outil mathématique
indispensable aux théories mogemes de I'état solide.

Le premier chapitre est un bref rappel des définitions
fondamentales de ﬁ théorie des groupes; le second traite
avec quelque détail de la représentation des groupes finis
et dans le troisi®me nous indiquons les propriétés essentielles
des groupes spatiaux associés aux crisiaux.

Aprés avoir donné succincternent au chapitre IV le principe
de la méthode variationnelle de RiTz, nous étudions au cha-
pitre V les propriéiés de syméirie des fonctions propres de
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I'équation de ScHRODINGER appliquée 3 un systéme dont le
groupe de symétrie associé est fini, et nous montrons comment
choisir les fonctions d'essai de la méthode de RiTz et trouver
ensuite les fonctions. symétriques qui seules permettent la
factorisation du déterminant séculaire et la résolution du
probléme. :

Le principe de la méthode féconde des ondes planes ortho-
gonales est exposé au chapitre VI Enfin, nous appliquons les

notions développées précédemment & un exemple précis :

I'étude des niveaux énergétiques électroniques des cristaux du -

type diamant.

Clest M. Pierre AIGRAIN qui a eu l'idée de cet ouvrage.
Nous lui adressons nos plus vifs remerciements pour I'aide
et les conseils fructueux qu'il nous a prodigués. De plus,
nous sommes reconnaissant a M. FP HERMANN et - &
M. W.-O. WooDRUFF qui nous ont communiqué trés aima-
blement et trés simplement leurs travaux personnels et inédits
sur ces questions. '
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CHAPITRE PREMIER

ELEMENTS DE LA THEORIE DES GROUPES

1. Notion de gfoupe.

Dans ce chapitre, nous rappellerons simplement quelques
définitions fondamentales absolument nécessaires pour la
compréhension de la suite de |'ouvrage.

‘a) Un ensemble est une collection finie ou infinie d’objets
mathématiques de nature quelconque ; ces objets sont dits
les éléments de 'ensemble..

Si un élément arbitraire de l'ensemble E posséde une
propriété, ceux des éléments de E possédant la méme propriété
forment un nouvel ensemble appelé partie de bin

5) Etant donné un ensemble E, on appelle loi de composition
entre éléments de cet ensemble un procédé qui & deux éléments
quelconques x et y de E fait correspondre un troistéme élément
z de E. On écrira: z= x.y. Evidemment, en général,
X-y¥#F y-x By

¢} Un groupe est alors un ensemble G muni d'une loi de
composition satisfaisant aux trois conditions suivantes :

1) la loi est associative :

Ci(C-C)=(C;-C):Ci , C;,Ck,CzE_G;.

2) la loi admet un élément unité E tel que :
E-Ce=Cx-E=Ci quel quesoit Cxr€G;
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3) tout élément Cya un inverse (Ci)~* pour la loi considérée

tel que :
Ci- G2 =C)y2 - G=E.
EXEMPLES.

— Les entiers positifs, négatifs et le nombre zéro forment
un groupe dont la loi ﬁe composition est I'addition.
a+0=0+a=a, 0 est I'élément unité du groupe,
(@) '=—a,car—a+a=0.

— Soient trois. vecteurs non coplanaires @, @, @ de
I'espace, 'ensemble des vecteurs # = L, @, + L. a; + L; a,
Ly, Ls, Ls entiers positifs, négatifs ou nuls, forme un groupe.

23 groupes comprennent un nombre infini d'éléments ;
ce'sont des groupes infinis. Par contre, un groupe fini d’ordre g
contiendra g éléments. Les quatre nombres 1, — I, i, — i
munis de la loi de multiplication ordinaire forment un groupe
d'ordre 4. De méme, I'ensemble des permutations des trois
lettres g, b, ¢ forme un groupe d’ordre 6.

d) Groupe abélien. — Si la loi de composition est en outre
commutative (4 *+ B = B - A) le groupe est dit commutatif
ou abélien. Les trois premiers exemples sont des grou
abéliens tandis ‘que le groupe de permutations (abc) ne I'est
ras, il en est de mémie pour le groupe des déplacements de
‘espace ordinaire.

2. Table de multiplication. Isomorphisme,

Prenons comme exemple le groupe dihédral D; d'ordre 6 :
c'est le groupe de symétrie ci'un solide admettant un axe
principal de symétrie Ay d’ordre 3 et trois axes secondaires A,
perpendiculaires & A;. Ses éléments sont

. 1E, A= C; (rotation de.2 7[3 autour de A;) :
B = C; (rotation de 47[3 autour de A;)
C=C ', D=C , F=C;

Cs Ci, Ci désignant respectivement les rotations de 7 autour
de chacun des trois axes d’ordre 2.
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Il est facile de construire la table de multiplication'
suivante : ‘ :

EABCDEF

EABCDF
ABEDFUC
BEAFCD
CFDEBA
DCF AEB
FDCBAE"

Mo O >» M

Ny el

Ainsi :

CB=FE L rB-C=0D.
Pour chaque groupe on peut de la méme manidre établir une
table de multiplication. *

— Deux groupes G et G’ sont simplement isomorphes si &
chaque élément 4, B, C,... de G correspond un élément:
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A, B,C..deG telquesiA-B=C,ona A~ B =,
Evidemment, deux groupes simplement isomorphes ont méme
table de multiplication.

Dans le cas précédent, le groupe D, est simplement iso-
morphe avec le groupe de permutations des trois lettres a, b, c.

3. Notion de classe.

A, B, X étant trois éléments d'un groupe G, B est le trans-
formé de 4 par X 51 B = X—, A . X, et Bsera dit conjugué
de A. Les propriétés suivantes sont évidentes : tout &lément A
de G est conjugué avec li-méme ; si A est conjugué avec B,
B est conjugué avec A4 ; si 4 est conjugué & la fois avee B et C,
B et C sont conjugués enire eux, c'est-a-dire que :
NB=XTA XetsiC=Y2A:Y 'L XY, BCeqG
onaB=Z7Z"1:C Z avecZ =YX

DEFINITION FONDVMENTALE. — Soit un élément A de G,
tous les éléments X « 4 + X conjugués de 4, X appartenant
a G, forment la classe de A. :
L’élément unité £ de G forme une classe & lui seul car
X+ E - X = E. Tout élément d'un groupe abélien constitue -
une classe, car

XA X=X -XA=E A=A

Par contre, pour les groupes non abéliens, la notion de classe
! bos : ‘
n'est plus triviale ; dans ce dernier cas, une classe peut contenir
plusieurs éléments, par exemple le groupe |D; comprend

trois classes : £, (A4, B), (C, D, F).

4. Sous~groupes.

DErINITION, — Etant donné un groupe G, on appelle sous-
groupe de G une partie: H de G jouissant des deux propriétés
suivantes : -

a)siX€Hety€H aors X - YeH;

_ b) H muni de la loi de composition opérant dans G est
un groupe.
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L’élément unité de H concide nécessairement avec celui
de G. En effet, soit E et E' les éléments unités de G et de H,
X un élément de H et X~ son inverse dans G, il vient :

E=E¢E=E X - XF=X X7=E
Soit (H) = (E, H;, Hs,...)un sous-grouge de G et considérons

un élément X de G. Formons les ensembles : ;

X -H=X,X"H, X Hye
MY X X Hy Xl s X

Si X lui-méme est un élément de H, la propriété
X (H)= (H) - X = (H) est triviale, mais st X n'appartient
pas & H, l'ensemble des éléments X ‘- (H) sera‘appelé le
coensemble droit de G associé 4 H tandis que I'ensemble des
éléments (H) * X sera le coensemble gauche de G associé & H.

TufoREME. — Le sous-groupe H et le coensemble X - H
n'ont aucun élément commun. ] .

Si cela était, Hf = X * He pour j et .k donnés, donc
X = H; - Hi* et X appartiendrait 2 H, ce qui est contraire
a 'hypothése. Si ny est l'ordre de H (cas oit H est fini), H et
X + H contiennent le méme nombre d'éléments.

Considérons maintenant un élément Y de G, mais n'appar-
tenant i & H, nmi a X - H. 1l est facile de montrer que le
coensemble Y * H n'a aucun élément commun avec X * H.
" Dong, étant donné un sous-groupe H de G, X un élément
de G n'appartenant pas & H, Y un élément de G n'appartenant
nia H niaX-H, Zun élément de G n'appartenant ni a H,
naX-H niaY-H, etansi de suite, on peut écrire (*) :

Q=H+X-D+Y H+Z-H)+ O

chaque coensemble contenant autant d'éléments que H. Alors,
obligatoirement, si le groupe G est fini, le nombre d'éléments a
de chaque coensemble, c’est-3-dire I'ordre de H, sera un sous-
mpltiple de I'ordre n du groupe G.

() (G) désigne V'ensemble des éléments de C.
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DEFINITION. — L'indice du sous-groupe H par rapport
:l: i(;oupe fini G gst le quotient de 'ordre de Gp par l'ordre

L'indice de H est égal au nombre de coensembles du déve-
loppement (1) de G par rapport & H. .

Tout ce qui a été dit pour les coensembles droits peut étre
répété pour les coensembles gauches. On a :

@=E+H X+H Y+ @
_z‘a;g ;nolt/ar'\tlae]n; ésc:::!';n: général (H) X 9f’= X (H) ‘et que
{ @=H):[EXY..] 0)
@=I[E, X Y,.] (H .
R_emarquons que les ensembles [E', X, V,...], [E’, X, Yo

n'ont aucune raison d'étre eux-mémes des groupes.

5. Sous-groupes conjugués. Sous-groupe invariant.

L'ensemble (K) des transformés des éléments de H par un
élément donné X de G est dit conjugué du sous-groupe H
par rapport 2 X ; on écrira :

K=X=2-@-X. @

TuEOREME. — L'ensemble K est un sous-groupe de G.
Soit Hi* Hy = Hi; X - Hy+ X et X— * Hy » X appar-
tiennent a K. Il est évident que : ‘
X— - Hi- X)- (X “Hy - X)= X— 'HJI]'X

appartient encore a K. .

D'autre part, X! - E - X = E. Enfin X - Hj » X est
Uinverse de X~ - Hi* - X . K ast un groupe dit le sous-groupe
conjugué du sous-groupe H par rapport ¢ X. Frmi)

Abordons la notion importante de sous-groupe invariant.
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- Dérmnrrion. — Si (H) = X— - (H) - X pour tout élément X
de est sous-groupe invariant de

. Sotent alors X -(H)et(H): Xles coensembles associés & H,
comme X - (H)* X = (H) il vxent( X=X-(H), dans

les formules (1) et (DY =¥ Y (H) (H) Y, et fina-

lement : :
{(G)=(H)+X-(H)+Y~(H)+--- -
@) = +E X+ E) Y+

TutordME. — L'ensemble (H), X - (H), Y * (H),. cst un
groupe dont ['élément unité est (H).

Remarquonsdabord uelensemble (H) X GD, Y AH).
contient X * )? . (H),... non obllgatm-

rement dlfférents de X (H) Y (H) Cet erisemble bet bigh

un groupe car :
@) X-(H)'Y-(H)=X-(H)-(H) Y= X-(H)'Y= X-Y(H)
) (H)-X-(H) = (H)-X-(H) = (H)-(H)-X = (H)-X = X-(H)
A X(H)-X—-(H) = X-(H)-(H) X~ = X-(H) X~ = (H)
Les égalités (5) peuvent s'écrire :

@ =H) B X Y. ]=[E.XY.]-H)  ©

E’ est un élément quelconque de H et [E’, X, Y J] est un
groupe,

DeriniTioN. — [E', X, Y,...] est le groupe facteur de G par
rapport au sous-groupe invariant H.

On le désigne par G/H et I'on écrit : v
(G) = (G/H) - (H) = (H) - (G/H). @

L}



CHAPITRE I

REPRESENTATION D’'UN GROUPE

1. Opirateurs linéaires. Matrices.

Soit une base d'un espace vectoriel & n dimensions (n fini)
- constituée de n vecteurs linéairement indépendants ey, e;,..., €n.
Tout vecteur X de cet espace Ey peut se mettre sous la forme :

ol 0

=1

xj étant les composantes de X par rapport 3 la base (e)).

Appliquons 2 X I'opérateur linéaire €L tel que Y = A (X).
composantes y, de ¥ par rapport 3 la base (e;) sont liées

aux composantes x; de X par les relations : '

n
y= Agx. @
k=1 !
La matrice carrée (n X n) de composantes Ais est la repré-
sentation de l'opérateur €L par rapport a la base (ej). Si nous
désignons par Y la matrice colonne {y,..., yn } et par
la matrice colonne { x,..., xn } on peut écrire (2) sous la

{orme :
Y=AX. 3)
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Effectuons alors le changement de base (&) — (ei) tel que

n
€, = zPﬂ,ej.

Nous avons : ; =1 !
X = z X, € = Z xje; = Z x, Py
k 7 ik
d'Oil: Xi = Z P,,,xk.

Les composantes X5, Y des vecteurs X et Y par ‘rapport a
la base (ej) s’expriment par :

el z Pupxe ' yy= z P x,. @

Si nous désxgnons respectivement les matrices colonnes
{ Urpeees Un } €t { x1,00, xn } par Y’ et X' les relations (4) se
traduisent par :

X'=PX Y =PY it 1B

en langage matriciel.
Si nous admettons que les formules (5) sont mvers1bles, la
matrice P est réguliére.

De (5) et (3) on tire:

Y &=PY=PAX =PAPX,
Y=BX'  'avec B=PAP. (6)
DeéFINITION. — La matrice B= P A P‘1 transformée de A

par la matrice réguliére P est équivalente ¢ la matrice A.

Les mairices B et A représentent le méme opérateur liné-
aire (U par rapport a deux bases différentes de Ea.
Rappelons deiix propriétés unportantes des matrices équi-
valentes : :
a) Les traces de B et A sont égales.

Marior. - Groupe de Syméivie j 2

"D'od:
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En s’appuyant sur la propriété commutative () trace (MQ) =
trace (QEB il vient :

trace B = trace (P AP—) = trace (PP A) = trace A.

b) Les déterminants associés aux matrices B et A sont égaux.

2. Représentation d’un groupe. ¢

Soient M, N,..., R, S,... les éléments d'un groupe G. Associons
a chaque élément R de. G dhe matrice. carrée (n X n) réguliere

D(R) telle que :
D(R) - D(S) = D(RS). @

DEFINITION — Le groupe de matrices D(R) est une reprém-
tation de dimension n du groupe G.

Les matrices D(R) représentent elles-mémes; ?“ rt.
éguliers d

a unz‘ base e de Ep, des opérateurs linéaires r étinis
sur

Remarques. — a) R # S n'implique pas oblngatonrement
D(R) # D(S).

b) D(R) = 0 ou D(R) = | sont des représentations triviales
du groupe G

0) D(S—) = D—(S).
En effet :
D(S) D(S) D(S"‘S) K.
D’autre part :

D(S—) D(S) D—(S) = ED‘“‘(S) DS
D(S—)E=D"(5)
d) Le groupe des matnces D(R) est éwdemment Jsomorphe

du groupe G. Si on dans E4, on obtiendra
un groupe de matrices l;n??) éqmvalentes aux mm‘ioes D(R).

d'odr ;

() trace (MQ) = % MyQu'= 2 QuMy = trage (QM). "
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3. Réductibilité.

1° Soit un groupe d'opérateurs linéaires réguliers (U opérant
sur I'espace vectoriel  n dimensions Ex. 5

DEriniTIONS. — 1.~ E, sous espace de Ey, est espace invariant
de I'opérateur (1, si & fout vecteur V appartenant & E, il cor-
respond un vecteur (LV appartenant aussi a E,.

2.-E, sous espace de En est espace invariant du groupe
d'opérateurs (L, si & tout vecteur V appartenant a E; il cor-
respond un vecteur LV appartenant & E;, quel que soit
I'opérateur A du groupe.
~ Considérons E, sous espace invariant de dimension m < n du
groupe d'opérateurs (L. Choisissons une base (e,,... em,
@m-+14eers e»géde En telle que les m premiers vecteurs soient

s E,. Par rapport a une telle base le groupe d'opérateurs €L

est représenté par le groupe de matrices 4. Calculons
Aes(j=1,2,.m): -

Au Alz ......... Axn 0 Alj
A= 145 ....... S AR o 1= 1Ay
¥ IR s N A | 10 Ang

Le vecteur‘Aej doit appartenir & E;, donc les n — m derniers
éléments de la jém colonne de 4 (j = 1, 2,... m) sont nuls, et :

oo (Am.m' am,n—m) ®)

0 An—mn—m

Amm est une matrice carrée & m lignes et & m colonnes,
%mn—m est une matrice rectangulaive & m lignes et a n—m
colonnes, 0 est la matrice nulle rectanguiaire & n —m lignes

et & m colonnes, An—m.n—m une matrice carrée & n — m lignes
et a n — m colonnes.
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Toutes les matrices A du groupe peuvent se mettre sous la
forme (6). Nous dirons gue le groupe de matrice A est réductible.
Dans le cas contraire, 1l sera dit irréductible.

S"1 existe, en outre, un second sous-espace E; de En, espace
iavariant du groupe d’opérateurs €L et espace complémentaire
de E,, donc de dimension n — m, choisissons une base de En
telle que les n premiers vecteurs soient dans E; tandis que
les n—m derniers vecteurs soient dans Es. Le vecteur
Aej g= 1, 2.... m) appartient & E: tandis que le vecteur
Aep (p = m + 1,... n) appartient & Eq. Les matrices A repré-
sentant les opérateurs (L du groupe par rapport & cette gue
auront la forme :

Amm 0 o0y
A (0 ' An—m,na—én). (0 A’) &

Nous dirons que le groupe de matrices A est complétement
réductible. La compléte réductibilité implique la réductibilité
mais, en général, la réciproque n'est pas vraie ([3], ch. II, p. 57).
Cependant, si on ne considére que les groupes finis, les deux
notions sont équivalentes. Par la suite, n'étudiant que les
groupes finis, nous dirons simplement qu'une matrice est
réductible ou est irréductible.

DEFINITION. — La matrice A est la somme direcie des mairices
Atet A%: :
A= A + A
Il se peut gu'une nouvelle décomposition de At et A*en
somme directe soit possible, et ainsi de suite. Le processus

prend fin quand la matrice A est décomposée en une somme
directe de matrices irréductibles A” :

A=A _i_Aa‘.;_ e o AT 4 eee .i_{Ap_

li

20 Supposons maintenant le groupe de matrices D(R),
‘représentation n dimensionnelle I' = {D(R) } d'un groupe
fini G d'éléments M, N..., R, S,... Le groupe de matrices
D(R) est la représentation par rapport.a une base donnée
de En d'un groupe d'opérateurs linéaires &. :



