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Vorwort zur ersten Auflage.

Obwohl es schon eine groBere Anzahl von Schriften tiber Vektor
analysis gibt, bin ich doch gern der Aufforderung des Herausgebers
dieser Sammlung nachgekommen, ein Buch tiber demselben Gegen-
stand zu schreiben. Denn wegen der fundamentalen Bedeutung der
Vektoranalysis fiir die Behandlung der theoretischen Physik kann es
nur von Yorteil sein, wenn diese Methode von méglichst vielen Seiten
beleuchtet wird. Anderseits glaube ich auch in diesem Buche einiges
Neue zu bieten, wie dies der kundige Leser sofort bemerken wird.

Die Vektoranalysis fordert, wie jede neue Methode, eine gewisse
Mithe, um sich mit ibr vertraut zu machen. Man darf aber diese
verhiltnismiBig leichte Miihe nicht schemen. Denn hat man sich
einmal mit den Regeln der Vektoranalysis vertraut gemacht, so wird
man ihre Vorteile bald schitzen lernen. Ein Vorteil besteht darin,
daB man sich schnell iiber die riumliche Verteilung verschiedener
GrdBen Klarheit schaffen und mit ihnen rechnen kann, ohne an ein
bestimmtes Koordinatensystem gebunden zu sein.

Der niichste Schritt, nachdem man sich gewisse riumliche Vor-
stellungen einer physikalischen Erscheinung zurechtgelegt hat, besteht
darin, diese Vorstellungen durch analytische Formeln auszudriicken.
Hierkei wird man zur Vektoranalysis greifen, um mit ihrer Hilfe diese
Vorstellungen zu fixieren und zu ordnen. Die weiteren Rechnungen
tibernimmt die gewdhnliche Analysis, deren Sache es auch ist, die
vektoranalytischen Transformationen in ihrer Sprache auszudriicken.

Dieser Anschauung entsprechend, zerfillt das vorliegende Buch in
zwei Teile. Der erste Teil behandelt die Vektoranalysis als selb-
stindige Disziplin, ohne auf ein bestimmtes Gebiet der Physik zuge-
schnitten zu sein. Dabei wird aber immer im Auge behalten, daB
das Buch fiir Physiker bestimmt ist. Jeglicher Gebrauch von
Koordinatensystemen zum Beweise irgendwelcher vektor-
analytischen Transformationen ist ginzlich vermieden.
Der Schwerpunkt der Vektoranalysis liegt in der Untersuchung der
rdumlichen Verteilung eines Vektors und seiner Abh#ngigkeit von
der Zeit. Deshalb ist hierauf besonderes Gewicht gelegt. Anderseits
glaubte ich auch die sogenannten T'ensoren ausfithrlicher behandeln
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v Vorwort zur dritten Auflage

zu miissen, da sie in der theoretischen Physik vorkommen und ihre
Keontnis den zweiten Teil dieses Buches von vielen Transformationen
entlastet.

Der zweite Teil behandelt einige Gebiete der theoretischen Physik
zu dem Zweck, die Anwendbarkeit der Vektoranalysis zu zeigen. Des-
halb ist selbstverstdndlich von jedem Beweis der Grundlagen der
einzelnen Gebiete abgesehen, um so mehr, als diese in den verschie-
denen Bindchen dieser Sammlung behandelt werden sollen. Es ist
nur gezeigt worden, wie man mit Hilfe der Vektoranalysis leicht von
den Grundlagen bis zu gewissen Endformeln, resp. Resultaten gelangen
kann. Das erfordert mit Hilfe der gewdhnlichen Analysis oft um-
sténdliche Rechnungen, welche die Ubersicht erschweren. Die Vektor-
analysis hingegen 148t uns nie den Faden beim Gedankengange ver-
lieren, da sie stindig unsere Raumvorstellungen fixiert.

Die Darstellung selbst ist, dem Ziel dieser Sammlung entsprechend,
so gehalten, daf ein Leser, welcher mit der Differential- und Integral-
rechnung vertraut ist, die verschiedenen Rechnungen verfolgen kann.
Um das Aufsuchen der verschiedenen Formeln zu erleichtern, ist am
SchluB des ersten Teiles eine Tafel hinzugefiigt, welche die wichtig-
sten Formeln enthilt.

Zum Schlub mdchte ich die Gelegenheit benutzen, um dem Heraus-
geber dieser Sammlung, sowie Herrn Ingenieur ¥ritz Emde (Berlin)
und Herrn Prof. Dr. H. W. Schmidt (GieBen) fiir manchen wert-
vollen Hinweis und Ratschlag, welche zur Klirung des Textes beige-
tragen haben, und auch fiir die Mithe, der sich die genannten Herren
bei Lesung der Korrekturen unterzogen haben, meinen aufrichtigsten
Dank auszusprechen. '

GieBen, Juli 1909. W. v. Ignatowsky.

Vorwort zur dritten Auflage.

Bevor ich auf die Anderungen eingehe, die die vorliegende Auf-
lage gegeniiber den friiheren aufweist, mochte ich das Vorwort zur
ersten Auflage durch folgendes ergiinzen.

Da sich die physikalischen Erscheinungen im Raume abspielen, so
ist es klar, daB sie gewissen Raumgesetzen folgen miissen, die, weil
unabhbiingig von einer speziellen Erscheinung, verschiedene Gebiete
der Physik vereinigen. Es schien mir deshalb angebracht, den Stoff in
zwei Teile zu spalten: im ersten werden die Raumgesetze unabhingig
von jeglicher physikalischen Erscheinung abgeleitet; im zweiten die
physikalischen Grundlagen so weit entwickelt, bis ein Anschluf an
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Vorwort zur dritten Auflage v

die Raumgesetze erreicht ist. DaB ein und dasselbe Raumgesetz in
verschiedenen Gebieten der Physik auftritt, wird wohl sofort in die
Augen springen. Man nehme z. B. das Tensorellipsoid, das fir das Trig-
heitsmoment, fiir die Spannungen und fir die Kristalloptik maBgebend
ist. AuBerdem schien mir diese Teilung von dem Gesichtspunkt aus
wichtig, die rein physikalischen Betrachtungen von den mathematischen
zu trennen, damit die mathematischen nicht etwa als eine Eigentiim-
lichkeit des betreffenden physikalischen Gebietes erscheinen (2. B. das
Fresnelsche Ellipsoid in der Kristalloptik). ,

Es lag nun auf der Hand, daB zur Untersuchung der Raumgesetzeo
am geeignetsten die Vektoranalysis ist. In dieser schien es aber an-
gebracht, sich von irgendwelchen speziellen Koordinaten zu befreien,
was ich daher auch durchzufithren bestrebt war. Durch Einsetzen
des gerichteten Flichenelementes an Stelle von ¥V in Nr. 8 und durch
die Definitionen in Nr. 9 konnte ich tatsichlich die verschiedenen
vektoranalytischen Differentialoperationen behandeln, ohne ein be-
stimmtes Koordinatensystem zu benutzen. Ferner wurde es moglich
durch Betrachtungen, wie die am SchluB von Nr. 9 und shnliche,
die mit dem Symbol V verbundenen Operationen als riumliche (drei-
dimensionale) Differentiationen aufzufassen, in vollkommener Ana-
logie zu den eindimensionalen Differentiationen der gewdhnlichen
Differentialrechnung. Die hierzu inversen Operationen, die unmittel-
bar aus den Definitionen 44—46 in Nr. 9 folgen, fiihren nun von
selbst zu rdumlichen Integrationen und zu den Sétzen von GauB,
Stokes usw. Wegen jenes wichtigen Gebrauchs des gerichteten Fliichen-
elementes schien es mir ferner vorteilhaft, dieses schon in Nr. 4 als
Vektor einzufiihren. Dann ergibt sich die Definition des Vektor-
produktes ganz von selbst. : :

Als ich nun im Jahre 1902 mein russisches Buch: »Losung einiger
Aufgaben aus der Elektrostatik und Elektrodynamik mit Hilfe der
Vektoranalysis“ von den am Anfang dieses Vorwortes angefiihrten
Gesichtspunkten aus schrieb "), gebrauchte ich schon die Definitionen
(45) 8.16 fiir die Divergenz und (86) S. 31 fir die Rotorkompo-
nente von beliebiger Richtung, wie auch manche anderen Autoren.?

Als ich dann im Jahre 1908 den ersten Teil meines Buches ver-
faBte (erschienen 1909), waren deshalb die in den Nr. 8 und 9 usw,
enthaltenen Betrachtungen als logische Weiterentwicklung fiir mich

1) v, Ignatowsky, W., , Reflexion elektromagnetischer Wellen an
einem Draht", Ann, d. Phys. Bd. 18, 1905 . 505, Anmerkung, wo mein
Buch zitiert ist. :

2) Z.B. Lorents, H. A., Enzyklopiidieartikel Bd. Y, Heft I 8. 71 (1904)
und Abraham-Féppl, Theorie der Elektrizitit Bd. 1, 2. Aufl. (1904) usw.
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naheliegend. Doch sei hervorgehoben, daB F. Jung?!) schon 1908
die Definitionen (44)—(46) Bd. I, 8, 16, fiir Gradient, Divergenz und
Rotor in viel allgemeinerer Weise eingefiihrt hat, indem er z. B. dabei
auch die Affinoren (welche Benennung auch von ihm stammt) be-
riicksichtigte. Awuf diese Arbeit von F. Jung bin ich aber leider erst
nach Erscheinen beider Teile der ersten Auflage des vorliegenden
Buches aufmerksam geworden. .

Ich komme nun auf die wichtigsten Anderungen und Zusitze in
dieser dritten Auflage.

In Nr. 5a wurden die zu den drei ebenenfremden Vektoren rezi-
proken Vektoren eingefithrt, um den allgemeinen Ausdruck fiir den
Einheitstensor in Nr. 40 geben zu konnen, und aullerdem aus einem
sofort zu ersehendem Grunde.

Damit man tatshchlich von einer Raumdifferentiation sprechen
darf, muf nachgewiesen werden, daB die Grenzwerte in Nr. 9 von
der Form des Volumens unabh#ingig sind. Auf Anregung von Herrn
G. Hamel (Berlin), habe ich in Nr. 9a diesen Beweis erbracht. Dazu
waren auch die reziproken Vektoren notwendig.

Die Nr. 17—19 (Zerlegung eines Vektorfeldes in Rotor und Gra-
dient, Greensche S#tze) habe ich geindert, um die Ergebnisse von
einem einheitlichen Standpunkte aus ableiten zu kdnnen. Dabei tritt
wieder die Unabhiingigkeit des Grenzwertes von der Form des Volumens
hervor. Diese Betrachtungen werden auch bei der Ableitung des Aus-
druckes (140) in Nr. 22a, 8. 55 (Nr. 22 in der ersten Auflage) auf
einen Vektor angewandt, der auch von der Zeit abhiingt, wodurch
diese Ableitung sehr kurz und anschaulich geworden ist. Hierzu
mochte ich bemerken, daB ich diesen Ausdruck (140) schon im Jahre
1902 in meinem russischen Buch abgeleitet habe.?) Hinzugefiigt °
wurde weiter in Nr. 22 ein dem Ausdruck (140) #hnlicher fiir einen
Skalar, der auch von der Zeit abhingt.

In Ubereinstimmung mit den Ausfiihrungen von F. Emde?®) habe
ich die Nr. 37—39 iiber polare und axiale Vektoren usw. gestrichen,
um ein wenig eingehender die linearen Vektorfunktionen, die Affinoren
und die Tensoren behandeln zu kénnen. Zum weiteren Studium der
Affinorenalgebra und -Analysis mdchte ich dem Leser das ausfiihr-

1) Jung, F., , Ableitungsbildung im riumlichen GroBenfeld®. Ztschft.
f. Math, u, Phys. Bd. 56, 1908, 8. 337, (Das Heft ist erst am 4. Febr.
1909 erschiemen, wihrend sich das Manuskript zu meinem Buch schon
Anfang Dezember 1908 in der Druckerei befand.)

2) Siehe die Anmerkung in meiner zitierfen Annalenarbeit.

3) Emde, F, ,,Polare und axiale Vektoren in der Physik*. Ztschft. f,
Physik, Bd. 12, 1922 8, 258 und Bd. 16, 1923 S. 209.
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liche Buch von J. Spielrein empfehlen, wo auch die Literatur voll-
stdndig berticksichtigt worden ist.!)

In der ersten Auflage habe ich die symmetrische lineare Vektor-
funktion eines Einheitsvektors als ,,Tensor” bezeichnet, wofir ich
jetzt aus Griinden, die in den Nr. 40 und 41 klargelegt sind, den
Namen ,ellipsoidaler Vektor” eingefiihrt habe.

Wegen des Flichenrotors, der Flichendivergenz, usw., die ich in
Nr. 25 nur kurz erwihne, mchte ich auch auf das Buch von Spiel-
rein hinweisen.

Im zweiten Teil sind nur unwesentliche Anderungen vorgenommen
worden und zwar hauptsichlich, um einen engeren AnschluB an die
Affinorenrechnung zu erreichen, wie z B. in Nr. 12. Ferner sind
noch die Nr. 38a und 38b hinzugefiigt worden als Beispiel fiir die
Ausfithrungen der Nr. 22 und 22a T und insbesondere von (140) I

Auf die Anderungen, die sich auf Druckfehler und Berichtigungen
beziehen, und auf einige Abinderungen in der Bezeichnungsweise
brauche ich hier nicht einzugehen,

Um den Umfang in entsprechenden Grenzen zu halten, muBte ich
davon absehen, auf die Arbeit von A. Sommerfeld und J. Runge?)
einzugehen, in der die Vektoranalysis in sehr eleganter Weise auf
einige Fragen der geometrischen Optik angewandt wird. Bs sei
wenigstens hier auf sie hingewiesen.

Zum SchluB mochte ich meinen aufrichtigsten Dank den Herren
Prof. F. Emde (Stuttgart) und Prof. G. Hamel (Berlin) aussprechen
fiir manchen Hinweis und manche Anregung, ersterem insbesondere
auch dafiir, daB er sich in so liebenswiirdiger Weise zur Durchsicht
des gesamten Materials bereit gefunden hat. Manchen wertvollen Hin-
weiseverdanke ich auch Herrn Lehramtskandidaten und Assistenten
Frank Lobell in Stuttgart. Er und Herr Assistent Dr.-Ing. Walter
Braunbeck in Stuttgart haben die Probeabuiige gelesen. Herr Ing.
Z.Klamborowski in Warschau hat mir ein Druckfehlerverzeichnis
zur ersten Auflage gesandt. Allen diesen Herren spreche ich meinen
herzlichsten Dank aus. Auch der Verlagsbuchhandlung bin ich zu
Dank verpflichtet fiir das bereitwillige Entgegenkommen bei allen
meinen Wiinschen.

Leningrad, Januar 1925. - W. v. Ignatowsky.

1) Spielrein, J., ,Lehrbuch der Vektorrechnung®, Stuttgart 1916,
K. Wittwer. Demniichst erscheint hiervon eine russische und eine zweite
deutsche Auflage.

2) Sommerfeld, A. und Runge, J,, ,Anwendung der Vektorrechnung
auf die Grundlagen der geometfrischen Optik“. Ann. d. Phys. Bd, 35,
1911 8, 277.



Inhaltsverzeichnis.

Seite
Vorworbt . . . v v o e e e e e e e e e e e e e e e Jui
Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . . . ... ... ... X
Einleitang . . . . . . . . . .. oo 1
I. Elementare Vektoroperationen. .
1. Addition und Subtraktion von Vektorem . . . . . . . . . . . 2
2. Einfithrung eines rechtwinkligen Achsensystems. . . . . . . . 3
3. Multiplikation von Vektoren. Skalares Produkt . . . . . . . 4
4. Das Vektorprodukt . . . . . . . . . . . ... ... ... 6
5. Produkte von drei und vier Vektorem . . . . . . . . . . . . 9
5a. Zerlegung eines Vektors nach drei beliebigen nicht komplanaren
(ebenenfremden) Richtungen . . . . . . . . ., . . . . . .. 11
IL. Differentialoperationen.
6. Differentiale von Vektoren und von Produkten von Vektoren. . 12
7. Differentialquotienten. . . . . . . . . . .. .. ... ... 14
8. Einfilhrung des Operators V. . . . . . . . . . .. . 15
9. Anwendungen des Operators V.. . . . . .., . . 16
9a. Unabhiingigkeit des Grenzwertes in Nr. 9 von der Form des
Volumens . . . . . . . . . . . .. .o e 21
10. Weitere. Beispiele fiir den vektorischen Differentialquotienten
ergter Ordnung . . . . . .. . .. L. ... 23
11. Die Behandlung von V als Vektor . . . . . . . . . . . . .. 26
12. Vektorische Differentialquotienten zweiter Ordnung . . . . . e 28
III. Integraloperationen.

13. Die Operation rot, der Stokesache Satz und andere Linienintegrale 381
14. Der Ga,u_ﬂ;sche Satz und andere Oberflichenintegrale . . . . . 33
IV, Allgemeine Folgerungen,

16. Rotor und Divergenz des Radiusvektors ¢ . . . . . . . . .. 3b

16. Die Anderung eines Vektors in der nichsten Umgebung eines
festem Punktes. . . . . . . . . . .. . ... .. .. ... 37
17. Darstellung eines Vektors als Suamme eines Rotors und eines
Gradienten . . . . . . . . . ... Lo 39
18. Anderer Beweis der vorstehenden Zerlegung . . . . . . . . . 43
19. Der Greensche Satz. . . . . . . . . . . . ... ... .. 46
20. Das Potential . . . . . . . . . . .. ... ... L. 46
21. Partielle Differentiation. . . . . . . . . . . . . . . . ... 50
22. Abhiingigkeit eines Skalars von der Zeit . . . . . . . ... Bl
22%. Abhingigkeit eines Vektors von der Zeit . . . . . . . . . b4



Inhaltsverzeichnis 1X

V. Allgemeine Bemerkungen. Seite
28. Mehrfach znsammenh@ngende Rume . . . . . . . . . . .. b6
24, Mehrdeutige Funktionen . . . . . . . . . . . . ... ... 58
26, Unstetigkeiten , . . . . ., . . . ... . ... 62
26. Ableitung einiger allgemeinen Ausdriicke . . . . . . . .. . 64
VI, Geometrische Darstellung.
27. Vektorlinien und Niveauflichen . . . . . . . . . . . . . .. 67
28, Lamellare Felder. . . . . . . . . .. . . ... .. .... 68
29. Solenoidale Felder . . = . . . . . . ... .. .. ..... 69
. - YIL. Analytische Darstellung.
30. Ska.la.res und vektorisches Produkt. . . . . . . . . .. . .. 70
31. Tangente und Kriimmungsradins einexr Raumkurve . . . . . . 71
32, Einfithrung krummliniger orthogonaler Koordinaten . . . . . 72
33 Einige vektoranalytische Operationen ausgedriickt mittels ortho-
gonsler krummliniger Koordinaten. . . . . . . . . . . . .. 76
8¢ Beispiele . . . . . . . . . .. ... 80
36. Einfihrung der Kriimmungsradien der zu den Vektorlinien ortho-
gonalen Flichen. . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 82
VIIL Lineare Vektorfunktionen. Affinoren. Tensoren.
86. Dyadische Produkte . . . . . . . . . . . . ..., .. .. 84
87. Lineare Vektorfunktionen. Affinoren . . . . . . . . . . .. 83
38. Der Traktor eines Affinors . . . . . . . . . . . ... ... 86
89. Symmetrische und alternierende Affinoren . . . . . . . . . . 87
40, Tensoren. Einheitstensor. Ellipsoidale Vektoren . . . . . . . 88
41. Das Tensorellipsoid . . . . . . . . . . .. . .. .. ... 90
42. Koordinatendarstellung . . . . . . . . . . . . . . ... .. 93
43 Beispiel . . . . . . ... L oo 95
44. Weitere Eigeunschaften eines ellipsoidalen Vektors . . . . . . 97
45. Hilfstensoren. . . . . . . . .. . . . ..o 100
Formeltafel . . . . . . . . . . . ... .00, 106
Sachverzeichnis . . . . . . . . ... .. o000 L 109

v. Ignatowsky, Vektoranalysis I 3. Aufl



Einleitung.

Man unterscheidet in der Physik GroBen verschiedner Art. Wir be-
trachten zuniichst nur die Skalare und Vektoren. Ein Skalar stellt
einen Zahlenwert dar, der das Verh#ltnis zu derjenigen Einheit angibt,
die zur Messung der betreffenden Grifle dient. Zu dieser Art von
Grofen gehort die Temperatur, Dichte, Energie u.a. Ein Vektor be-
gitzt auBer dem erwilinten Zahlenwert noch eine bestimmte Richtung.
Deshalb unterscheiden sich die Vektoren untereinander nicht nur durch
ihre Zahlenwerte, sondern auch durch ihre Richtungen. Den Zahlen-
wert eines Vektors nennt man den Betrag des Vektors. Vektoren
sind z. B. Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung usw. Gewothnlich
wird ein Vektor geometrisch durch eine Strecke dargestellt, deren
Linge in einem gewissen Mafistabe dem Betrag des Vektors gleich
ist und deren Richtung die Richtung (und den Richtungssinn) des
Vektors angibt. Da die Projektion einer Strecke auf eine feste Richtung
bei einer Parallelverschiebung der Strecke sich nicht #ndert, so kommt
es auf die Lage des Anfangspunktes der einen Vektor darstellenden
Strecke nicht an.

Wir werden uns, wie es allgemein fiblich ist, zur Kennzeichnung
von Vektoren der deutschen Buchstaben bedienen, wihrend bei
skalaren GréBen lateinische oder griechische Schrift benutzt
werden soll. Der Betrag eines Vektors 9 wird durch | ¥ | ausgedriickt
oder durch den entsprechenden lateinischen Buchstaben, also A, je
nachdem es bequemer ist. Einen Vektor, dessen Betrag gleich eins
ist, nennt man Einheitsvektor. Wir werden einen solchen Vektor
durch den Index O hervorheben. Demnach ist der Einheitsvektor
von U gleich ¥A,. Hieraus ergibt sich sofort, daB

2[=IQII?I0=AQIO

ist, was also bedeutet, daB der Pfeil % A-mal so Jang ist, wie der
gleichgerichtete Pfeil ,. (Vgl. Nr. 3.)

Da jeder Vektor eine bestimmte Richtung und einen bestimmten
Betrag hat, so kénnen zwei Vektoren dann und nur dann gleich sein,
wenn ihre Betriige gleich sind und ibre Richtungen nebst Richtungs-
sinn zusammenfallen,

Die Dimensionen eines Vektors schreibt man gewdhnlich dem Be-
trage zu, wihrend der entsprechende Einheitsvektor als dimensions-
los aufgefaBt wird.

v.Ignatowsky, Vektoranalysia. I 3. Aufl. 1



2 I. Elementare Vektoroperationen. Nr. 1

Der Einheitsvektor lings der Normale einer Fliche soll durch n
ausgedriickt werden und bei einer geschlossenen Fliche stets nach
auBen hin gerichtet sein.

Man bezeichnet oft z. B. durch %, die Komponente des Vektors U
lings der X-Achse eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Wir wollen
dieser Bezeichnungsweise nicht folgen und zwar aus dem Grunde,
weil wir die Bezeichnung U, fiir denjenigen Wert einer linearen
Vektorfunktion aufgehoben haben, den diese annimmt, wenn der sie
bestimmende Vektor 1, mit der X-Achse zusammenfillt.

Die weiteren Bezeichnungen ergeben sich aus dem Text und ent-
sprechen im fibrigen den allgemein verbreiteten.

I. Elementare Vektoroperationen.

1. Addition und Subtraktion von Vektoren. Gegeben seien
zwei Vektoren % und B. An den Endpunkt von U legen wir eine
Strecke, die dem Betrag und der Richtung nach
gleich ®B ist (Fig. 1).

Man bezeichnet als Summe von ¥ und B
den Vektor D, der den Anfangspunkt von o
mit dem Endpunkt von B verbindet und nach
diesem Endpunkt hin gerichtet ist. Dadurch
ist der Betrag und die Richtung der Summe D
vollstindig bestimmt. Als Zeichen der Vektor-
addition benutzt man das gew®bnliche Plus-
zeichen:

Fig. 1. (1) A+ B =9

L ]

Sind A und B gleichgerichtet, so wird auch die Richtung von D
mit dieser gemeinsamen Richtung zusammenfallen, und (1) geht iiber
in eine Addition der Betrige, d. h. in eine gewthnliche Addition
skalarer GroBen.

Nehmen wir statt B den negativen Vektor — 9B, d. h. einen Vektor
von demselben Betrag, aber entgegengesetzter Richtung wie B, so
sei die Differenz zweier Vektoren erklirt durch die Gleichung (Fig. 1)

(2) A+ (—B)=UA—-B=E.
Fir % = B ergibt sich der Vektor Null, geschrieben: 0.

Die Gleichungen (1) und (2) bilden mit Fig. 1 die Definition der
Addition und Subtraktion von Vektoren. Es sind hierbei D und € nichts

anderes als die Diagonalen der beiden Parallelogramme, gebildet aus
% und B und aus A ued — B.




Nr. 1. Addition und Subtraktion 3

DaB es in (1) und (2) auf die Reihenfolge der Glieder nicht an-
kommt, ersiecht man sofort aus Fig. 2. Wir konnen deshalb allge-
mein schreiben

(3) A+B=9B+9,

d. b. bei der Addition und Subtraktion von Vektoren gilt das kom-
mutative Gesetz.

Die Beziehungen (1) bis (8) sind leicht auf eine beliehige Anzahl
von Vektoren zu erweitern. Denn je zwei Vektoren kinnen zu einem
vereinigt werden und demzufolge nacheinander die Summe aller Vek-
toren durch einen einzigen dargestellt werden. Da es hierbei, wie
leicht aus der geometrischen Konstruktion zu ersehen ist, auf die
Gruppwrung der Vektoren nicht ankommt, so
konnen wir z. B. fiir drei Vektoren die 1dent1tﬁt
schreiben

() %A+ (B+C)=(A+B)+6C B 2

Diese Gleichung driickt das assoziative Gesetz aus.

Fiigt man eine beliebige Anzahl von Vektoren
so zusammen, daf der Anfang des einen mit dem
Ende des andern zusammenfillt, so folgt aus (1)
bis (4), daB die Strecke, die den Anfangspunkt des ersten Vektors
mit dem Endpunkt des letzten verbindet, nach GréSe und Richtung
gleich der Summe der gegebenen Vektoren sein wird, Da man jeden
der zu addierenden Vektoren beliebig klein nehmen kann, so geht
hieraus ohne weiteres die Bedeutung des Integrals

(5) " =fat

hervor, wo dl eines der gerichteten Linienelemente einer beliebigen

Raumkurve bedeutet. Dieser Vektor U ist nichts anderes als der

Vektor vom Anfangspunkt ¢ zum Endpunkt b der gegebenen Kurve.
Ist die Kurve geschlossen, so folgt unmittelbar

(6) ﬂ=ﬁ[=fdl=0

Hierbei bedeutet L, wie spiter stets in diesem Buche, eine
geschlossene Kurve.

2. Einfiihrung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Aus den
Erorterungen in Nr. 1 ist ersichtlich, das wir einen Vektor ¥ als die
Summe einer beliebigen Anzahl von Vektoren auffassen kdnnen. Im

1*

U

u
Fig. 2.
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besonderen konnen wir ¥ als Summe von drei nicht komplanaren
(,ebenenfremden) Vektoren darstellen, d. h. von Vektoren, die micht
einer Ebene parallel sind. Dieser Fall ist deshalb wichtig, weil die
Kenntnis dreier solcher Vektoren geniigh, um einen Vektor % im
Raume vollsténdig zu bestimmen.
Z » Die Betriige dieser drei Vektoren
nennt man die Komponenten des
Vektors U lings der drei nicht
komplanaren Richtungen.
A Wir nehmen jetzt diese drei
Richtungen senkrecht zueinander
Rk an, d. h. filhren ein rechtwinkliges
Achsenkreuz X, Y, Z ein. Be-
9 ] =»- Y zeichnen wir die positiven oder ne-
gativen Zahlenwerte der Kompo-
nenten von U lings der Achsen X,
Y, Z mit 4,, 44, A3 und die Ein-
Fig. 3. heitsvektoren lings derselben Ach-
sen mit i, j, f, so erhalten wir nach
der Erklirung der Addition von Vektoren und aus dem Begriffe des
Einheitsvektors (siehe Einleitung)
(M A= A i+ 4A;j + 4L,
wobei die Komponenten sich berechnen aus:
(8) Ay=|U|cos(Az); A;=| U | cos(Ay); Ay = | UA| cos(UAe)
und wobei 4 mit i gleichgerichtet und 4,-mal so lang ist. (Vgl. Nr. 3.)
Die Einheitsvektoren i, j, I nennt man Grundvektoren.

Jedes Achsenkreuz, das wir spiter beniitzen werden, soll ein so-
genanntes Rechtssystem sein. Hierbei erscheint die kiirzeste Dreh-
ung, die man der X-Ache um die Z-Achse herum erteilen mup, um sie
qum Zusammenfallen mit der ¥-Achse zu bringen, rechtsliufig,
also im Drehsinn des Uhrzeigers, wenn man in Richtung der positiven
Z-Achse blickt. (Siehe Fig. 8, wo die Grundvektoren in der richtigen
Lage eingezeichnet sind.)

Dieses Kreuz kann auch durch Daumen (X-Achse), Mittelfinger
(¥-Achse) und Zeigefinger (Z-Achse) der linken Hand dargestellt wer-
den. Auf diese ,Fingerregel** werden wir uns weiterhin tfters berufen.

8. Multiplikation von Vektoren. Skalares Produkt. Die
Begriffe Einheitsvektor und Betrag eines Vektors legen folgende Er-
klirung der Multiplikation eines Vektors mit einem skalaren Faktor
nahe: Es ist

(9) A =ma

e
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ein Vektor, dessen Richtung mit der von a zusammenfillt und der
den Betrag

(10) | A =m|a]
hat. Durch (9) und (10) ist diese Art der Multiplikation vollstindig
bestimmt. Sie folgt denselben Regeln wie die Multiplikation von

Zablen, es gelten hier also das assoziative und das kommutative Ge-
setz, d. h. es ist

(a) m(na) = (mn)ea, na = an,
und die distributiven Gesetze:
(b) n(a + t) = na + nr, (m 4+ n)a = ma + na.

Der Leser mége diese Sitze an Figuren selbst beweisen.

Wir gehen jetzt zu dem skalaren oder inneren Produkt zweier
Vektoren fiber. Unter einem solchen Produkt verstehen wir einen
Skalar, dessen Wert gleich ist dem Produkt der Betriige der gegebenen
Vektoren, multipliziert mit dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels.
Ein solches Produkt zweier Vektoren ¥ und B bezeichnen wir mit
AB. Nach Definition haben wir also

(11) UB = | A || B cos(AB).
Hieraus ist leicht zu ersehen, daf
() AB = BA

ist, d. b. bei der skalarem Multiplikation zweier Vektoren wird das
kommutative Gesetz befolgt. Auch das distributive Gesetz bleibt er-
fiillt. Aus einer einfachen geometrischen Konstruktion (Projektion
von , B, A + B auf €) schlieBt man:

(@ (U + B)E = UC + BE.

Sind % und B senkrecht zueinander, dann folgt aus (11), daB das
skalare Produkt dieser beiden Vektoren gleich Null ist. Also ist fiir
AL B:

(12) AP = 0.
Es folgt hierauns im Hinblick aunf Nr. 2
(e) if=jf=ti=0.

Bezeichnen wir den Betrag von U durch A und den Einheitsvektor
lings W durch A, d. h. setzen

A= AN, dann ergibt (11)
(13) AA=4=%, (14) AW, = 4.
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(f) Deshalb ist fi=jj=HH=1.

4. Das Vektorprodukt. Gegeben sei ein ebenes Flichenelement.
Dieses Element kann man von zwei Seiten aus betrachten. Die eine
der Seiten soll als die positive, die andere als die negative bezeichnet
werden. Auf der positiven Seite errichten wir als Normale den Ein-
heitsvektor 1, dessen positive Richtung vom Flichenelement nach
1 auBen festgesetzt wird. Das Flachenelement wird von
|@F  einer Kurve begrenzt, deren positive Umlaufsrichtung einer
rechtsliufigen Drehung um n als Achse nach Nr. 2 ent-
sprechen soll. Wir bezeichnen das Flichenelement durch
CDdf einen Vektor df, dessen Betrag df gleich dem Flichen-

inhalt des Elementes ist und der dieselbe Richtung wie
n bat (Fig. 4). Demnach ist

(15) |df|=df,  df=afn
% Da eine Summe von Vektoren wieder ein Vektor ist,
Pig. 4. 50 wird das Integral

® Jif=¢
f

iiber eine nicht geschlossene Fliche f durch einen Vektor € darge-
stellt werden konnen.

Wir wollen den Fall untersuchen, daB f eben ist und zwar ein
Parallelogramm, dessen Seiten die Vektoren ¥ und B sind. Diese
folgen aufeirander in der in Fig. 5 angegebenen Weise und bestimmen
hierdurch die Umlaufsrichtung um das Pa.rallelogra.mm

Setzen wir jetzt den Wert von df aus (15) in (a) ein und beachten,
da8 fiir alle Elemente 1 konstant ist, so erhalten wir fiic unsere
spezielle Annahme

(16) C=u-|U| |B|sin(AB).

Durch die Umlaufsrichtung, die durch den Pfeil in Fig. 5 angezeigt
ist, bestimmt sich auch die positive Richtung von n. Sie weist von
der Zeichenebene hin zum Beschauer.

Die rechte Seite von (16) bezeichnet man gewdhnlich mit

(17) ¢ = [AB]

und nennt diesen Ausdruck das Vektorprodukt oder das vektori-
sche Produkt der beiden Vektoren % und B. Da € seiner Definition
naeh ein Vektor ist, so kénnen wir sagen, daB das vektorische Produkt
zweier Vektoren, im Gegensatz zu dem skalaren Produkt, wieder ein
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Vektor ist. Die Reihenfolge der Vektoren in (17), die der der Fig. 5
entspricht, ergibt uns mit Hilfe der Fingerregel (fiir die linke Hand,

Daumen — erster Vektor in der Klammer, Mittelfinger — zweiter
Vektor) sofort die Richtung von € (Zeigefinger) in Ubereinstimmung
mit (16).

Aus dieser Fingerregel folgt, daB
(18) [BY] = — [AB]

ist. Die linke Seite entspricht der Fig. 6.

Der Ausdruck (18) zeigt, daB das kommutative Gesetz bei einem
Vektorprodukt nicht erfiillt wird.

Wir wenden uns jetzt wieder zu dem Integral (a), setzen aber
jetzt voraus, da f eine geschlossene Fliiche bedeutet, und bezeich-

U

k4

Fig. 5. Fig. 6.

nen diese, wie auch spiterhin jede geschlossene Fliche,
mit F. Die Richtung von df soll der 4uBeren Normale der Ober-
fliche entsprechen. Dies wollen wir im folgenden bei #hnlichen In-
tegrationen stets voraussefzen.

Wir bestimmen das skalare Produkt des Integrals € in (a) mit
einem konstanten Finheitsvektor a,, d. h.

(b) - A= ao@ = aodf.
F

Dabei haben wir den konstanten Vektor a, unter das Integralzeichen
setzen konnen. A bedeutet nichts anderes als die Summe der ska-
laren Produkte der einzelnen df mit a,, oder nach (11) die Summe
der Projektionen der einzelnen Flichenelemente der geschlossenen
Fliche F' auf eine zu a, senkrechte Ebene.

Konstruieren wir einen Zylinder, dessen Erzeugende senkrecht zu
dieser Ebene ist und die Oberfliche F' beriihrt, so schneidet der Zylin-
der aus dieser Ebene dasjenige Stiick heraus, das gerade mit den
Projektionen der df belegt wird. Es wird aber doppelt belegt sein
und zwar mit Projektionen von entgegengesetztem Vorzeichen, da
wir als positive Normale die fulere angenommen haben und infolge-
dessen als positive Seite der Flichenelemente df die HuBere Seite.
Deshalb wird das Integral (b) gleich Null sein fiir eine beliebige
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geschlossene Fliche F. Da aber die Richtung von @y und demnach
auch die Lage der entsprechenden Ebene vollkommen willkiirlich ist,

80 miissen wir hieraus schlieBen,
da8 auch

(19) SJar=o0

sein wird fiir jede geschlossene
Fliche F.

Um jetzt zu beweisen, daB das
vektorische Produkt distributiv ist,
konstruieren- wir aus drei ebenen-
fremden Vektoren N, A, B ein
Prisma Fig. 7, dessen Kanten BE’,
CC’ und A A’ gleich und parallel N sind, und wenden auf die Ober-
fliche dieses Prismas die Gleichung (19) an. Der Teil des Integrals
(19), der sich auf die beiden Flichen ABC und A'B’C’ bezeht,
verschwindet, da diese Flichen parallel und gleich gro8 sind und
entgegengesetzte Normalen haben. Wir erhalten deshalb

<) Jai+ fai+ fai=o.
ABFA BCCB cA4c
Nach den Ausfithrungen bei der Ableitung von (16) ist aber
Sai=[um
ABRA
und, da BB’ gleich N ist,
Sai=[8%:.
BCO'B
Fiir das letzte Integral in (c) folgt, da AC gleich D = A 4 B ist:
Jfai——[2m).

cAdc

’

Fig. 7.

Das Vorzeichen ist negativ, weil die Normale zur Fliche 04 4'C’
entgegengesetzt dem Vektorprodukt [DI] gerichtet ist.

Demnach ist
(20) [DR] = [(U + B)N] = [UNR] + [BR],

woraus folgt, dafl das distributive Gesetz bei der vektorischen Mul-
tiplikation erfiillt wird.
Aus (16) ergibt sich weiter, daB das Vektorprodukt von % und B



