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Vorwort

Uber ttanszendente Zahlen gibt es nur sehr wenige zusammenfassende
Darstellungen. Ein Grund dafiir diirfte darin zu suchen sein, daB in der
Originalliteratur iiber transzendente Zahlen nur vereinzelt allgemeinere
Methoden entwickelt worden sind und zumeist die Transzendenzergeb-
nisse durch recht spezielle, eigens auf die jeweilige Aufgabe zugeschnittene
Gedanken bewiesen wurden. Erst seit einiger Zeit wurden in zunehmen-
dem Mafle umfassendere Beweisprinzipien deutlich.

Gerade auf die Herausarbeitung von allgemeineren Beweismethoden
habe ich in dieser Schrift besonderen Wert gelegt und dabei sogar in
Kauf genommen, daB einige Resultate durchaus nicht mit dem kiirzest-
moglichen, dafiir aber einem verallgemeinerungsfihigen Beweis bestitigt
werden. Aus solchen methodischen Gesichtspunkten heraus glaubte
ich auch, mich auf die meines Erachtens wichtigsten Teile der Theorie
der transzendenten Zahlen beschrinken zu sollen, und konnte dabei
manche geistvolle Emzeluntersuchung nicht beriicksichtigen.

Ich habe mich bemiiht, eine Einfithrung in das leider so wenig be-
kannte Gebiet der transzendenten Zahlen zu geben, bei der nur einige
Grundkenntnisse aus der Theorie der algebraischen Zahlen und aus der
Funktionentheorie vorausgesetzt werden. Die einzelnen Kapitel sind
unabhingig voneinander lesbar, insbesondere stehen Kapitel I und III
fiir sich, wenn auch teilweise auf Hilfssitze aus vorhergehenden Kapiteln
zuriickgegriffen wird. Im Literaturverzeichnis ist nur diejenige Literatur
aufgefiihrt, auf die bereits im Text verwiesen ist.

Fiir ‘wertvolle Hilfe bei der Durchsicht des Manuskripts und der
- Korrekturen bin ich Herrn Dr. LEoroLDT zu Dank verpflichtet. Dem
Herausgeber und dem Verlag schulde ich Dank fiir das Verstidndnis und
die iiberaus groBe Geduld, die sie mir entgegengebracht haben.

Erlangen, im Mirz 1957.
THEODOR SCHNEIDER.
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Erstes Kapitel
Konstruktion transzendenter Zahlen

§ 1. Der Liouvitresche Appromnatmvssa;z

J. Liouvirie hat iu seiner Untersuchung mit dem Titel «Qur les
classes trés -t@ndu= de quantités dont la valeur n’sst ni algébrique,
ni méme réductible & des irrationelles zlgébriques» (LiouviLLe [1])
darauf aufmerksam gemacht, daB sich slgebraische Zahien in gewisser
Weise nicht beliebig gut durch rationale annihern lassen. Er konnte
auf Grund dieser Erkenntnis leicht*Zahlen bilden, bei denen die An-
niherungsméghchkeit durch rationale Zahlen im Widerspruch zu der
von ihm festgestellten Approximationsfihigkeit algebraischer Zahlen
durch raticnale stand, und die deronach nicht aigebraisch sein konnten.
Damit waren erstmals nichtalgebraische oder {ranszendente Zahlen auf-
gezeigt. ;

Das Resultat von LriouviLie fiber die Anndherung algebraischer
Zahien ist prazisiert in

Saitz 1 (LIOUVILLEscher Saiz): Ist o eine algebraische Zahl eines
Grades s > 1, so existiert eine wur von o abhingige Zakl ¢ > C devart, daf
fiir alle ganzen rationalen Zakhlen §, q wmit g > 0 die Ungleichung

| ;
. a2 at
gilt. :

Beweis: Ist bereits Eo o = =
haupfuug dea Satzes mit ¢ ==1. Wir konnea darum 1im {clgenden voraus-
setzen

-al\'r

richtig, so gilt die Be-

’

S @

Die Konjugierten*®) der algebraischen Zahl « in bezug auf den Kérper
der rationalen Zahlen seien mit «!?}, ..., «!® bezeichnet. Eine feste
natiirliche Zahl g, sei so gewihit, daB die s —1 Bedingungen
b
1

T<]m—a{")| R et nni)

erfiiilt seien. Danu gilt fir ¢ = ¢, und o = 2,. . dxe Unglelchung

*1—<[<x——¢‘°}|,> ,; i
g ‘:»« Wy
*) Zu den Begriffen: Konjugierte, Minimaipolynom u. a. s S0y

Schueider, Einfihrung i. d. transzendenten Zahlen



2 1. Konstruktion transzendenter Zahlen

und damit mufB unter Beachtung von (2)
. ia - 1;‘ < Jou — ol
und folglich '

I S

<=l o o < 2o ) @

firalleg =2, ..., s sein,
Das Minimalpolynom von « sei mit ’

Gx) =ag(x — o) (x —w®) ... (- ) =g’ + @ 2*71 + - -+ q,
bezeichnet. Fiir x =§ liefert das Minimalpolynom die Abschidtzung
(2 P P\
()= feo# - ) (5= ) - (D) =7
l(ql s il Wlg) T TS
denn die Koeffizienten von G(x) sind ganze rationale Zahlen, und wegen
s >1 ist die Zahl G( )=1== 0. Aus (4) erhalten wir zusammen mit der

(4)

g’

Ungleichung (3) die. Abschatzung
o~ 24> (jao 2o — o] o — - g1,

und schreiben wir abkiirzend :
¢y = (lag) 22~ oo — ¥ . . . |l —l®))=2

so ist damit die Behauptung (1) mit ¢=Min ( 1,¢,) fiir alle ¢ = g, bewiesen.

Fiir die endlich vielen J;— mit Jm — ——l <—und 0 < ¢ < g, wihlen wir

Gy Min (q‘ - Icc - —-D ,

2t 0L g << 0
womit schlieBlich Ungleichung (1) mit ¢= Min (1 ¢, Cp) fiir alle
gezeigt 1st

§ 2. LiouviLLEsche transzendente Zahlen

Wie schon bemerkt, ist es auf Grund des Satzes 1 méglich, trans-
zendente Zahlen zu konstruieren.

Als Umkehrung zu.Satz 1 LiBt sich unmittelbar aussprechen:

Existiert zu eine~ trrationalen Zahl & keine Konstante ¢ > 0, so daf
die Ungleichung (%) bei festom s > 1 fiir alle p,.q mit ¢ > 0 gilt, so kann &
keine algebraisciue £ahl *iyies Grades <s sein, und existiert kein Zahlen-
paar (¢, s) mit ¢ >, Ris 51 derart, daf Ungleichung (1) fiir alle p, g mit
g > O erfiillt 4 st 50 tst & notwendigerweise tmnszmdent

|



§2, LiovviLuzsche transsendents Zablen L8
4
Derartige auf Grund des LiouviLLEschen Satzes zu bildende trans-
sendente Zahlen werden LiouviLLEsché Zahlen genannt. ;
Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB eine gegebene Zahl
LiouviLLesch ist, wird im folgenden Satze ausgedriickt:
Saiz 2: Ist —f;i fiir n=1,2,... mit (Pn, qa) =1 und q, > 0 etne

’ n :
unendliche Folge von Quotienten ganzrationaler Zahlen, s, fiirn=1,2,...

eine Folge reeller Zahlen mit Tim s, = + oo und & eine Trrationalzahl,

#t—> 00
fiir die
pal o L
|- 22| s )

n

erfiilit ist, so ist & esne LIOUVILLEsche Zahl.
Beweis: Es ist evident, daB die Ungleichung (1) fiir kein festes s

und festes ¢ > 0 durch alle %"— der unendlichen Folge erfiillt werden kann.

Zum Zwecke der Konszruktion transzendenter Zahlen auf Grund

des Satzes 2 haben wir nur dafiir zu sorgen, daB Ungleichung (5)

giiltig ist.
Ein einfaches Beispiel hierzu liefert
v 1
E —,é‘l —2_'1_ )

Die Irrationalitit von & folgt aus der Nichtperiodizitiit seiner dyadischen |
Entwicklung. Sei

so ist g, = 2*'." Daraus folgt"

l _
dn

See | 2 2 = ot
- X RIS
v—n+12’ 2 q” q“

- und damit sind die Voraussetzungen von Satz 2 mit s, = » erfiillt, -

' Dieses Beispiel 148¢ sich leicht veraligemeinern, indem statt einer
dyadischen Entwicklung eine entsprechende Darstellung einer Zahl &
nach einer Basis g gewihlt wird. So ist fir g =10 natiirlich auch

(-]

A l—;;,—, die sich sofort als Dezimalbruch schreiben liBt, eine Lrou-
v=1 ‘

viLLEsche Zahl. :
Ebenfalls lassen sich leicht Beispieléhir Liouvitresche Zahlen, die
in der Form regelmiBiger Kettenbriiche definiert gind, angeben.

Sei L q
‘l&» .4§-_. .
E=1[bg, by, ... 1 =bg+ =7 .
0 Y1 (3 .bl+b.+-._ .,
LI P -5

~ Loy
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4 : 1. Kenstruktion transzendenter Zahlen

und sei der n-te Naherangsnenner von £ mit B, bezeichnei. Dann gilt*)

1
S

o o

&= [bo by, oo, ol < g

Gebt es nun eine Folge natiivlicher Zahlen s; mit limng, = oo und

k—>c
-2 } o
bnk+1 = B?: » (‘3)
so folgt . ‘
! sl 1
if == [bo_. f),, vy -’J”}:J'I <'";ﬁ;- .
- '"lc gL

Y

und dann muf & nach Satz 2 eine L1oUuviLLEsche Zahl sein. V/ir haben
-demnach nur die Bedingung (6) zu erfiillen und konnen sc beliebig

viele LiouviLrLesche Transzendenten konstruieren.

_ Auf weitere. Koustruktionsmoglichkeiten fiir LicuviLLEsche Zahlen
soll nichi eingegangen werden, zumal es gelungen ist, den Liouvirie-
schen Satz iiber die Approximation algebraischer Zahlen durch rationale
erheblich zu verscharfen, wie noch spiter ausgefiihrt werden soil Und
sich aus selcher Verschirfung weitere Moghchkutcn zur Erzeugung
transzendenter Zahien ergeben. %

Literatuv: Marcrer {1, 2 4, 5,-6]; PerronN [1]; FPErRNA [1, 2; Gicrr [1].

§-3. Veraligemeinerung des LiouviLLEschen Satzes
Bevor wir an eine Verschirfung des LiouviiLEschen Saizes heran-
treten, seien zwel Verallgemeinerungen behandelt. Der Liouvicizsche
Satz liBt sich als eine Aussage iiber die Approximation der Zahl'¢ durch
Absolutwerte der Linearform |« — x| fiir rationales x auffassen. Es ist

‘daher naheliegend, in dieser .Auésage die Linearform durch ¢in Polynoin

oder das rationale x durch &in algebraisches zu ersetzen.

Hierzu seien einige Begriffe und Hilfsbetrachtungen vorangeschickt,

Wir haben bereits von dem wohl allgemein bekannten Begriff einer
algebraischen Zahl, deren Konjugierten, Grad und Minimalpolynom
gesprochen, ohne ausdritcklich zu sagen, was hierunter zi verstehen ist.
Da wir im folgenden noch einige, vielleicht weniger allgemein geldufige
Bezeichnungen, die sich auf Eigenschafien von algebraischen Zahlen
beziehen, bendtigen, und um Mifiverstiudnisse auszuschlieBen, sei es
erlaubt, zur Erliuterung folgendes zusammenzustellen.

Eine Zah! « wird algebraisch genanni, wenn es zu « ¢in Polynom
mit ratistdlen Koeiimenten P(x) gibt derart, da « Nullstelle dieses
Polynoms. xst 7

*) Siehe z. B./in F3rRON: Dne Lehre von den Kettenbriichen. 3. Aufl., S.37.
Stuttgnrt: ul'hﬂ-m‘ 163 ¢

-
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§ 3. Verallgemeinerung des LIOUVILLEsChen Satzes

Ein Polynom niedrigsten Grades mit rationalen ¥oeffizienten; das
fiir #'= o verschwindet und dessen Koeffizienten ganzrationhal und ohne
gemémsamen Teiler sind, wollen wir Minimalpolynom von « nennes,
wenn wir auch damit von der sonst vielfach gebrduchlichen Definition
abweichen.

Der Grad des Mmunalvolynoms wird als Grad von & und die fibrigen
Wurzeln des Minimalpolynoms als die Konjugierten von & bezeichnet.

Tren héschsten Koeffizienten von g, das ist der Koeffizient der héchsten
Potenz in « des Minimalpolynoms von g, nennen wir gelegentlich auch
" den Nenuer von «. Ist dieser gleich &+ 1, sc helﬁt « ganzalgebraisch.

Unter der Hohe H eines Polynoms P(x) = L a,x*~%, dessen Koeffi-

o=0
zienten a, beliebig komplex sein dirfen, werde *

- 272 $ v
" H = Max|a,]

0 =0

. verstanden.

Die Hohe & einer algebraischen Zahx « sei dann gleich der Hohe des-
Mlmmalpo] ynoms von o Das Produkt einer algebraischen Z ahl mit
ihren simtlichen Konjugierten wird Norm von « genannt.

Wir bendtigen nun die foigende Ungleichung zwischen dem Bet;ag 7
einer algebraischen Zahl und ihrer Hohe, die epthalf:en ist in

Hilfssatz 1: « sei eine algebraische Zahl, h thre Hohe wnd ay der
hichste Koeffizient von a, dann gilt

k , A :
s 5 T (7)

dal

l‘/'\

Aol =

Beweis: Ist « =0, so ist die Behauptung offensichtlich richtig.

Wir konnen daher im folgenden o == 0 voraussetzen. Da « Nulistelle -

s £
des Minimalpolynoms 3, a, x5~ ist, gilt
o=

e gecys LA
Qg O a; o - a; .

Hieraus -folgt durch Ubergang zu den absoluten Betlagen und A“l-
wendung der Dreiecksungleichung j

@l ol = fay] et e e 4 ay
und daraus ;
|ao] Ja* — |a} Jaft =t — -« —T{ay] =0

Bezeichnen wir das Poiynom

|@q] #* — lall"’ i
S ety

mxtf(x) so ist gezeigt: F(la|) = R



8 I. Konstruktion transzendenter Zahlen

Andererseits ist fiir hinreichend groBe positive Werte von x sicher
F(x) > 0. Folglich muB F(x) eine Nullstelle § mit 8 = |«| besitzen.
Aus der Gleichung

lao| B = la,|"B*=2 + -+ - + |a,]
folgt dann wegen der Bedeutung-von A und 8 > 0: -

ﬂcgr%'(ﬂn—l_{_...+1)=(|T}:IA+1)(ﬂl—l+...+l)_(ﬂa—l+:..+1)’

folglich gilt _
ﬁ(j'—l+ cee41) é(—I:—;I—-}—l)(ﬁl—l oo 1),

Wegen B> ist auch f*-1+---41>0. Division durch diesen
positiven Ausdruck liefert

: h
und mit |«| < g folgt daraus (7).
Uber den Zusammenhang zwischen algebraischen und ganz-
algebraischen Zahlen benétigen wir im Augenblick nur den
Hilfssatz 2: Ist o algebraisch und ay der hochste Koeffizient von o,
so ist ayo ganzalgebraisch.
3 2 .
_Beweis: G(x) =) a,2*—° sei das Minimalpolynom von «, dann ist
g=0
a9 Nullstelle von #* 4 a,2*~! + @pag#*-2+ -+ + aa-1. Da mit
G(x) auch dieses Polynom irreduzibel ist und ganze rationale teiler-
fremde Koeffizienten besitzt und der héchste Koeffizient 1 ist, muB es
Minimalpolynom von a,a sein, und daraus folgt die Ganzheit von aya.
Ebenso sind natiirlich auch 24af” (0 =2,...,s) ganzalgebraisch.
* Diesen Hilfssatz werden wir spiter verschirfen,
SchlieBlich noch ein Wort zur Norm einer algebraischen Zahl. Da das
Minimalpolynom von « die Darstellung '

G(x) = 3 a, 55— = dg - IT (% — ')
o=1

o=0

mit der Bezeichnung o = !} besitzt, ist
ag £
RS (_1)111‘“(#} = (—1)* N(a) ,
G om=1
wenn N(a) die Norm von « bedeutet, also
(e
N = (=1)- 5~

Ist & + 0, so folgt aus der Irreduzibilitit von G(x); da8 auch a, = 0 ist.
Ist ferner o 8=0Zalgebraisch, also |ag| =1, so folgt die Richtigkeit von



; § 3. Veraligemeinerung des Llpuvxuxschen Satzes 7
" Hilfssatz 3: Ist o ganzalgebraisch und nicht Null, so folgt
' IN(@)]| =1.

Nun kénnen wir den LiouviLLEschen Satz verallgemeinern, und wir
ersetzen zunichst x — « durch ein Polynom in « und erhalten so den

Satz 3: Es sei « eine algebraische Zahi vom Grade s =1 und P(x)
éin Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Grade n und der
Hihe H, fiir das P(x) nicht verschwinde. Dann gilt

IP@)] > gomr @®)

mit einer Konstanten ¢ > 0, die nur von « abhingt.

Dieser Satz liefert im Spezialfall # =1 offenbar den LiouviLLeschen

‘Satz.
Beweis: Bedeute a, den hochsten Koeffizienten von «, so ist nach

Hilfssatz 2 die Zahl a,« ganzalgebraisch. Folglich ist mit ¢ = |a,| auch
¢"P(«) ganzalgebraisch, und wegen P(«x) = 0 gilt auf Grund von Hilfs-
satz 3 .

IN(g"P(«))] 21 .
Die Betrige der Konjugierten (P(«))'”= P(«!”) konnen fiir
”
o=2,...,smit P(x) =2 b,a~* durch

v=0

n n
'P(a(a})l éz‘ Ib,| lal")]n—v <H .Z‘ |a(°')|u~v = H(n 4= 1) Maxil' la{")rn)

abgescha.tzt werden. Fir |«{?}| Lefert aber Hilfssatz 1, wenn 4 die Hohe
von « ist und |g,| durch 1 ersetzt wird,

[ <h+1.
Also erhalten wir
|P(?) = (n +1) H(A + 1)".

i i : 8 ¢
Damit folgt aus |N(¢"P(x))| = IT (@ P(«!"})|) 21
o=1
ip "
|P(@)} = ((n +1) H(h + 1}")2 =2 g=ne > ﬂf;l_
mit nur von « abhingigem, geeignetem ¢ > 0.

Den Satz 3 benutzen wir, um eine Aussagé nbey ‘die Approximation |
der Zahl Null durch die Linearform « — x mit ‘ﬁgebr""schem % vom



8 I. Xonstruktion transzendeuter Zahien

Grade # zu gewinnen., Wir zeigen - ‘
Saiz 4: Ist o algebraisch vom Grad s und & algebraisch vom Grad »
und H die Hohe von &, so gilt fiir o= & ;

o & > 5 @

mit einer nur von w abhdngigen Konstanten ;>0

Beweis: Ohne Eigschr:’irikung der Allgemeinheit kann im folgenden
angenommen werden, daB « und £ nicht zueinander konjugiert sind,
da ¢, so gewshlt werden kann, da (9) fiir die endiich vielen Konjugierten
von o giltig ist. Dann verschwindet das Minimalpolynom von ¢,
welches mit :

n
Bl =2(') b, 2" = by(x — &) (x — EBN |, (x — £y
v== :

bezeichnet sei, nicht fiir x — o. Es folgt fiir ¥ —

a— & --_—~-—-~——--—.—-‘-—~—7ﬁ—,~~~ : : $5(10

l ‘.»I ’bo! ,m- 5{2,{. S Ea——é‘"”[ \ )
In Satz 3 haben wir eine untere Abschitzung fiir den Zihler auf der
rechten Seite. Es kommt nun daraut an, denn Nenner nach oben ab-
zuschidtzen. Mit der Bezeichnung

P(x) 21 ~ta)
xf’é—‘h: bo(x o 5{3}/\ e (x st _5{/1;) L aﬁxn—~1 R én—-l
gilt
n - S
Plx) =3 b,an—r = (x — &) (82" 14+ 1 8,_,) (11)
¥ =0

X ()effizierltenvej‘g‘leiéh liefert :
By = 855 b= Gy ot by = BBy
Daraus folgt

: | Bumy = By8=1 4 BifR g g

Paher ist fur |£] <1
n—1 ’

Max(|d,)) = 4 < nH .

v =0

<

1

v

Fiir j&h > 1 setzen ,;w_ir %=-—1in (11) ein und multiplizieren (11) mit
g / .‘
— it . “1 {( :

-

o .
<
5
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§ 4. Eine Anwendung des einen verallgemeinerten LIouviLLEschen Satzes
Fa : :

Wir erhalten so

! b by

gL (y > é) (Boy VP e By

und anf Grund der gleichen SchluBweise wie oben ist jetzt wegen
S
E]

S ni :

o Max(jo)) = A=~ <nH. .

p==0 15 2

Mithin ergibt sich
n--1

1Bof e — &2 . ..o — EMY = |Ggan L 4 - Lt G, =4- 2 lafr <ep- H

o
mit einem geeigneten, von » und £ uuabhangl_gen Faktor ¢,

Aus (10) folgt nun unter Beachtung von (8) und der soeben erzielten
Abschitzing :

on n
‘1

L e ity D AR

Dabei hingt ¢, nur vou e, mcht von it oder & ab, und Satz 4 ist bewissen.

Literatur: Braver {H, 2].

§ 4. Eine Anwendung des einen verallgemsinerten
L1oUviLLEschen Satzes

Mit Hilfe der Sitze 3 und 4 lassen sich wiederum transzendente
Zablen keaostruieren. Es sei nur ein Beispiel hierfiir als Anwendung
von Satz 4 mitgeteilt. ;

Satz 5: [Jede recile positive Nlistelle der Funktion

/ il iy e
e A
=0 (»!)
-besiizt einen transzendenten Wert, wenn die natiirlichen Zahlen a, mii
einer Konstanten B > 0 die Eigenschaft 0 < a, < B* haben.

Beweis: Fir algebraisches » = - ¥ und geniigend groBes m, etwa
m > #1,, gilt ndmlich die Unglexchu*xg

iF(.Z) e Ful(2)

wenn wir mit F,(y) den m-ten Abschnitt der Potenzreihe fiir F(x)
bezecichnen. Diese Abschiitzung folgt aus der Tatsache, daB die Reihe
fir F(x) altecniert und fiir hinreichend groBes m die Absolntbetrige
der Reihenglieder monoton fallen. Da y algebraisch 'sein soll, ist auch
F,(x) algebraisch, und machen wir nun die Annabme, daB auch F(y)
algebraisch sei, so liefert Satz 4 eine unf’ei"e\?cbrank# fir den Betrag
[Z(x) — Fm(x)|. Diese Schranke w1rd im WiderSuce e (12) stehen,

]

’(“(7{,}. 1)1)(m+1): ’ (12) :
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und aus diesem Widerspruch folgt, daB F(y) fiir algebraisches y keine
algebraische Zahl sein kann. Insbesondere kann also F(y) fiir ein
algebraisches y nicht verschwinden.

In der Anwendung von Satz 4 auf den vorliegenden Fall ist F(y)
fir & und F,,(y) fiir £ zu setzen. Es ist also der Grad und die Héhe
von F,(y) zu bestimmen. Der Grad von F(y) sei s genannt. y habe

3 o v v
den Grad #», dann ist der Grad von F,(y) =’ —(:(—1),)::;7‘, da die q,
- =0 v!
natiirliche Zahlen sind, hochstens #. Die Abschitzung der Hohe H von

F,,(y) bereitet etwas mehr Schwierigkeiten.

Zwischen der Hohe einer ganzen algebraischen Zahl und dem Maxi-
mum der Absolutbetrige aller Wurzeln des Minimalpolynoms dieser
Zahl besteht ein einfacher Zusammenhang, den wir zunichst aufzeigen
wollen. Sei f# ganzalgebraisch und

: n n
G(x) =2 b,a"~ = [T (x — B
v=0 v=1 :
das Minimalpolynom, % die Hhe von 8.
Aus der Bedeutung der b, als elementarsymmetrische Funktionen

"
der B*} ergibt sich unmittelbar mit der Bezeichnung Max || — [8
.. : r==1
n n 5
h = Max|b,| gMax(':) [BF < 2*[B].
r=0 ve=0

Wir kénnen also formulieren
Hilfssatz 4: Se: B eine ganzalgebraische Zahl, n ihr Grad und h thre

n
HGhe, so gilt mit der Bezeichnung Max [8%] = [B] die Ungleichung
3 y=1 ;

h< 2[B)".

Diesen Hilfssatz kénnen wir nicht unmittelbar auf F, (y) anwenden,
da F,(y) nicht notwendig ganzalgebraisch ist. Zu y gibt es eine matiir-
liche Zahl, sie sei g genannt, derart, daB g x eine ganze Zahl ist. Dann
folgt aus der Definition von F,,(y), daB g - (m!)™! F,(x) ganzalgebraisch
sein muB. Folglich gilt nach Hilfssatz 4 fiir die Hohe H, dieser ganz-
algebraischen Zahl

H, < (2 [g™ (m)™ F ()"

Fa =3 = o,

~o ()"
wobei ¢, nur von y abhin :t, folgt daraus
Hy < @g™ (m)™) - 3. (13)

und wegen

=



-~

§ 5. Schirfere Approximationssitze. Der Satz von Tuue-StceL-Rorta .11

Um von H,, der Hohe von gm(m!)™ F,(y), auf H, die Hohe von F(y), ‘

schlieBen zu kénnen, wollen wir g™(m!)™ abkiirzend mit ¢, F,,(y) mit |

£ £g={ und der Deutlichkeit halber H,=H((), H = H(£) = H(%)

bezeichnen.
Es wird behauptet:
? H=<q"H,.

Ist M (x) Minimalpolynom von £, so ist 5—. Nulistelle von M (gx), wobei

die Hohe von M (gx) kleiner oder gleich ¢"H ({) ist. Da mit M (x) auch
M (gx) irreduzibel ist, muB eine natiirliche Zahl r existieren derart,

daB —:—M (g x) Minimalpolynom von % ist. Daher gilt fiir die Hohe die"

Ungleichung
_C__ _1_. 3 n
H(q)ér Hi) =g HQ),

was behauptet war.
Daraus und aus (13) folgt dann

H < (gm (m)™)" - (2 g™ (m)™')" 3 < cgr ((m})™)*"

mit einem geeigneten, nur von y, nicht aber von m abhingigen c,.
Dies in Satz 4 eingetragen, ergibt
ey 1
le &l = [F(2) = Fu(2)l > g3 > anymiyine
mit einem von m unabhingigen c,.
Dies steht aber fiir hinreichend groSes m im Widerspruch zu (12),
denn es ist fiir geniigend groBes m

; 1 - 1 1 am+y g™+
c""((m!)m’)’"' > -((m!)m!)an's > (w1 1)!)*(m+1)l N ((m+1)t)(¢+1)l .

Der Beweis von Satz 5 ist damit vollstindig erbracht.

Ahnliche Beispiele lassen sich unschwer aufzeigen. Jedoch soll
darauf nicht eingegangen werden, da wir uns nun den Verschirfungen
des LiouviLLEschen Satzes zuwenden wollen, die weitere Anwendungs-
moéglichkeiten zur Erzeugung transzendenter Zahlen eréffnen. -

Literatur: Conn [1].

§ 5. Schirfere Approximationssisze.

Der Satz von THUE-SIEGEL-Rom. :

Die einfache Abschitzung des L1oUVILLEsshen Sat: s (Satz 1) wurde
durch tiefere Betrachtungen ganz erheblich versch3t8t. Es seien hier
nur die wesentlichen ‘Fortschritte, die erzielt wurden,: arqgegeben. Es
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handelt sich um die untere Schranke der Linearform ja-— x| fiir alge-
braisches « und rationale Werte von x. Im einzelnen wurde gezeigt:

Fiiy (zlgebmisches o vom Grade s > 1 und ganze vationale Zahlen §, q;

g > 0, hat die Ungleichung -

! ' - ‘
Lo s e {14)

Jailes

nur ¢ndlich vicle Losungen in vationalen Zahien qu

I mit g > -+ 1 (Taue [1,2)),

; : o

2. mit g = Min (a'?-_" -+ o') + & <2V s bet gentigend kleinem £ > 0
(SIEGEL [1]),

3. mit p > /25 (Dysox [1], siehe hierzu auch MAHIER [8], SCHNEI-
DER [6]), . |

4. mit > 2 (RotH [1]).

Das letztgenannte Resultat, das K. F. Rotx kiirzlich verdffentlichte,

liefert beziiglich des Expenenten u den schirfstmdglichen Wert.
Bereits C. L. Sii6rL gelang es, ﬁber sein oben genunites Resuitat

’

hinaus, fiir einen Exponenten u < \'11 <o a) -+ & eine Aussage zu

Licem
erhalten. Er bewu:s fir = Mm \ %,

o=1

niigend kleinem e, daB dann (14) enéweder nur endlich viele Lisungen in

11
i
e dpe 7 ey :
) +e<e !]ogs =+ ~,;,0 ) bei ge-
vationalen Za,hlf:n G hat, oder daB, falls unendlich viele rationale ’T' dev
Ungleschung (14) geniigen, fiiv die nach wachsenden Nennern angeordnete

2 L 4 . .
Folge dieser Lisungen —‘;’»’- die Gyenzbeziehung
B :

- l0g gy,
i —=ret

Sy /
logg, 3

J!

y~—>00

gilt (S1EGEL [2]). Dieser SinciLsche Satz wurde schon vor langem auf
den Exponenten p > 2 verschéirfi (SCHNEIDER [ [8]). Der Satz von RoTH
unterscheidet sich von letztgenanntem Ergebnis dadurch, daf nach ihm
der Fall unendlich vieler Losungen nicht eintreten kann, und insofern
sagt er natiirlich sehr viel mehr aus. ,
Unter geeigneten arithmetischen Voraussetzungen iiber die zur

Approximation zugalassenen Bruche £ gelang es, selbst fiir Exponenten

p# =2 Aussagen - "~ T.jsungen von (14) zu machen. So bewies
135 MAHL R: Jat & ene wigebraische Zahl, u eine Zahl > 1, und hat die
- Ungleichung ( o wdlich viele verschiedene, nach, wamveﬂdm g, ge-
ordnete L Uou”ige% o positiven Nemnern q,, die allein durch endlich

Eer ok A
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§5. Schii;ferc Approximationssitze. Der Satz von Tevur-Srecei-Rote - 13

uiele Pm‘mzakl{m teslbar sind, so gilt (153); und ferner: Ist o eine alge-

traische Zehl =+ 0, y'> 0, so gibt es hdchsiens endiick viele gekiirate Li-
sungen % von (14), fiir die p - g nur darch en.dlicﬁ viele vorgegebene Prim-
zaklen ieilbar ist (MARILER [8]; siehe hierzu auch ScuneiDER [3]). Auf einen
das erstgenannte ManLERsche Ergebnis umfassenden Satz {SCHNEIDER (8], -
siehe auch KascH [1]) sei nur hingewiesen. Diese Resultate (MAHLER [5];
SCHNEIDER [8]) lassen sich unter Verwendung der Ideen von Rotu
(Rotm [1]) verbessern. Wir wollen hier diese Verschirfung nicht in
voliem Umfange durchfithren, sondern nisr eine soiche V eraligemeinerung
des Satzes von ROTH beweisen, wie.diese tiir die Anwendungen, die
wir im nidchsten Paragraphen davon machsn wollen, nctwendig ist. Eine
weitergehende Verallgemeinerung wiirde den obnshin mnicht einfachen
Beweis des Satzes von RoTH noch erbeblich komplizieren, wilirend sich
der gewtinschte und nun zu formulierende Satz nur durch Hinzufiigung
eines einfachen Gedankens zu dem RotHschen Beweis zeigen 148t

Satz 6: Es sei a eine algebraische Zahl vosn Grade s > 1. Ferner be-

*
deute (1;”;) eine unendlicke Folge rationalev Zahlen wmit ganzrationalen
® % y 3 # . x
i@ @1 =g >0 v="1,2,...; deven Newner g* in cin Produbt
Ew v o v ¥ ?

3 ’ #h = . - 77 . "
g, =G, - g, ganzer vationaler Zahien 9, 4nd q, zeriegt seien deravi, &af
g, eine nichinegative ganzzahiige Poienz einer von v unabhingigen natiir-
lichen Zakhl b darstellt. Bezeichnen wir

— log ¢ e
n=lm 2% (16)
e R
und ist y eine Zakhl, fiiy die S :
p>n+1 {17
giit, so gemsigen der Ungleichung :

oy [-r_;

| 5
}oc S ’ =gt

Tiad ;. “ P i ?;‘ 7 ’P?‘
nuy endiich viele Zahlen g gy s der Folge =
B : ; 4 9.

Fir # =1 ist darin der oben genannte Satz von RoTH enthalten,
den wir gemiB seiner Entsiehung auch den Satz von THUE-SIEGEL-ROTH
rennen wollen.

Vorbereitung des Beweises: Wir folgen in der Beweisfithrung
weitgehend dem Beweise von RotH. Es ist nicht verwunderlich, daB der

Beweis des tiefliegenden Satzes nicht ohne weiteres auf der Hand liegt.

In sieben Hilfssiitzen, die wir vorausschickeiy, \éoi'd;{"%e notwendigen
Hilisbetrachtungen entwickelt. - -;:"“‘J_‘” i dpsEs N :

1. Die wesentlichste [dee des Beweises‘vaf‘mfﬁ\b‘esteht in einer
neuértigen nichtarchimedischen Bewertung v~ 'P*; ““momen von
mehreren Verinderlichen, mit deren Darstellupe =it »begllmen wolleu.
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Es sei P(x, .- -, %) ein nicht identisch verschwindendes Polynom
in den % Verinderlichen x,, ..., %, Ferner seien aj, . . ., & beliebige
reelle und 7, . . . , 7; beliebige positive Zahlen. Wir entwickeln P (oy+

"+ 91, ..., @+ ¥;) nach Potenzen von yy, . . ., ¥ also

P(ay+ Y- s @t Vi) =1'Zo o .'Zoch“'h yh . ys,

Y | et
Dann bezeichne

o : AL O
o~ Min (f+-..+B), as)
(%'. I °)
i. W., das Minimum der Summe -17‘- R 7'—: , erstreckt iiber alle nicht-
1
negativen ganzen Zahlen jy, . . ., s, fr die ¢;...; nicht verschwindet.
Die letzte Bedingung ist offenbar gleichbedeutend mit

d \i, 7 \i p 5
(‘371_) ..‘(axk) P(mj_,-..,ak)____

...+ 3k Pxy, . .

e <, %)

R T LR /(x,,...,'x,)=(al,...,u,)'4=0'
Wir nennen nach RotH die in (18) definierte Zahl @ den Index des
Polynoms P(xy, ..., %) @m Punkte (o, ..., o) beziiglich der Zahlen
e s , S
Es ist klar, daB'dann der Index des Polynoms

2 \h 7- e\l
(T’;:) e (a_x;) P(x!t w0 xk)

im Punkte (ay, . . ., @) in bezug aufr;, . . ., 7, fiir beliebige nichtnegative
ganze Zahlen 1, . .., J; mindestens gleich & ——ﬁ’~ = e —:—:— ist, falls
1 ~

nur das abgeleitete Polynom nicht identisch verschwindet.
Die spiter benétigten Eigenschaften des Index enthilt der <

Hilfssatz 5: Es seien P(%y, . . ., %) nd Q(%y, . . ., %) nicht identisch
verschwindende Polyngme mit P + Q = 0. Bilden wir die Indizes der-

. selben im gleichen Punkte («y, . . ., o) beziiglich derselben Zahlenr,, ..., 1,

so gilt
Index (P) = 0 wnd Index (P) = 0 nur, falls P(ay, ..., ) +0, (19)
Index (P + Q) = Min (Index (P), Index(Q)) (20)
Index (P Q) = Index (P) + Index(Q) . - (21)

Beweis: Die Richtigkeit von (19) ist offensichtlich. Seien die
Koeffizienten der Brn.'ggnz;eihgnentwicklung von P in (&, ..., o) mit
Ciye o gp AlEVE S Q mit @, . . .% bezeichnet, so ist (20) gleichbedeutend mit

< der FOlgerlung: '?Q‘us cjl- o -"k= 0 und djl oluce jk:: 0 folgt le - 3k+ d-‘il' s 5k= O,



