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Vorwort

Dieses Buch wurde hauptsichlich fir Studenten geschrieben, die eine einsemestrige Vorlesung iiber
Klassische Mechanik horen. Auch Studierende, die sich auf eine Priifung oder Klausur vorbereiten,
konnen dieses Buch wegen der kompakten Darstellung, der vielen Beispiele und geldsten Aufgaben
mit Gewinn lesen. Fiir das Verstindnis wird nur die Kenntnis der einfachen Newtonschen Mechanik
und der Grundbegriffe der Differential- und Integralrechnung sowie der Linearen Algebra vorausge-
setzt. 4
Die wichtigen Themen der Klassischen Mechanik werden ausfiihrlich behandelt. Lediglich den kleinen
Schwmgungen ist kein eigener Abschnitt gewidmet. Dafiir sind zahlreiche Rechnungen und Aufgaben
~ zu diesem Thema iiber das ganze Buch. verteilt. Besonderer Wert wird auf eme eingehende 'Unter-
suchung der Prinzipien und Formulierungen der Klassischen Mechanik gelegt Umfangrexche Ab-
schnitte erortern die kanonischen Transformationen, das Noether-Theorem sowie die Winkel- und
Wirkungsvariablen. Ferner wird gezeigt, daf die Fundamente der Statistischen Physxk und der Quan-
tenmechanik bereits in der Klassischen Mechanik liegen. -
Dieses Buch unterscheldet sich in den inhaltlichen Schwerpunkten und insbesondere in der methodi-
schen Ausfiihrung von anderen Lehrbiichern. Ich habe mich vor allem um Klarheit und gute Verstand-
lichkeit bemiiht. Dies duflert sich in den folgenden vier Merkmalen:
1. Zahlreiche sorgfiltig ausgewihlte Beispiele werden in den Lehrstoff eingearbeitet, um Aussagen zu
verdeutlichen, Rechenmethoden einzuiilben und neu auftretende Probleme und Schwierigkeiten
'praxisnah vorzubereiten. Die Beispiele sind eingerahmt und heben sich daher vom iibrigen Text ab.
2. Das Buch ist kompakt geschrieben. Ohne Aufgaben und Losungen umfafit es nur etwa 200 Seiten.
Dies wurde erreicht einerseits durch einen Verzicht auf die Erlduterung ,.elementarer* Begriffe der
Newtonschen Mechanik — wie etwa Kraft oder Inertialsystem —, andererseits durch den Einbau der
Beispiele, die eine umfangreiche Besprechung nichtzentraler Themen iiberfliissig machen. Dabei geht
die Kiirze des Buches nicht auf Kosten der Anschaulichkeit und Verstindlichkeit und fithrt zu keiner
Einschrinkung im Niveau oder in der Stoffiille. Der Inhalt ist in einem Semester zu bewiltigen. Prii-
fungskandidaten konnen sich schnell und gezielt informieren.
3. Bedeutung und Nutzen der behandelten Themen werden stets ausfiihrlich gewiirdigt und diskutiert.
Eine Bewertung und Einordnung scheint mir vor allem in der Klassischen Mechanik erforderlich zu
sein, da es hier mehrere dquivalente Fogmalismen und Prinzipien gibt, die verschiedene ,,Daseinsbe-
rechtigungen‘‘ haben. -
4. In jedem Abschnitt werden Au fga%en gestellt, die sich eng an den behandelten Stoff anlehnen und
deren ausfiihrliche Losungen am Endg des Buches stehen. Der Schwxengkeltsgrad leicht, mittei, .
schwer — ist jeweils angegeben. Der Student kann hier sein Verstindnis iiberpriifen, seine Rechenfer-
~ tigkeiten verbessern sowie Aussagen und Feststellungen des Haupttextes in konkreter Form wieder-
holen. 4
Die Arbeit ‘an diesem Buch wurde durch Diskussionen mit Prof. J. Honerkamp und Dr. P. Weber . .
wesentlich gefordert. Prof. J. Bfiggs, Prof. S. Fliigge und insbesondere Dipl.-Phys. M. Zahringer danke
ich fiir die Bereitschaft, das Manuskript zu lesen sowie fiir viele Verbesserungsvorschlidge und kon-
struktive Kritik.
Allen Lesern, die durch Bemerkungen und Anregungen zur Verbesserung des Werkes beitragen, werde
ich sehr dankbar sein. §

Endingen, im September 1982 Friedhelm Kuypers
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Hinweise fur den Leser

1) Das FluBdiagramm auf dieser Seite macht den Aufbau des Buches deutlich und zeigt dem Leser,
welche Paragraphen er dberspringen darf, ohne deshalb spater Verstdndnisschwierigkeiten befiirchten
zu mussen. Dick eingerahmte Késtchen kennzeichnen zentrale Paragraphen; weniger wichtige Abschnitte
werden durch gestrichelte Kastchen umfa@t.

2) Aufgaben, die nach Ansicht des Autors besonders interessant, reizvoll oder lehrreich sind, werden
durch dinne Pfeile > kenntlich gemacht. Aufgsben mit dicken Pfeilen §» sollen unbedingt bearbeitet
werden, da sie wichtige Probleme behandein und ihre Aussage i.a. auch im Text selber verwendet wird.
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$ 1.1 Zwangsbedingungen | 1

Kapitel I
Die Lagrangesche Mechanik ’

Die klassischeé Mechanik ist: ein unerléBlicher Bestandteil der theoretischen Ausbildung; da sie viele der flir
das Verstdndnis der Physik unentbehrlichen Grundbegriffe einfihrt und wegen ihrer Anschaulichkeit den
besten Einblick in theoretische Methoden und Arbeitsweisen gibt. Technische Anwendungen und mechanische
Problemstellungen sind vielféltig und. gewichtig. Zudem ist die klassische Mechanik der Ausgangspunkt fir
die Entwicklung von statistischer Mechanik und Quantenmechanik und viele ihrer Zusammenhédnge und
Gesetze finden sich "auf andeten Gebieten wieder.

Die fundamentalen Begriffe wie etwa Kraft, Energie, Impuls, Dreh- und Trégheitsmoment,
Inertialsystem und vor allem das zweite Newtonsche Gesetz F =mi werden als bekannt vorausgesetzt.
:Aijsgehend von der Newtonschen Mechanik und dem Postulat, daB Zwangskriifie keine virtuelle Arbeit
leisten, entwickeln wir in Kapitel | andere formulierungen der Mechanik, deren groBer Vorzug in erster
Linie darin besteht, die Kenntnis der Zwangskréfte nicht zu benctigen:

- Das d ‘Alembert-Prinzip ermdglicht den besten Einstieg in die Lagrangesche Mechanik und - wird
gerhe zur Bestimmung von Kréften und Gleichgewichten benutzt.

- Kern der analytischen Mechanik ist der Lagrangeformalismus. 2. Art. Er liefert i.a. den, schnellsten
und einfachsten Weg zur .Berechnung von Bewegqungsglgn. und macht den Zusammenhang zwischen
ErhaltungsgtéBen und Symmetrien sehr deutlich.

- Die Lagrangegign. 1. Art geiten auch fir Systeme mit differentiellen Nebenbedingungen und bestimmen
die Zwangskrafte. ' .

- Das Hamiltonsche Prinzip schlieBlich ist eine pragnante, koordinatenunabhingige Formulierung, aus der
die Lagrangeglgn. 1. Art und 2. Art und die kanonischen Glgn. leicht und schnell abgeleitet werden
kénnen. Seine groBe Bedeutung liegt = vor: allem: darin, daB es fir die Untersuchung von Variablen-
transformationen bendtigt wird und auch auf anderen Gebieten der Physik Prinzipien der stationdren
Wirkung auftreten.

§1.1 Zwangsbedingungen

Ein N-Teilchensystem, dessen Mitglieder duBeren Kraften Fi unterw’orfen sind und
auch noch durch innere Krafte Fij des j-ten auf das i-te Teilchen miteinander
wechselwirken, wird nach dem zweiten Newtonschen Gesetz durch die Differential-
glgn. (im folgenden mit "Dgln." abgekiirzt)

miri=Fi+]ZFij i=1,...N j#i

beschrieben. Die Integration dieser Dgln. liefert den Bewegungsablauf.

Nattirlich ist es nicht immer sinnvoll, die Dgln. in kartesischen Koordinaten
aufzustellen. Vielmehr sollte man sich vor der Bearbeitung einer gegebenen Aufgabe
stets (berlegen, welche Koordinaten oder andere GréBen am geeignetsten fir die
Beschreibung und Berechnung sind. Eine mechanische Anordnung kann ja nicht nur
durch kartesische, sondern auch durch ~zylindrische, sphdrische, parabolische

Koordinaten bestimmt werden. Es ist sogar méglich, den Zustand eines Systems durch
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andersartige Grofen wie etwa Energie oder Drehimpuls zu beschreiben, auch wenn von
dieser Mdglichkeit nur &uBerst selten Gebrauch gemacht wird. Alle diese denkbaren
GroBen, die in der Lage sind, die Konfiguration einer mechanischen Anordnung
zu kennzeichnen, werden "generalisierte" (verallgemeinerte) Koordinaten genannt; fir
sie ist der Buchstabe q gebrauchlich.

Der Leser hat nun vielleicht den Eindruck, daB alle mechanischen Aufgaben
auf in generalisierte Koordinaten ausgedriickte Newtonsche Dgln., in denen lediglich
Beschleunigungs-, duBere und innere Krifte auftreten, zurlickgeflihrt werden kdnnen.
Dies ist jedoch nicht der Fall, da die meisten Aufgaben Zwangsbedingungen enthalten,
die dem Bewegungsabl%g‘ geometrische Einschrdnkungen auferlegen und die Anzahl
der Freiheitsgrade, die fiir ein N-Teilchensystem ohne Nebenbedingungen gleich
3N ist, verringern. Systeme unter Zwang lassen sich (iberall finden: Eine Perle gleitet
auf einem Draht, ein Zylinder oder eine Kugel rollt auf einer Fliche, ein Korper
hangt an einem Faden oder rotiert um eine feste Achse,.....

Bevor wir auf die Problematik der Zwangsbedingungen ndher eingehen,

wollen wir sie klassifizieren:

a) Holonome Zwangsbedingungen

Sie ‘werden durch Glgn. dargestellt, die die Teilchenkoordinaten und eventuell auch die
Zeit miteinander verknipfen. Die holonomen Zwangsbedingungen lauten fiir ein
System mit N Teilchen, deren freie Position durch 3N generalisierte Koordinaten qj

festgelegt ist:
fi(qI,...qm,t) =0 i=1,...k (1-1)

Die k Zwangsbedingungen (1-1) reduzieren die Anzahl der Freiheitsgrade auf 3N-k.

A

Beispiel (1.1) Ein Zylinder mit Radius r \
rollt ohne Schlupf eine Ebene herunter. y

Ohne Zwangsbedingungen wiirde man drei
Koordinaten bendtigen, um die Lage des’
freien WZylinders in" der Ebene zu kenn-
zeichnen: Die beiden Mittelpunktskoordina- y) E
ten x,y und den Orientierungswinkel ¢ .

In dem vorliegenden Fall hat man jedoch ‘ A

nur eine unabhdngige Koordinate, etwa den a &
i

Winkel ¢ . Daher existieren zwei Zwangs- Abb.(1.1) X

bedingungen
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X, “rgcosa = 0

A —rgpsinc.=0

Ya

wobei x die Koordinaten des Auflagepunktes A sind.

AYA

Beispiel (1.2) Ebenes Pendel mit der Fadenldnge l. Die Kugelkoordinaten r und ¢

1 werden durch die Glgn.
r=1 @ = const

festgelegt, so_daB lediglich der Winkel 3 frei ist. (Siehe,,%%{)e._ ’Q.Z]).)

Beispiel (1.3) Auf einem parabelformig gehogenen "

Draht, der sich mit der Winkelgeschwindigkeit W

um die z-Achse dreht, sitzt eine Perle. \ p
i
\ j w \

In- Zylinderkoordinaten lauten die beiden Zwangsbe- by

dingungen:

I
o

- wt (1-2a) )

2
Z =~ ar

1}
o
=W

(1-2b)

s Abb.(1.2) 2 -}

b) Nicht-holonome Zwangsbedingungen

Die geometrische Einschrankung der Bahnkurven ldBt sich nicht durch Glgn. zwischen
den g@eralisierten Koordinaten bestimmen, d.h. nicht in Form der Beziehungen

(1-1) schreiben.

e
Beispiel (1.4) Ein punktférmiges Teilchen rutscht die Operfldche einer Kugel mit

Radius R herunter. Ist die Geschwindigkeit hoch genug, hebt es wegen der Zentrifugal-

beschleunigung von der Kugeloberfldche ab. Die Zwangsbedingung lautet:

g2 p@ 'Sy

Ungleichungen sind nur ein Spezialfall nicht-holonomer Zwangsbedingungen; es gibt

z.B. auch nicht-holonome Einschrankungen, die sich nur in differentieller Form schrei-

ben lassen.

Beispiel (1.5) Das Standardbeispiel fir nicht-holonome differentielle Nebenbedingungen

bildet die Kreisscheibe, die ohne Schlupf auf der (x,y)-Ebene rollt. lhre Stellung wird
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durch die Koordinaten x AYA des Auflagepunktes A, den Rollwinkel a, den Kippwin-

kel ¢ und den Winkel ¢ zwischen Scheibenebene und x-Achse gekennzeichnet.

Wegen der Roll-
bedingung bewegt sich das
Rad zu jedem Zeitpunkt in
Richtung der _momentanen
Scheibenebene. Die Orien-
tierung der Scheibe adndert
sich i.a. laufend, d.h. der
Winkel ¢ bleibt nicht fest.
Lediglich im Bereich eines
infinitesimalen Abrollwin-
kels da ist ( in erster
Né&herung konstant. Die

Projéktionen des abgerollten

Weges rda auf die x- Abb.{1.3)

bzw. y-Achse lauten:

r da cosq;

X\

bzw. rda sin¢
so dafl folgende zwei differentielle Bedingungen fiir die fiinf Scheibenkoordinaten x A’
Yar & 5@ ,g}u gelten:

dxA-rda cosp = 0 dyA—rda sing = 0 (1-3a/4a)
Division durch dt ergibt die aquivalenten Beziehungen:

)'(A—ré( cosp = 0 )}'A—rd sing = 0 (1-3b/4b)
Die Glgn. (1-3a/4a) konnen nicht integriert und somit nicht in holonome Form ge-

bracht werden; die Rollbedingung sagt némlich nicht, wohin die Scheibe rollt, d.h. wie
sich der Orientierungswinkel () in Abhdngigkeit vom Rollwinkel a d&ndert. Aus
diesem Grund bilden die Glgn. (1-3/4) keine holonomen Nebenbedingungen D

Nicht-holonome Nebenbedingungen zwischen den Differentialen bzw. Geschwindigkei-

ten lauten — in Verallgemeinerung der Glgn. (1-3) bzw. (1-4) —

‘JZaij dqj b aitdt =0 (1-5a)

1
! ) In der sehr reizvollen Aufgabe (1.61) werden die Bewegungsglgn. eines rollenden ‘Reifens aufgestellt und
“die Ergebnisse der numerischen Integration qualitativ diskutiert.

Die Aufgaben (1-59/60) enthalten zwei weitere, einfachere Beispiele fiir differentielle Nebenbedingungen.
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- v 3
e 1-5b
bzw. %_ ay §ag suaiy 0 ( )

wobei durch a., noch eine Zeitabhingigkeit hinzukommt. Die Koeffizienten aij und

a, sind Funktionen der q,. Beachte, daB die Glgn. (1-5) nur dann nicht-holonome

Zwangsbedingungen darstellen, wenn sie — ohne Kenntnis des Bewegungsablaufes —

nicht integrierbar sind, d.h. wenn die aij und ais nicht in der Form

of ' afi

wr ¥ P CER ajt - dt

geschrieben werden konnen. (Siehe auch Aufgabe (1.18).)

Bemerkung: k differentielle Nebenbedingungen schranken die Zahl der Freiheitsgrade im Kleinen um k ein;
die Zahl der Freiheitsgrade im GroBen hingegen bleibt unverdndert. Das rollende Rad aus Beispiel (1.5)
veranschaulicht diese Aussage am besten: Im GroBen hat das Rad fiinf Freiheitsgrade, da an jedem beliebi~-
gen Auflagepunkt xA,yA alle gewtinschten Werte von a, ¥, Y durch geeignetes Rollen eingestellt

werden kénnen. Im Kleinen aber hat das Rad nur drei Freiheitsgrade, da die Rollbedingung fur kleine
Verschiebungen zwei Einschrénkungen liefert.

Zwangsbedingungen werden auBerdem danach unterteilt, ob sie die Zeit
explizit enthalten — dann heiflen sie "rheonom" (flieBend) — oder ob sie zeitunabhdn-
gig sind — in diesem Fall nennt man sie "skleronom" (starr). Die Nebenbedingung

in Glg. (1-2a) ist rheonom, alle anderen bisher vorgelegten sind skleionpm.

Wir kommen nun at;f die Problematik der Zwangsbedingungen zuriick und
stellen fest, daB zwei neue Gesichtspunkte zu beachten sind:

a) Der Bewegungsablauf eines N -Teilchensystems, das k Zwangsbedingungen unterliegt,
erfolgt nicht im 3N dimensionalen, sondern in einem eingeschrankten 3N -k
dimensionalen Konfigurationsraum: ) Rechnerisch wird diese Einschrinkung auf
den Unterraum dadurch verwirklicht, daB nicht alle 3N, sondern nur 3N -k unab-
héngige Koordinaten in die Bewegungsglgn. eingesetzt werden. (Siehe die ndchsten
beiden Beispiele (1.6/1.7).) Da in der klassischen Mechanik (iberwiegend holonome
Zwangsbedingungen auftreten, kann dieses Problem grundsdtzlich geldst werden,

indem man k unabhangige Koordinaten durch die Glgn.

fi(q1,...q3N,t) =0 R A+ (1-1)

beseitigt. Die restlichen 3N -k generalisierten Koordinaten q; sind unabhéangig.

Durch die Transformationsglgn.

9y = qy(aqs.--Ayy_grt) 1=1,...3N (1-6)

3 :
) Die Konfiguration eines Systems wird durch den Wert der unabhingigen Koordinaten gekennzeichnet .
und entspricht daher einem Punkt in einem 3N -k dimensionalen Hyperraum. Dieser durch die unabhéngigen
Koordinaten aufgespannte Raum heiBt daher * Konfigurationsraum".
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werden die 3N abhdngigen Koordinaten durch die 3N-k unabhdngigen ausgedriickt.
Bemerkung: Generalisierte Koordinaten sind nicht notwendig unabhéngig, d.h. "generalisiert” und "unab-
héngig" sind zwei verschiedene Begriffe.

b) Bei der Existenz von Nebenbedingungen kénnen die Beweghngsglgn. m@t""

#° m. ¥, =P,
P £ %4 i

¥s rn muissen m. £, =P, + 7. .
. sondern missen i £ i i *-7)

lauten l). D:'nbei sind m. und r; Masse und Ortsvektor des i-ten Teilchens, Fj die
éﬁBere Kraft und Zi die Zwangskraft auf das i-te Teilchen, die die“'glfggf;étrische
Einschrankung des Bewegungsablaufes bewirkt — in Beispiel (1.2) die Fadenspan-
nung, die den Pendelkorper auf der Kugeloberfliche hilt oder in Beispiel (1.3) die
Kraft, ?Welche die Perle an den Draht bindet. Gravitations-, Feder-,. elektro-
magnetische Krafte usw., d.h. die duBeren Krifte lassen sich meist leicht bestim-
men. Die Wirkungen der Zwangskrifte, d.h. die Nebenbedingungen, sind bekannt.
Die GroRe der Zi hingegen ist i.a. unbekannt. Dies bggleutet, daB die Lésung
der Dglin. (1-7) nicht unmittelbar gewonnen werden kann, sondern weitere Uberle-

gungen erforderlich sind.

Wir untersuchen zwei Beispiele, die diese Schwierigkeiten veranschaulichen
und Hinweise auf L&sungsmoglichkeiten geben.

Y

Beispiel (1.6) Ein punktférmiges Teilchen m rollt auf der Innenseite eines Kreiskegels.

Die Gravitationskraft wirkt in negative z-Richtung.

Die Bewegungsglgn. (1-7) lauten:

mx = Z, . (1-8a)

Vo= 1-8b
m y v ( )
m‘z‘=zz—mg (1-8c)

Wir wahlen nun die Zylinderkoordinaten (z,r,\p)
als _ generalisierte Koordinaten. Infolge der einen
Nebenbedingung

r -z tgg =0 (1-9)

sind nur zwei unabhangig, etwa rsy . Es gilt:

 mbb.(1.0) (x/y,2) = r(cosg ,sing, cofga )

1 ;
) Schreibarbeit zu sparen, werden die Summanden Z Fi' Uber die inneren Krifte ab jetzt stets mit
ﬁﬂeren Kréften l"i zusammengefaQt. ‘ : 2




L
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Daraus folgt:

% = fcosg - 2r ¢ sing - r¢ sing - rq’}zcosq)
§ = £sing + 21§ cosyp + r@' cosy ~ rq}zsimp

Z t cotga

Diese Glgn. werden in die Glgn. (1-8) eingesetzt:

m (¥ cosy - 2'rcj> sing - r(j) simp - rsi\zcos«p) » R (1-10a)
m(fsing + 2r ¢ cosy + r(;icoswp—rq'vzsinq)) =2y (1-10b)
m (£ cotga + g) = 2 (1-10¢)

z
Damit ist das erste oben angesprochene Problem gelSst: Die Aufgabe ist auf unabhan-

gige Koordinaten umgerechnet.

Die drei Glgn. (1-10) enthalten fiinf Unbekannte: r(t),;p(t),ZX,Z
Die Feststellung, daB die Zwangskraft Z .= (ZX,Zy
steht, ermdglicht die Streichung von zwei Urbekannten:

y’ Zz s
»Z,) senkrecht zur Kegelwand

Z, = 2, t9¢ (1-11a)

2 2 SN i
+ zy tga = -2 tga / cosy (1-11b)

Wir setzen die Glgn. (1-11) in die Glgn. (1-10) ein, multiplizieren Glg. (1.10a) mit tgy
und subtrahieren Glg. (1-10b):

2rg + r§ =0 | (1-12)
*G"‘lg'{.h (1-10b) multipliziert mit tga/ sing plus Glg. (1-10c) ergibt:
(tga + cotga)t - rq')ztga +g=20 (1-13)
Die Glgn. (1-12/13) sind die beiden gesuchten Bewegungsglgn. fiir die unabhangigen
: 1
Koordinaten r,9 .
Beispiel (1.7) Der Aufhdngepunkt Ay
eines ebenen Pendels mit Lange |-
; —>
und Pendelmasse m, gleitet reibungs- 3
: © =
frei auf der x-Achse und hat
die Masse m,. m, wird durch die
Schwingungen von m, hin- und her-
bewegt.
Nach Glg. (1-7) erhalten wir in der Abb.(1.5)

Ut‘

1)
Die Dgin. (1-12/13) werden in Beispiel (1.18) §1.5 integriert. In Beispiel (2.3) wird die Bewegung qua&;»’
tativ diskutiert.

Fs
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(x,y)-Ebene folgende vier Bewegungsglgn.:

b s M

m, ¥y, = Z1y— m;g

v ZZx

Ma ¥y Byt By
Aufgrund der Nebenbedingungen

2 2

y, =0 (xz—x1)2+(y2-y1) 1% = ¢ (1-14a/b)

sind nur zwei Koordinaten unabhangig. Wir wahlen als unabhéangige generalisierte

Koordinaten X9 . Die Transform&tionsglgn.

Xy = X + ‘l_slmp Y, = -~ lcosy (1-15a/b)

fihren dann auf folgende Bewegungsglgn., die nur noch von X »¢p abhingen:

MyXy = Zax (1-16a)

m,g = Z1y fowi (,1-16b)
= . -2 .

m., (x1 +1¢ cosp - 1¢ sing) = sz (1-16¢c)

m2(l([isimp+ lt{')zcos«p+ g) =72 (1-164d)

2y
Die drei- Glgn. (l1-16a/c/d) enthalten fiinf Unbekannte: xl(t) » (1), le = e ZZy s

Zwei Zwangskraftkomponenten kénnen wiederum durch geometrische Uberlegungen

gestrichen werden:

Zx-= T % Z21v(/z2y % A ThI
Multiplikation der Glg. (1-16¢c) mit cosy , der Glg. (1-16d) mit sing und anschlieBende
Addition flihren auf:

$i1cosgp+l(ﬁ+gsimp= 0 (1=17)

Addition von Glg. (1-16a) und Glg. (1-16c) ergibt:

(my+my) &, = my1 ($%sing - §cosp) (1-18)

Diese beiden Beispiele zeigen deutlich, daR die Newtcnschen Glgn. (1-7) zu Iésen sind,
‘wenn es gelingt, die tberzahligen Zwangskraf tkomponenten durch geometrische Unter-
suchungen der Nebenbedingungen zu eliminieren.

) Die Dgin. (1-17/18) werden in Aufgabe (1.45) integriert.
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Zusammenfassung‘
In den meisten Aufgaben der klassischen und technischen Mechanik treten Zwangs-
be"dingungen;‘%f,' die dem Bewegungsablauf geometrische Einschrankungen auferlegen.
Dabei gibt “es zwei Probleme, die bei Bewegungen ohne Zwang nicht existieren:
a) Die Anzahl der Freiheitsgrade wird verringert, da der Konfigurationsraum einge-
schrankt wird..
b) Die 3N Bewegungsglgn. sind unterbestimmt, d.h. es treteh mehr Unbekannte

als Glgn. auf.

Die erste Schwierigkeit l1dRt sich bei holonomen Nebenbedingungen durch die Einfih-
rung von 3N -k unabhangigen Koordinaten I6sen. Das zweite Problem erfordert
eine genaue Analyse der geometrischen Einschrdnkung des. Bahnverlaufs. Dadurch
lassen sich soviele Zwangskraftkomponenten beseitigen, daf die Anzahl der Glgn. der
Zahl der Unbekannten entspricht. SchlieBlich kdnnen auch noch die restlichen Zwangs-
kraftkomponentien durch geeignete Zusammenstellung der Glgn. beseitigt werden. Man
erhdlt dann die gesuchten 3N -k Bewegungsglgn. fir die unabhéngigen Koordindtén.

Die rechnerische Durchfiihrung dieses Programmes kann fiir komplizierte
Systeme mit verwickelten Nebenbedingungen sehr schwierig und umfangreich, ja
eventuell sogar unméglich werden. Daher ist die Einflihrung neuer Prinzipien und
Formalismen wiinschenswert, die den Zwangsbedingungen besser als die Newtonsche

Mechanik angepaBt sind. Dies wird Gegenstand der folgenden Paragraphen sein.

Aufgaben
(1.1) Leicht Zwangsbedingungen

Gebe die Zwangsbedingungen bzw. die Trans!ormationsgl?g und die unabhéngigen Koordinaten an:

a) Ein Zylinder rolit mit Schiupf eine Ebene herunter. (Siehe Abb.(1.1).) y B

b)  Auf einem geraden Draht, der mit der konstanten Wirkelgeschwindigkeit w in der (x,y)-Ebene
rotiert, gleitet eine Perle. Abb. (1.6)

y ' y :
/:
a
S S
il 1 T g 7 X

Abb. (1.6) Abb. (1.7)

c) Der Aufhdngepunkt eines ebenen Pendels vollfiihrt harmonische, horizontale Schwingungen. (Siehe
Abb. (1.25) in Aufgabe (-1.29).) :

d) Spharisches Pendel. (Siehe Abb. (1.21).)

e) Eine Perle rutscht auf einem Draht, der den konstanten Anstiegswinkel Q hat und sich mit gleich-
formiger Beschleunigung b in x - Richtung fortbewegt. Abb. (1.7)
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’ (‘1.2) Mittel Ableituhg nach generalisierten Koordinaten

Es gelte: r = r(q1,...qn,t)

Es wird nicht vorausgesetzt, daB die qi unabhéangig sind. Zeige, daB

o dr _ 9r
9q;  9q

b) dr _ 4 9r
aqi dat E‘)qi

Demnach kann die Reihenfolge der Differentiationen vertauscht werden:

9.4 4 @

aqi dt dt aqi
(1.3) Leicht GridBe von Zwangskriften

Wie groB ist
a) . die Fadenspannung |Z| des ebenen Pendels ?

b) die Zwangskraft Z = (Zz ’Zr) des Kreiskegels auf das Teilchen m in der Abb. (1.4) ?

(1.4) Leicht Ebenes Pendel mit bewegtem Aufhidngepunkt Abb. (1.5)

Integriere die Bewegungsgign. (1-17/18) fiir kleine Ausschlédge und die Anfangsbedingungen
x1(0) =0 x1(0) =0 P(0) =\Po $(o) =0

(1-19)

(1-20)
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§1.2 Das d Alembert-Prinzip 1

§1.2 Das d ’Alembgrt-Prinzip

&

Nach den Ubeﬂggungen in § 1.1 sind Aufgaben mit Zwangsbedingungen im Rahmen der

Newtonschen Mechanik prinzipiell 1dsbar. Oftmals ist jedoch d&grechnerische Behand -

lung von Mehrteilchensystemen mit komplizierten Nebenbedingungen praktisch unmdg -

lich; die Anwendung der Newtonschen Axiome scheitert an den Zwangskraften,&le

&5
in den Rechnungen mitgefiihrt werden miissen. Hier springt nun ein neues Prinzip -

klassischen Mechanik ein, das eine Berechnung der Zwangskréfte Uberfliissig mag
und somit dem angesprochenen Problem besser angepaft ist. \;, o

1
Wir definieren virtuelle Verriickungen §r, des i-ten Teilchens als beliebige

infinitesimale Konfigurationsdnderungen, die mit den Nebenbedingungen vertraglich

sind und bei festgehaltener Zeit, d.h. instantan erfolgen; die Zeit wird bei virtuellen

Verriickungen nicht verdndert. Virtuelle Verriickungen haben demnach drei kennzeich-
nende Eigenschaften:

1) Sie sind infinitesimal. ‘ ]

2) Sie erflillen die Zwangsbedingungen. T

3) Sie sind zeitlos und kénnen nicht in der Wirklichkeit, sondern nur in G'gdanken

ausgefiihrt werden. (Daher der Name "virtuell".)

. Bei skleronomen, d.h. zeitunabhangigen Nebenbedingungen sind wirkliche

und dir_‘?uelle Verschiebunge@ gleich. Bei rheonomen Zwangsbedingungen hingegen

besteht ein Unterschied zwischen wirklichen und virtuellen Verriickungen. Folgendes,

Beispiel soll dies verdeutlichen.
/

Beispiel (1.8) Ein Draht, der parallel zur x-Achse gespannt ist, bewegt sich mit

gleichférmiger Beschleunigung b in y-Richtung.

Fir die Perle auf dem Draht gilt: > (2)
2
y - 5bt?=0 ‘ —_— (1)
——
Virtuelle Verrtickungen §r(1) der TPerle, die
zu ewmem Zeitpunkt erfolgen, also keine Zeit > X
brauchen, liegen parallel z%% x-Achse; reale
’ Abb. (1.8)

Verschiebungen dr(2) hmgeggn, deren Ausfiih-

rung ein Zeitintervall dt ber}otxgt, haben die Komponente b dt t senkrecht zum Draht.

fur ein N-Teilchensystem fiihren auf

Die Beziehungen

m. £, -F, = 2. (1-77)
| i i



