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UNIVERSITE PARIS VI
SEMINAIRE DE

THEORIE DU POTENTIEL

CHARGE PORTEE PAR UNE SURFACE ET CHAMP ASSOCIE.

*
par Didier ARQUES et Jean-Pierre ROTH.

Soit U = B(0,4P) une boule de RZ et :
r+2 1
f : U-R, une application de classe ¢ (r 20) telle que "f'“ <7 .
Solt V son graphe dans R3 et T une distribution sur V, d'ordre inférieur ou égal
a2 r, 4 support compact se projetant dans B(0,P). E désigne le champ électrostatique
sur R3\~V engendré par T. On identifie, par la projection de V sur U, les fonctions

et les distributions définies sur V et celles définles sur U.

On définit dans la partie II, la composante normale G du champ sur la face
supérieure de V (c'est une distribution) et 1l'on étudie dans les paragraphes suivants,
les liens entre la régularité de G et celle de T. Le résultat fondamental est le
théordme 7 du paragraphe VII.

Le cadre des distributions permet d'autre part de mieux expliciter la dualité
entre les problémes de Neumann intérieur et extérieur, et les problémes de Dirichlet

extérieur et intérieur.

% Cet article est la rédaction détaillée de l'exposé du ler février 1979,




I - Etude d'une famille de noyaux,

Soit € > 0 fixé,

Définition 1 : Pour m €N, m < r +1, -ﬂm est l'ensemble des sommes finies de

h
noyaux ¢ ELﬁ,V)-e—W i valeurs dans R, avec :
[0 (&v)]

« k, h appartiennent i N,

. De(§,v) = r“g"z + (£(v+E)-£f(v)+ 0)2]% est défini, ainsi que M sur
Q= {(gv) : E+v €U, v €U},

o« M est m fols continliment différentiable sur (), & dérivées bornées.

o« Il existe une constante C telle que :

Viehoml, [22]s c et
v
3 3 k-1
Y i € [o,m1] ’Iavj 3% M" sc ||

On omettra 1'indice ¢ de De chaque foils qu'il n'y aura pas ambiguité,

Exemples : 1, Dans l'expression de la composante normale du champ (cf. paragraphe II)

f(vHE)=f(v)=£'(vHE). &

2 -3/2
e" D .
p3/2

apparaissent les noyaux de £r 2 et

2. Soit ¢ une application bornée, de classe E™ (m > 0), de U dans

1l'espace (IR2 R) des applications k-linéaires continues,
P ’

k
Alors, H = ot :l(c-‘;lz-.l-g ) est un noyau de .Cm.

On note g'cm s l'ensemble des sommes finies de ces noyaux.

2 D-3/

Exemple : ¢ s appartient a ’Xr .

Lemme 1 : S1i L est un élément de Lm (m >1) et si E est un vecteur de RZ, alors

3L - =
Sv © U @appartient 3 Sm-l'

s

Démonstration : évident 3 partir de la formule

3 [M(g,v) eh] 7 = oM 7 eh
v Dk+h+1 ° dv Dk+h+I
h  «(hHcH -
+ M ;‘((_W)[f'(wﬁg).z ~£1(v)e 2] [E(v+8)-£(v)+e]



Lemme 2 : Soit e >0, Si Hm est un élément de ’}'fm (m > 1) et si 7 est un vecteur

2 13 =+ _1
de R”, alors :ava.!, _eHm-l + L

avec t H élément de K et L élément de £ .
m-1 m=-1 m m

Démonstration ¢ on applique la formule précédente avec M(E,v)= cp(v).(g)k

et on conclut 3 l'aide de la formule de Taylor Lagrange appliquée 3 f et & £1(e)ele

Lemme 3, Solt o une application continue 3 support dans B(0,2p).
sott 1= ¢ ®(v). (D D! un é1ément deH_ mz0, k20, n22
Alors, lorsque € tend vers O, I%H(g,v) a(v+E) dE converge uniformément

pour v dans B(0,P) vers

_ kbt
o) o) (MX[ I3+ (ermemd?] 2 an
Démonstration ¢
Le module de la différence est majoré par :
I et ne, vy [atv+e)-atv) ] dg
B(0,3P) k+h+1
+ |av)| ‘J u(g,v)d; - [ oty (DETMRHE (. H1)2] 2 an

1. Compte tenu du changement de variable £ = € T et de 1'inégalité
1
Dle T, v) = ¢ C 7 - ymp1)!/2

le premier terme est majoré par :

- kil
s hn-al, J" I ami® - e e
B(0,e™ %) _ kthi
+ 2llarll 1y, funn agmi - I+ 2 an

B(oe)

Ces deux quantités tendent vers O quand € tend vers O,



2. Aprds le changement de variable § = ¢T, le second terme est majoré par :
kthtl kth+l

lell Jiol,, Jlmu [|m||+<M’i"—+1)] T Ereemd2] 2 fan
B(0,3P¢” )

_ kbt
+ el el S I T2+ ceredamd?] 2 an
(BCo,30¢™)

La seconde quantité tend vers O, et la premidre, compte tenu de 1l'inégalité :

_ kthtl kt+h+l ‘ k+h+3

2 -T2 k+h+1 fa-b| ]z I” 2

a - b avec c € [a,b]

est majorée par @
k+h+3
ol loll,, < Nl e [ IR st mi® Ik 2 an < KRe|Log ¢|— 0
B(0,3p¢™ 1) 0

Lemme 4 : Soit L  un noyaude £ , m >0,

On suppose Le( E,v) =0 si |[vtE| > 2P,

Alors, lorsque e tend vers O, ‘JﬂLe(g,v) dE converge uniformément pour v
dans B(0,P) {vers J) Lo(g,v) dg , s1 h =0,

vers O s s1hz=>1,

démonstration ¢

1,h =0 rM(g,v) D (g,v)-k- - IM(E,V) Do( §,v)-'k-1 dg | est majoré par ¢
Kt e
1 E(vHE)-£(v) |, _e y29 2 _ f(vtE)-£(v) 24 "2 l
¢/ TIE]T\ [or EOEEED o+ 2] 2 [ ] d
g 1 e
<[ g oter] ERE 0
B(0,V®) (eco, e —0
mnzt | Juse &oggm d%\sc &l 0 e m ™ e,
B(0,3P)
Aprds le changement de variable g = €T, on obtient la majoration :
ktht+l
2

dN <K e |Log eI——-vO
e = O

- ef Imi ¢ mi2- il
B(0,3Pe-1)



Remarque : Si on remplace dans le lemme 4, la condition L€ =0 pour |v+E||> 2p

par @ Le =0 pour ”g" > p, alors la convergence est uniforme pour v dans B(0,3P),

II - Composante normale du champ sur la face supérieure de V,

e Pour ¢ >0, si x est le point (u,f(u)) de V, on note X, le point (u,f(u)+e).
« On pose ge(x) = ET(xe).;(x), ot n(x) désigne le vecteur unitaire normal 3 V en x,
orienté vers le haut,

flu)-f(v)-£1'(u)e (u-v)+e
(+£12 + £ 2 v Z+(£()-£ (v+e)2 T /2

ge(u) - TV

On étudie la limite, au sens des distributions, de 8¢ lorsque € tend vers O,
Soit ¢ un élément de D ( Rz), 3 support dans B(0,2P) et g la mesure de surface

sur Ve

[ 8.0 atx) dotx) = [ 1, SWI=-E(W)-E1(w)eCusvdbe _ (4 gy
¢ Y [lu-v| £ (w)-£(v)+e)2 P12

» f(u)=-f(v)-£'(u), (u-v)+e

=T
[lu-vl®+ (£(w)-£(v)+e)2 /2

o(u) du, expression

dont on cherche la limite lorsque ¢ tend vers O,

Proposition 1 :
Soit Be(v) =

f f(u)- f(v) £'(u)e (u-v)+e
mu-v" + (£(u)-£f(v)+e) ]

Q(u) du,

Lorsque ¢ tend vers O, B converge uniformément sur B(0,P) ainsi que ses
dérivées d'ordre inférieur ou égal a r.

£f(v)-f(u)=-£'(u)e (v-u)

Sa limite vaut 2mo - So, avec & Sa(v) = a(u) du
’ [hu-v [P+ ECu)-£(v))2 T2
démonstration ¢
Pour v dans B(0,), B,(v) = [ HHHEEI- f}éwg)' alwte) ag + [ —p a(wte) At
D(E,v) D(E,v)

£(vHE)-f(v)-F' (vHE)W E
D(g,v)>/2

1. Le noyau L(E,v) = o(v+E) appartient 2 £ et est nul pour

I+l > 2P .
Donc, d'aprds les lemmes 1 et 4, lorsque e tend vers O, la premidre intégrale conver-

ge uniformément sur B(0,P) ainsi que ses dérivées d'ordre inférieur ou égal 3 ¥ vers:-Sas

RS



2. Le noyau H(E,v) = . D(g,v)—:\’/2 appartient 2 &ﬁr'

Donc, d'aprds les lemmes 1,2,3 et 4, lorsque e tend vers 0, la deuxiime intégrale
converge uniformément sur B(0,P) ainsil que ses dérivées d'ordre inférieur ou égal
3 r, Sa limite est : o(v) I [Hﬂ"2+ (£r(v)e M+ 1)2]-372 dm.

I1 reste i remarquer que cette dernidre intégrale est indépendante de f et égale

A 2

Théordme 2 :

La limite de 8¢ lorsque ¢ tend vers O, existe au sens des distributions sur
B(0,2P)s Sa limite G, composante normale du champ sur la face supérieure de
V, satisfait 4 la relation sulvante :

) VoedEO,20)), Ga=T(2ma- Sa)e

démonstration :
Pour tout o de H(B(0,2P)), on a : i gc(x) a(x) do(x) = TVEBG(V)].

Le résultat se déduit donc de la proposition précédente,

Remarque : G ne dépend que de V et de T et non de la paramétrisation f de V choisie,

%*
III - Etude de S et de son transposé S ,

e Soit x € D RZ), 3 support dans B(0,P), valant 1 au voisinage de O.

£(v)=£(u)-£1(u)e (v-u)
[lv-ul?H e()-£u2 T/

On pose @ Jl(u,v) = 7 X(v-u)

£(v)=£(W)-£' (u)e (v-u) [1-x(v-1) ]
[v-ul 2 E)-£u) 2T/ 2

Jz(u,v)

S vaut alors Sl+82 s Ol 5, et 32 sont les opérateurs respectivement assoclés 2 J1

et J2.

« Le noyau J, est régulier ; en effet, quel que soit l'opérateur de dérivation D,
constitué de k (k < r-H) dérivées partielles par rapport 3 u et h(h < r+l) dérivées
partielles par rapport & v, D J2 existe et est continu sur U X U,

Seul le noyau J, pose probladme, Il admet sur la diagonale une singularité ma jorée

1



K

ar .
P Tv-ul *

Définition 2 ¢ On appelle i)k(B(O,ﬂ)) l'espace des applications de ®2 dans R,
k fols continliment différentiables, & support dans B(0,T).
On munit i)k(B(O,TD) de la norme ”Il”k associée 3 la convergence uniforme des

fonctions et de leurs dérivées d'ordre inférieur ou égal 3 k.

Théordme 3 :

1. Solt k < r, 81 et Sf sont des opérateurs continus et compacts de
H¥(8(0,20)) dans D*B(0,30)).

2, Soit p € [1,+w]._sl et Sf sont des opérateurs continus de Lp(B(O,ZP))

dans LP(8(0,3P)),.

La démonstration de ce théor2me nécessite quelques remarques préliminaires,
Au cours de son étude, on associe 3 l'opérateur 81 solt le noyau Jl(u,v) défini
ci-dessus (cf. paragraphe VI) soit le noyau I1 (g,v) (cf. paragraphes I, III)

défini par :
= V) -f(rHE)-£P (vHE)L E

[llER e (o) -£ (vt 2 T2

1,(8v) X(E)

Pour o € RZ), 3 support dans B(0,2P), on a 1'égalité :

s, av) = [ 3, (u,v) olw) du = [ 1,(8v) alvre) ag .

*
De méme, 8y

est associé au noyau
_ E(HE)-E(v)=F' (v).

[lEl? +(E(v)-£Cv+E))

K, (£,v) 737 MO -
Ces deux noyaux Il(g,v) et K1(§,v) appartiennent 2 £r (cf. paragraphe I) et vérifient
les trois conditions supplémentaires : h =0, ¢ =0, nuls pour |[E]|>FP . A la défi-
nition I.1 des noyaux de %n s on adjoint dorénavant ces troils hypothdses, On note

encore %n cette famille restreinte,

Lemme 5 ¢ Pour L noyau de I1 et o élément de i)l(B(O,ZP)), on note

L ov) = [ L(&v) o(v+E) dE.

Alors, Lo appartient & i)l(B(O,3P)) et 1'on a ¢ (La)' = La' + (%%) Qe



démonstration ¢

On a L(g,v) = M(E,v) DO(E,V)_k-I .

=k-

Posons Le( E,v) = M(E,v) De( g,v) 1 a(vtE).

D'apr2s la remarque suivant le lemme 4 et le théor2me de dérivation d'une intégrale

de fonction continue, 3 dérivée continue, on obtient le résultat,

Corollaire : Pour L noyau de -fk et o élément de :Dk(n(o,zp)), on a ¢
Ly appartient 3 ,,-f)k(B(O,3D)) et pour (1’/1,...,1'1() appartient 3 ( le)k,

(Ld)(k)(ﬂln""!’k) est somme de termes de la forme :

alL

(k-1)
E‘F(EU(I)’...’IG(i)) o (Zd(i'*'l)’...’llc(k)).

Démonstration du Théordme 3 :

1, Soit L un noyau de 'tk' On note encore L l'opérateur associé,
o La continuité de L opérateur de Dk(B(O,Zp)) dans .ﬁk(B(O,3P)) résulte de la

formule de dérivation du corollaire précédent,

e Soit T < P tel que Supp x soit inclus dans B(0,T), Alors, L applique l'espace
normé Dk(B(O,ZP)) dans l'espace de Banach eﬂk(m) .

L étant limite dans £[ bk(B(O,ZP)), i)k(m))] de la suite d'opérateurs compacts
Ke définie cil-dessous, on en déduit la compacité de L,

e S1 L(E,v) = M(E,v) Do(g,v)-k-l, K, est 1'opérateur compact associé au noyau de
classe £F : K¢(§,v) = M(E,v) De(g,v)-k-l.

Soit @ un élément de bk(B(O,ZP)). La constante C associée au noyau Ks(g,v)oz(v+§)
ainsi qu'3d ses dérivées d'ordre inférieur ou égal 3 k dans la définition 1 est de la
forme A, [|lo |||k s Ol A est une constante,

On déduit donc de la démonstration et de la remarque du lemme 4 que :

1/2

]"Loz - Kea "lk S AY ¢ mdl”k s et par suite la limite annoncée.

2, Soit o un élément de LP(B(0,2P)), nulle en dehors de B(0,2p).
Soit L un noyau de 'tk « Compte-tenu de la définition de .ilk s on a la majoration @

lLce,v)| = 1 . kg L.

Ell< P
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Donc ¢ A = I [ I |L(§,v)| Ia(v+§)| d;]p dv est majoré par :
B(0,3p) B(0,2p)

klgl™ Jatvre)| agT av

J !
50,30) 'B(0,20) IEl< ?
Or, o appartient 3 LP(B(0,2P)) et 1”§||< g K ";"‘1 2 L1(8(0,20)).
On est donc ramené au cas de la convolution d'une fonction de LP par une fonction
i/p

detl : onala majoration A <C "a"p o

L est donc défini et continu de LP(B(0,2p)) dans LP(8(0,3P)).

*
Conclusion : On obtient le théordme 3 en appliquant ces résultats 3 L = Sy 81 .

IV - Régularité de G connaissant celle de T,

Théordme 4 ¢ S1i T est une fonction de classe Q?k(k < r), (respectivement de Lp,
p € [1,+«ﬂ, une distribution d'ordre k, k<r), alors GIB(O 20) est de méme
9

nature.
démonstration @

Sur B(0,2P), on a 1'égalité au sens des distributions : G = 2m T - ToS,
Les propriétés de régularité du noyau I, (cf, début du paragraphe III), entralnent

que T o S, appartient 3 €rw).

2
La nature de GIB(O 20) distribution sur B(0,2p) est donc celle de 2 T - T o Sy e
td

s k 2 ¥* s
1, S1 T appartient 3 D (B(0,P)), alors par le théordme 3, §, T appartient 2

I)k(B(O,Zp)). Donc GIB(O 20) appartient 2 C?k(B(O,Zp)).
E]

*
1

appartient a LP,

2, S1 T appartient 3 LP(B(0,P)), alors S, T appartient 3 LP(B(0,2p)), par le

théoréme 3, Donc GlB(O 20)
s

3, S1 T est une distribution d'ordre k, 3 support dans B(0,P) @ S, étant un opérateur
continu de i)k(B(O,ZP)) dans I)k(B(0,3P)), T o S, est une distribution d'ordre k 3

support dans B(0,2p). Donc, GIB(O 2p) est une distribution d'ordre ko
Ed
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V_- Expression de la charge en fonction du champ,

Nous allons, en quelque sorte, inverser partiellement la formule (*),

Pour o appartenant 3 br(B(O,Zp)), on a @ T(Zna-Sla)=Ga + TS,a = ga .
Cala méme régularité que G puisque T82 est une fonction de classe €T,
S1 X est choisi avec un support assez petit, on peut itérer 81 un nombre arbitraire
de fols pour 1l'appliquer 3 o élément de .Dr(B(O,P)).

~
G

2m

51
soit ¢ T(a - 3= a) =

2T %

T(( )a-(sl) 0 = 2L

2w 2m

-

Pour o appartenant 3 br(B(O,P)), on a donc

51

Sy n o 54 0-1
—— G °1
() To =T o+ 21T[ @5t @ et G o ]

VI - Etude de (s )" et de (s;i)“.

Le but de cette partie est d’étudier la régularité de (S ) et d'en déduire
des résultats sur la régularité de T(——) .

On a le théordme :

Théordme 5 :

Jrll désigne 1'itéré n fols du noyau Jys le support de X étant choisi dans une
boule B(O,g).

Pour tout entier k inférieur ou égal 3 r, on a :

. Bk J’ir(u,v) existe et est continue sur B(O,p)2
du

k
s Bk J':r(u,v) existe et est continue sur B(O,P)Z.
v

La démonstration de ce théor2me nécessite 1fétude préliminaire de Ji.

On suppose le support de X inclus dans B(O,SB).

Lemme 6 ¢ S1i @ appartient 3 Dk(B(O,ZP)) et si, pour 1 = 1,,66,5, L, est un noyau

i

de £k » alors L; 0 ees © L, appartient 3 Dk(B(O,.'iP))-

De plus, (Lso...ole)(k).(21,...,£k) est une somme de termes de la forme



1"

Lt5 OeeeO L'la(J)(‘ea(l)’"' . za(j)) avec j entier inférieur ou égal 2 k et

L'i noyau de .Eo pour 1 = 1,40e53¢

démonstration : C'est une conséquence immédiate du corollaire du

lemme 5.

Lemme 7 ¢ Si o appartient 2 Dk(B(O,ZP)) et si pour 1 = 1,¢6e,5, L, est un noyau

de Lo alors L. Oeee0 L, appartient i .DHI(B(O,ISP)).

2 1

remarque : d'aprés le lemme 6, 11 suffit de démontrer le résultat pour k = O,
notations ¢ o On note U X U, l'ensemble U X U privé de la diagonale.
. ’]{m est la famille de noyaux K(u,v) définis sur U X U par :

K(u,v) = L(u~v,v) avec L € £m o
N(u,v)
ACuyv)

1/2

on a : K(u,v) = avec A(u,v) = [||U-V"2+ (f(u)-f(v))2]

Pour @ appartenant 2 D W), on a & Lalv) = j L(E,v)(vtE) dE = IK(U,V)Q’(U) du,

Le lemme 7 est évident si l'on démontre que le produit K5 = 1(50...01(1 de cinq
noyaux de '_]‘{,1 est un noyau continu sur U X U qul admet une dérivée partielle par
rapport 4 sa seconde variable, continue sur B(0,3P)2. Ce résultat est établi par

les lemmes 8, 9, 10 et 11,

Lemme 8 ¢ Soit K un noyau de Rl' On a 1'inégalité :

Uu=v
R RS =y = R

démonstration ¢ Soit D la boule de centre “_2"2 et de rayon 3 |lu-v| .

1, si w appartient 3 D,

c () 7c ju=v|l
|KCury )Ry )| < [KCwy )|+ < 17 + o] = Tl vt °
2, si w appartient 3 U~ D,
|K(w,u)-K(w,v)|S llu-v Il sup "53; K(w,x)"
xE[u,v]
4e

2 o) c
la définition de ’}(1 entralne ¢ KGw,x)|| < <
. I3 <l = 30 = i
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Lemme 9 : Soilent Kl’ K2 des noyaux de %1.

On note K2 =K oK, Kz(w,v) = ‘r K, (wyu) K, (u,v) du,
2 1 2 1 2

Alors % existe sur U X B(0,3p).

démonstration :

On note v = (vl,vz) et pour h réel non nul, on identifie h et (h,0),
2

Démontrons l'existence de gs— « On a la décomposition :
1
2 2 K, (u,vt+h)-K, (u,v)
K™ (wyvth) - K (w,v) _ 22 22
2 5 2~ = f [Ki(w,u)-Kl(w,v)] 5 du
K, (u,v+h)-K, (u,v)
+ Kl(w,v) J" 2 & 2 du ,

1. Etude du deuxidme terme : 1'application ¢ définie par :

(v) = j Kz(u,v)du = r LZ(E,v)dE est continfiment dérivable sur B(0,3P) :
c'est une conséquence du lemme 4,
Le deuxilme terme a donc pour limite lorsque h tend vers O :

Kl(w,v) g—gl(v) application définie et continue sur U X B(0,3P) et admettant

au voisinage de la diagonale une singularité majorée par —"f’ po g

2, Etude du premier terme :

Kz(u,v-!-hn)-Kz(u,v)
e Soit  § (u) = [K (w,u)-K (w,v)] avec lim h_ =0,
n 1 1 hn 4 oo D

La suite !lln converge presque partout sur U, lorsque n tend vers 1'infini, vers la
3K,
. 2
fonction ¥ ¢ ¢(u) = [Kl(w,u)—Kl(w,v)] 5V_1 (u,v).
s B = g v=wvi
s Solt : Be = ?u EU |u1-v1|< 5 3 |u2-v2| < e}

llv=wl|
Z

v-w
avec ¢ € < et |hn| < % pour tout n,

On a alors les convergences sulvantes :

2
. c
2, On a la majoration (Lemme 8) : lwn(u)l < ||u-v-hn|| o IB(V,Z)'
2
Par suite, si u € U=~B_, le:n(u)l < de IB(V 2y
lv=w|l” llu-wll »
Donc (théoréme de Lebesgue) la suite I \],n(u) du tend, lorsque n tend vers
U~B
€

1'infini, vers f ¥(u) du.

U~B,

b. Lorsque e tend vers O, I |~1:n(u)|du tend vers O uniformément par rapport 3 n,
- B



