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INTRODUCTTION

Ce volume du Séminaire succéde a de nombreux volumes précédents
(voir la liste 3 la fin de cette introduction) et sera peut-étre le der-
nier non pas du Séminaire, mais de cette longue série éditée par les

soins de Springer dans ses Lecture-Notes.

Indiquons—-en briévement le contenu.

I. Une place importante ayant été donnée aux problémes concernant les

espaces fibrés analytiques, nous commencerons par ceux-ci.

1. L'article de J.-P.Demailly fait faire des progrés 3 l'estimation
des formes harmoniques et plus généralement au contrdle des opérateurs
linéaires sur les variétés analytiques complexes et établit une majora-
tion asymptotique pour la dimension des groupes de cohomologie des
puissances tensorielles Ek , oi E est un fibré hermitien holomorphe
en droites au-dessus d'une variété analytique compacte X . D'ol une
simplification de la démonstration récente (SIU) de la conjecture de
Crauert-Riemenschneider donnant un remarquable crit&re pour qu'une

variété soit de Moishezon

L'intéret du travail de J.-P.Demailly vr3side également dans le fait
que les outils d'analyse réelle utilisés sont trés ZlCmentaires alors
‘que les majorations asymptotiques obtenues pour la cohomologie de E
sont déja remarquablement précises, presqu'optimales et en tout cas
beaucoup plus fortes que celles obtenues par Y.T.Siu. Depuis, J.-P.De-
mailly est parvenu 3 démontrer des estimations a la'"Morse-Witten" encore
plus fortes mais au prix d'une analyse réelle bien plus lourde et so-
phistiquée. Il nous a paru intéressant de publier la premi&re version

dont les méthodes ont leur intérét propre.

2. L'article de K.Filali compléte les études de H.Skoda et J.-P.De-
mailly sur les fibrés holomorphes 3 base un disque de C et i fibre
ct qui ne sont pas de Stein, et montre que non seulement les fonctions
plurisousharmoniques, mais aussi les fonctions méromorphes sont cons-
tantes sur les fibres. Ce travail demande en fait une &tude tré&s préci-

se de la distribution des valeurs d'une fonction méromorphe.
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II. L'étude des développements asymptotiques en liaison avec 1'intégra-

tion sur les fibres d'une application holomorphe f : X + T , oii X
est une variété analytique complexe est poursuivie ici par deux

mémoires.

1° L'article de D.Barlet donne des résultats nouveaux reliant les

singularités, pdles et semi-pdles, pour les intégrales

( 2 227-j
J | £] et J [£]°7¢ d » @ la monodromie.
X X
2° L'article de D.Barlet et H.-M.Maire reprend en la précisant
1'étude de I = Y(s) au voisinage de s = 0 , le résultat est ob-

£=1(s)

tenu grdce 3 un résultat du second auteur sur la transformée de Mellin.

III. L'étude des formes différentielles et des courants sur les va-

riétés ou les ensembles analytiques a donné lieu 3 plusieurs travaux

qui concernent aussi bien la géométrie que 1'analyse complexe.

1° Le mémoire de G.Raby complé&te d'abord les résultats de G.de Rham,
de J.-B.Poly et de J.King sur les opérateurs A qui donment sur une
variété des formules d'homotopie entre le complexe des courants et
celui des formes différentielles (les propriétés de régularité de AT
sont importantes ainsi que les propriétés de recollement sur une va-
riété). Cette technique permet alors une description des classes de co-
homologie du complémentaire d'un sous-ensemble analytique fermé& Y
d'une variété analytique complexe X , pour des formes c” sur X\¥ a

singularités le long de Y .

2° L'article de A.Yger est consacré a la définition des courants

résiduels 5[TL] T §I?L] associé 3 des fonctions holomorphes
! P
f , ..., £ . A.Yger reprend un travail de M.Passare mais alors que
1 P E q

ce dernier adoptait un point de vue proche de celui de Coleff-Herrera,
A.Yger s'inspire lui de la méthode d'Atiyah utilisant le prolongement

|f|2A Ceci lui permet de faire le lien

méromorphe en A du courant
avec les formules de division "explicites" d'Anderson-Berndtsson. Des

applications diverses sont données par exemple 3 l'interpolation algé-
brique. Enfin ces courants sont 3 rapprocher des intégrales de l'article

de Barlet.



3° M.Passare a introduit précédemment des courants résiduels
généralisant ceux de Coleff-Herrera par introduction de plusieurs
facteurs valeur principale au lieu d'un au plus. Trés récemment il
a introduit des courants résiduels en faisant une moyenne des précé-
dents; les deux notions coincident dans le .cas d'intersection com-
pléte. L'article de M.Passare est d'un grand intérét car son théoré&-

me montre 1l'identité de ces derniers courants et de ceux de l'arti-

cle de Yger.

4° La recherche de prolongements au moyen de formules intégrales,
élégante en dimension un, présente de grosses difficultés en dimension

n>1. De ce type est la formule de Bochner-Martinelli
F(z) = J f(z)k(z,z) ot f(z) sont des données continues sur une
v

hypersurface V 1lisse réelle de classe f?‘ dans C" . Le travail de
Mme Laurent, 3 partir des noyaux de Henkin et de Leiterer, dans une va-
riété de Stein,fait une &tude des valeurs des deux cbtés de V 3
l'approche de V , puis applique la méthode au prolongement des

formes différentielles et 3 1'étude des valeurs au bord de certains

courants.

IV. 1° L'étude de A.Méril apporte des théorémes de prolongement pour
les solutions de systémes Hj * £f=0,1<j<r, les My étant des
distributions 3 support compact, et les produits de convolution pouvant
étre étendus au cas ol f est dans des espaces de distributions. Il
met en évidence un phénoméne de prolongement 3 la'"Hartogs" 3 travers

un compact,des solutions du systéme.

L.Ehrenpreis avait déja observé que le phénomé&ne de "Hartogs" de
prolongement des fonctions holomorphes 4 n variables (n > 2) a tra-
vers un compact &tait un cas particulier d'un phénoméne semblable pour

les solutions de certains systémes d'E.D.P. homogénes & coefficients

constants.

2° L'article de G.Laville concerne l'algébre non commutative des
opérateurs de Feymann, présentant aussi bien des critiques du travail
de 1951 de cet auteur qu'une remise en ordre 3 partir des propriétés
des algébres de Banach non commutatives ; la non commutativité fait
apparaitre des problémes nouveaux par rapport aux études antérieures
et aux représentations intégrales congues autrefois pour umn calcul

symbolique des opérateurs commutatifs.
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Historique du Séminaire. Comme il a &té dit il se peut que ce volume

soit non pas le dernier volume du Séminaire mais seulement le dernier
volume publié par les Lecture Notes. Tout en remerciant 1l'éditeur
Springer d'une collaboration de 20 ans, la direction du Séminaire se

préoccupe de continuer son édition.
Rappelons que le Séminaire a déja connu deux séries A et B .

Série A . Editée a 1'Institut Henri Poincaré par P.Belgodére (Séminaire
d'Analyse P.Lelong) , correspondant aux années
1958,1959,1961,1962,1963,1966,1967.

Editée aux Lecture Notes Springer

-Séminaire d'Analyse (P.Lelong), de 1968 i 1976, 9 volumes
sous les n® 71,116,205,275,338,410,474,524,578.
-Séminaire d'Analyse (P.Lelong-H.Skoda), de 1977 a 1981,
3 volumes n° 624,822,919.

-Séminaire d'Analyse (P.Lelong-P.Dolbeault-H.Skoda),

2 volumes n°® 1028,1198.

Série

|

Nous remercions tout particuli@rement les auteurs qui nous ont

confié leurs textes.

P.LELONG,P.DOLBEAULT,H.SKODA
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SYMETRIE DE HODGE POUR LE POLYNOME DE BERNSTEIN-SATO

D.Barlet

Université de Nancy I
Mathématiques

B.P. 239

F-54505 VANDOEUVRE LES NANCY

INTRODUCTION

Dans la premiére partie nous montrons comment les méthodes introduites dans
[0], [1] et [2] permettent d'arriver & des propriétés de "symétrie de Hodge" pour
les racines du polynéme de Bernstein-Sato d'un germe de fonction holomorphe
f: (¢n+1,0) - (C,0) . Les techniques utilisées donnent en fait des renseignements
beaucoup plus précis que ce qui peut étre lu au niveau du polynéme de Bernstein-
Sato. Ceci nous conduit dans la seconde partie & introduire d'abord la notion de
profondeur pour un bloc de Jordan de 1a monodromie de f en 0 . Cet entier repré-
sente la "distance" des sections horizontales correspondant au bloc de Jordan au
complexe de De Rham relatif de f . Ensuite nous introduisons Ta notion de "semi-

pole" (effectif en codimension p) pour le prolongement méromorphe de J [f!zxg.
X

Cette notion est adaptée a une approche de type Hodge de la structure de pdles de

fA o avec -u € Z (ceci correspond & la transformation de Mellin complexe

X
introduite dans [BM]). L'aspect "effectif en codimension p " de cette définition

permet de reconnaitre que certains pdles proviennent de la monodromie en degré plus
grands que le degré que 1'on considére, ce qui permet de négliger de tels pdles dans
la version précisée du théoréme 1, donnée dans cette seconde partie.

Une premiére version de cet article a circulé avec le titre peu adapté suivant

"un peu mieux sur le polyndme de Bernstein-Sato" & partir de décembre 1985.

1. Nous reprenons ici les notations de [1].

Théoréme :
Soit f : X-> D un représentant de Mi]nor(*) d'un germe non constant de fonc-
tion holomorphe f : (En+1,0) - (C,0) . Supposons que pour 0 <u <1, e—21nu

soit valeur propre de multiplicité k de 1a monodromie agissant sur le p-iéme

(*) Voir [11.



groupe (p>1) de cohomologie de la fibre de Milnor de f . Désignons par b € C[A]
le polynéme de Bernstein-Sato de f en 0 et posons v =1-u.

Soit o Tle plus petit entier tel que b admette au moins k racines (en
comptant Tes multiplicités) de la forme -q-u avec q entier 0 <q<o.

Définissons T de maniére analogue a o mais relativement aux racines de b

congrues & -v modulo Z .
Alors ona o+t <p .

Remarques :

1) L'hypothése fait jouer des roles §ymétriques & u et v car la monodromie
étant réelle (car définje sur Z ) e'21"u est valeur propre de multiplicité k
si et seulement si e-21nv 1'est ; d'ol 1'aspect symétrique de la conclusion du

théoréme.

2) Le théoréme ci-dessus est & comparer avec la remarque 1) qui suit le théo-
réme 2 de [1] : sous la méme hypothése on obtenait alors 1'inégalité o < p (et
donc aussi T < p par symétrie).(*)

3) Dans le cas d'une singularité isolée A.N. Varchenko a obtenu un résultat
plus précis ; voir [V], th, 8.3.

Démonstration du théoréme :

Grace aux résultats de [1] (corollaire 1 du théoréme 1) et de [0] (Temme A),
notre hypothése implique 1'existence d'un entier m € [0,p] et de p-formes
holomorphes w, ,...,w, sur X vérifiant

o _ df df . _
1°) dwa = (mtu) FAW P AW, va € [1,k] avec la convention w, =0 .
2°) Les waIX(so) s o X(s,) = f'l(so) désigne la fibre de Milnor de f ,

induisent un bloc de Jordan de taille (k,k) de la monodromie T ,

agissant sur Hp(X(so),@) , pour Ta valeur propre 9'21"u .

Notons par o (resp. t) 1le plus petit entier tel que b , Tle polyndme de
Bernstein-Sato de f en 0 , admette k racines de 1a forme -q-u (resp. de la
forme -q-v avec v=1-u) avec q€ N et q € [0,0] (resp. q € [0,T]) en
comptant Tes multiplicités.

Soit %, Tle plus petit entier relatif qui vérifie que le prolongement méro-
morphe du courant

2x 2, df
Jxlfl foFaw Ao

(*) Mais un résultat précis sur les pdles de J Iflzx o !
X



n'ait pas de pole d'ordre >k en A = -m -u(*) . On aura en particulier un péle

d'ordre >k en X = -m-u pour
2) o -1 df
L WA,
X T A%
Effectuons le prolongement analytique de ce courant de la maniére suivante :
partons d'une identité de Bernstein itérée

A 1 A+N

5
= 5Oy BT o boaN=Ty Pn(dszogp)f

f

ol PN est un opérateur différentiel holomorphe qui dépend polynomialement de A .
On en déduit, puisque b est & coefficients réels (en fait rationnels)

N E, i)?x+2 +N

4

'f-_.)\‘hQD-]. 1 (
b(A+2,-T) ... b(A+2 +N-T) N

od F& est un opérateur différentiel anti-holomorphe dépendant polynomialement de
AL Si 5& désigne 1'adjoint formel de EN , On aura, puisque 5N agit
G&-1inéairement :

2) z2,-1 df
JX £ ol 8y ag -

1 2\ 2, +N df ~
B0FE,-1) --. BOFE,#N-T) Jx (177 77070 A Wy a Qy(e)

pour ¢ € Cz(X) , de type (n-p,n+l) , N>> 0 et Re(A) >> 0 . Comme le membre de
droite est méromorphe sur toute région Re(A) > -a si N est assez grand, on
obtient ainsi le prolongement méromorphe du membre de gauche. On constate ainsi que
1'existence d'un péle d'ordre > k en -m-u pour le prolongement du dit membre
de gauche implique que 1'inégalité -u-m+2 -1 < -o-u est vérifiée :

cette inégalité est une condition nécessaire (non suffisante, a priori au moins)

puisque pour N >> 0
2\ =2 +N df o~
JX ,f' fro T P Wk A QN(¢)
sera holomorphe pour Re(A) > -m-1 ; le péle d'ordre > k en -m-u du prolonge-
ment méromorphe du membre de gauche implique donc 1'existence d'une racine d'ordre
2k en -m-u pour le polynome b(A+2,-1) b(X+2;) ... b(A+& +N-1) .

() Ona g, > -= d'aprés [1] ; on retrouvera ce fait plus loin.



On a donc obtenu 1'inégalité suivante :
o<m-2,+1. (A)

Appliquons maintenant 1a proposition fondamentale de [1] aux formes W, pour

a € [1,k] . On obtient des p-formes holomorphes w; pour a € [-n,k] vérifiant :

° df df
1°) dw} = (m*+v) F A w; +F A w;_l
pour a € [-n,k] avec la convention wfn_l =0 oi m*= L,-m+p-1
(rappelons que v =1-u) .

2°) Les w;|X(so) pour a € [1,k] induisent une base du sous-espace de
. - * . =
Hp(X(so),E) conjugué comp]exe( ) de celui engendré par les wa|X(so)
pour a € [1,k] .

3°) Les wa’X(so) induisent 0 dans Hp(X(so),m) pour a <0 .

Nous nous proposons maintenant de montrer 1'inégalité

*

T<mt . (B)

Pour cela, commengons par montrer que pour j entier assez grand le prolon-
gement méromorphe du courant

[ 102 FI
X

admet un pdle d'ordre >k en -m*-v .

En fait si pour j = j, donné, Te prolongement du courant ci-dessus n'admet
pas en -m*-v un pdle d'ordre > k , on va pouvoir appliquer la proposition
fondamentale de [1] :

Ceci nécessite quelques changements de notations : posons K = k+n+1 et
pour b € [1,K]

_ *
Wy = Whintl -
On a alors

df df v
dwy, = (m*+v) FAwtF A VbE LK

avec la convention w, =0 (qui correspond & wfn—l =0) .

(*) La conjugaison complexe de Hp(X(sn),ﬁ) vient de 1'isomorphisme
p
H(M%LUuHWM%LR)ﬁt.



n'a pas de péle d'ordre strictement plus grand que K-h=k-1 en A =-m*-v.
11 existe donc des p-formes holomorphes wg sur X pour b € [-n,-h] vérifiant

sur X Tles conditions suivantes :

o ~ df df
1°) dw; = (2, -m*+p-v) —f—/\w;+—f—/\m;_1

pour b € [-n,F] avec la convention wfn_l =0 .

2°) Les mE!X(so) pour b € [1,c] , ot c € [1,h] , engendrent le conjugué
complexe du sous-espace complexe de Hp(X(so),m) engendré par les
wa|X(so) avec a € [l,c] (on utilise ici la remarque de [1] qui suit la
preuve du théoréme 1 : on obtient immédiatement cette "précision" dans la
proposition fondamentale en remarquant que la relation (3) donne un sys-

téme triangulaire !).

3°) Les wElX(so) induisent 0 dans Hp(X(so),E) pour b <O .

Dans notre situation on sait au départ que Tes wy Ppour a € [1,n+1] indui-
sent 0 dans Hp(X(so),¢) (ceci résulte de la condition 3°) sur Tes w;) . Donc
la seule information intéressante résultant du 2°) est que w;+2|X(so) induit, a
un facteur non nul prés, la classe conjuguée de wn+2|X(so) = W|X(s,) et que les
wf pour b <n+l induisent O dans Hp(X(so),E) .

Maintenant, dans la situation ou le j, fixe (i; =-j,) est un entier assez

grand, on obtient

* ~ * df * df *
dmm_2 = (L, -m +p-v) FA W T A Wy
avec To -m*+p-v <0 et w;+2|X(sD) n'induisant pas 0 dans Hp(X(so),G) alors
que wp,i|X(s,) induit O dans HP(X(s,),L)

On obtient alors une contradiction grace au théoréme de positivité des expo-
sants caractéristiques de B. Ma]grange(*) comme dans la preuve du théoréme 2 de [1]
Considérons une famille horizontale multiforme vy(s) de p-cycles vérifiant :

Jy(s ) w:+2|X(so) =1

0

(*) Voir [M] ou 1'appendice de [2].



(une telle famille existe car m:+2'X(so) n'induit pas 0 dans Hp(X(so),m)) et

posons F(s) = J w:+2 . Alors F est holomorphe multiforme et vérifie

3 ~ x(s) .
s 5 F(s) = (2, -m*+p-v) F(s) puisque

*
d“’n+2

_ —m* - * *

F—gr = (R - +p-v) o+
et m:+1|X(s) induit 0 dans Hp(X(s ),C) pour tout s € D-{0} (ceci s'obtient
aisément pour tout w; avec b < n+1 par récurrence sur b en utilisant la re-
lation 1°) et le fait que pour tout b < n+l wblx(so) induit 0 dans
Hp(X(so),m) ; cette récurrence est détaillée dans la preuve du corollaire 2 de Ta
proposition fondamentale de [1]1). On a donc

F(s) = (&) o o= (-m*-p-v)
ce qui contredit bien le théoréme de Malgrange pour p < 0 puisque w;+2 est une
p-forme holomorphe sur X .

Donc pour j entier assez grand le prolongement méromorphe du courant
2) z-j df *
JX [f]°" F F AW AD

a bien un pdle d'ordre >k en X = -m*-v .

Maintenant en utilisant une identité de Bernstein

- 1 3\ AN
= soysoey Ty PN Zegg)f
on obtient, si P; désigne 1'adjoint de Py
2 z-j df _ 1 20 N 2§ ox,df  x
Jx IFI77 £ F A we A ¢ = 5oy B0aTy T BOERT) Jx [FI75 7 577 PR v ad)

pour ¢ € C:(X) de type (n-p,n+l) . En effet, comme S; A wfn est holomorphe
car wfn 1'étant dwfn 1'est, on a, par une récurrence immédiate, Wi A w; qui
est holomorphe. En utilisant le lemme 2 de [1], on constate que pour N = m*+1

2 (N z=j %, df  x
JX [f]°" 7 F PN(TAka¢)

ne peut avoir (quel que soit j) de péle pour A = -m*-v . Le polyndme
b(A) ...b(x#N-1) aura donc un zéro d'ordre > k en -m*-v et on aura
-m*-v g -T-v

ce qui donne T <m* <c'est-a-dire 1'inégalité (B) annoncée.



Maintenant on a donc obtenu
g, sm-o+1 (A)

et

T<m®*=g,-m+p-1 (B)

onadonc T <m-0+l-m+p-1

ce qui donne o+T <p .

Ceci achéve la preuve du théoréme.

2. En fait 1'énoncé du théoréme que 1'on vient de démontrer ne donne pas la pré-
cision optimale sur les renseignements fournis par la preuve. Pour les énoncer il
va étre commode d'introduire deux définitions :

Définition 1 :

On dira que o € € est un semi-p6le d'ordre > k du prolongement méromorphe
de J |f|2k o sipour j € N assez grand le prolonaement méromorphe de

X

J |f|2x FJ o admet en X =« un péle d'ordre au moins égal & k . On dira que
X

& est effectif en codimension p si la partie polaire d'ordre > k de
J ]fIZA o en 2 =a pour j >> 0 n'est pas supporté par un sous-ensemble
X

analytique de codimension > p+1 dans {f=0} .

Définition 2 :
Soit e = {el,...,ek} un bloc de Jordan(*) de l1a monodromie T agissant sur
Hp(X(so),E) s le p-iéme groupe de cohomologie de la fibre de Milnor de f , pour

2imnu

la valeur propre e~ ,o00 O<u<l.

On dira que e est de profondeur <m (%) s'il existe « € Z , «x < 0 des

p-formes holomorphes WeeooWo Wpweow sur X qui vérifient
1°) dw_ = (m+u) oy AW +df AW va € [k,k] avec la convention
a T TaTF a-1 ’
W= 0.

(x)  Ceci signifie que Te, = e-2imu

et e #0.
(#x) m€ N ; Te Temme A de [0] donne m < +» ; Ta profondeur est définie comme

.te. nti =
eJ eJ_1 avec la convention e, =0 ,

1'inf. des m € N tels que...



2°) wa|X(so) induit 0 pour a <0 dans Hp(X(so),E) .

3°) Le sous-espace engendré par {el,...,eh} dans Hp(X(so),I) coincide
avec le sous-espace engendré par les wa’X(so) pour a € [1,h] , et
cela pour tout h € [1,k] .

Faisons quelques remarques sur ces définitions.

1°) Soit u € [0,1[ et g€ N tels que -q-u soit semi-péle d'ordre > k
pour J |f|2A o . Alors il existe au moins k racines du polyndme de
X

Bernstein-Sato de f (en comptant les multiplicités) qui sont de la
forme -q'-u avec q' € N n [0,q]

2°) Le résultat clef qui donne 1'existence de pdles pour J |f|2k o dans
[0] et [1] s'énonce comme suit : X

Théoréme (contribution effective)
Si la monodromie en degré p admet un bloc de Jordan de taille (k,k) et de

profondeur < m pour la valeur propre e—21nu avec 0 <u<1 alors -m-u est

semi-pdle effectif en codimension p pour J |f|2A o .
X

3°) Le théoréme 1 de [1] s'exprime alors en disant que la profondeur d'un
bloc de Jordan en degré p est toujours inférieur ou égal & p .
Donnons maintenant la forme précise de théoréme démontré plus haut.

Théoréme précisé :
Soit f : X D un représentant de Milnor d'un germe non constant de fonction

holomorphe. Supposons que pour 0 < u < 1 1la monodromie agissant sur le p-iéme
groupe de cohomologie de la fibre de Milnor de f , admette un bloc de Jordan
(k,k) e . Notons par m et m les profondeurs respectives des blocs de Jordan e
et e .

Notons par G-u (resp. -2 -v) le plus grand semi-p6le d'ordre k effectif
en codimension p congru @& -u modulo Z (resp. & -v modulo Z ; on a posé comme
plus haut v =1-u) .

Alors on a les inégalités :

1°) 5+% < p .
2°) f4m<p et B+m<yp .
Remarques :

3°) Ona m > 8 et m>% donc les inégalités du 2°) impliquent celle du 1°).

4°) Les o et Tt dintroduits dans 1'énoncé du théoréme "non précisé" véri-

fient 0<8 et 1<% d'aprés la remarque 1°) ci-dessus.



