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FOREWORD

The present volume contains the texts of the lectures delivered at the Second
1989 C.I.M.E. Session 'Microlocal Analysis and Applications", held in Montecatini
(Italy), from July 3 to July 11.

The Session aimed at exposing the foundations of the Microlocal Analysis and
presenting some new applications in different areas of the Mathematical Analysis:
nonlinear partial differential equations, boundary value problems, Gevrey spaces,
spectral theory, singularities of solutions of linear equations. Invited lecturers
were Jean-Michel Bony, Gerd Grubb, Lars Hormander, Hikosaburo Komatsu and Johannes
Sjostrand.

This volume is dedicated to the memory of Lamberto Cattabriga, scientific
codirector of the Session, who died on August 1989; we hope the following pages
will be an adequate tribute to this eminent research work and to his outstanding

human qualities.

Luigi Rodino
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ANALYSE MICROLOCALE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
NON LINEAIRES

Jean-Michel BONY
Centre de Mathématiques
Ecole Polytechnique
91128 Palaiseau (France)

Depuis une dizaine d’années, un grand nombre de résultats ont été obtenus sur ’analyse des
singularités des équations aux dérivées partielles non linéaires, et les outils de I’analyse microlocale,
initialement développés pour les équations linéaires y ont joué un réle majeur. Deux points, sur
lesquels nous aurons 'occasion d’insister, nous semblent importants.

D’une part, les singularités des solutions offrent une bien plus grande variété de comportement
que dans le cas linéaire. Méme en nous limitant aux singularités faibles, nous verrons que le
phénomene de l'interaction des singularités a un contenu trés riche, tant du point de vue de la
géométrie que de celui de I’analyse.

D’autre part, contrairement a ce que 1’on aurait pu penser a priori, les problémes non linéaires
exigent plus d’analyse microlocale que les linéaires. Des calculs symboliques inhabituels et variés
(symboles peu réguliers, a régularité définie de maniére inductive, calculs multilinéaires, microlo-
calisations d’ordre supérieur) sont apparus dans ce cadre pour résoudre des problémes spécifiques
alors que (& ’exception notable de la seconde microlocalisation) les probléemes linéaires n’exigent
pas une telle variété.

Nous voudrions commencer, dans cette introduction, par illustrer ces deux points. Nous allons
essayer de décrire (aprés un bref rappel sur la théorie de Littlewood-Paley) une des idées communes
a l'introduction de ces calculs exotiques. Nous exposerons ensuite, au n°0.3 la problématique de
la propagation des singularités non linéaires, et décrirons brievement 'organisation du cours.

Nous nous sommes strictement limités aux singularités faibles. Les singularités fortes (ondes de
choc, de rarefaction, soniques,... ) présentent une variété de comportement encore plus grande et
ont des rapports importants avec I’analyse microlocale, mais il est clair qu'un tel sujet mériterait
un cours a lui seul.

0.1 Décomposition de Littlewood-Paley

11 s’agit d’une décomposition dyadique dans 'espace des fréquences, permettant de lire facilement
la régularité des fonctions ou des distributions considérées. On se donne une fonction ¢ € C§°(R"),
a support dans une couronne C = {£ | k™! < |€]| < 2k} avec k > 1, de telle sorte que l'on ait

S p(2796) = 1— (6),

ol1 9 est de classe C* et a son support dans la boule unité. On peut alors décomposer tout élément
de S'(R") sous la forme suivante

u=u_,+y u; =¢(Du+Y. p(27D),
0 0

ou les u; ont leur spectre (c’est-a-dire le support de leur transformée de Fourier) contenu dans les
couronnes C; = {¢ | k7'27 < |¢| < k27*!} On écrira parfois A;u au lieu de u; et on notera S;(u)
les sommes partielles de la série

Si(u) = ¢(27'D)u = ZJ: u



La propriété importante pour nous sera la caractérisation des espaces de Sobolev H*® et des
espaces de fonctions Holdériennes C* (voir (23] [8] ainsi que [39] pour la caractérisation des
espaces de Besov).

Théoréme 0.1.1 (a) Siu € H°, s € R, on a ||Ajul|,, < ¢;277* ot la suite c; appartient @ 2.

(b) Réciproquement, pour s € R [resp. s > 0], si des fonctions u; ont leur specire contenu dans
les couronnes C; [resp. dans les boules de rayon k27] et vérifient 27° ||u;||,. € 1%, la somme 35 u;
appartient a H°.

La caractérisation suivante des espaces de Holder est valable pour « non entier, et est encore
valable pour « entier & condition de désigner par C, ce que nous ferons désormais, non pas ’espace
des fonctions a fois continument différentiables, mais les espaces de Zygmund correspondants

(voir (39]).

Théoréme 0.1.2 (a) Siu€ C* a €R, on a ||Ajuf . < Ce275,

(b) Réciproquement, pour a € R [resp. a > 0], 31 des fonctions u; ont leur specire contenu
dans les couronnes C; [resp. dans les boules de rayon k27] et vérifient 2 ||u;|| ;0 < C', la somme
Y& u; appartient d C*.

0.2 Un principe général

La remarque qui va suivre décrit I'idée qui, avec des variantes, sera commune aux divers calculs
symboliques que nous introduirons. Nous nous donnerons une fonction ¢ comme précédemment,
S .3 - o6 7 5 5
ainsi qu’une fonction 6 de classe C*°, égale a 1 sur la couronne Cp et & support dans une couronne
C/, de méme type (avec une constante k' > k).
Soit A un opérateur dont on suppose seulement qu’il est borné sur L2(R"). On peut alors lui
associer 'opérateur A défini comme suit

Au=3"6(27"D)o Aop(27'D)u
0

Une conséquence immédiate du théoreme 0.1.1 est que A applique continiment H* dans H*® pour
tout s. En particulier, A transforme toute distribution (a support compact par exemple) en une
distribution, et toute fonction C* (& support compact) en une fonction C*.

Bien entendu, une telle construction n’est pas toujours utile. Elle dépend des choix, pour une
large part arbitraires, des fonctions ¢ et §. On n’obtiendra des résultats intéressants que si une
modification de ces choix ne modifie une par un opérateur qui soit ‘meilleur’, ce qui exigera des
propriétés de commutation entre A et les partitions dyadiques.

Supposons par exemple que pour tout opérateur pseudo-différentiel P d’ordre 1, le commutateur
[4, P] soit borné sur L2. Les opérateurs 276(277D) constituent une famille bornée d’opérateurs
pseudodifférentiels d’ordre 1, et il résulte du théoréme du graphe fermé que les [4,6(273D)] ont
une norme d’opérateur dans L? majorée par C**277. Si on se donne deux fonctions 6; et 6, égales
a 1 dans une couronne contenant le support de ¢ et si on forme les opérateurs Z: et A, associés,
on a, la fonction 6; — 6, s’annulant sur le support de ¢,

(A1 — A)u =3 ([6:(277 D), A] - [62(277 D), A)) (27 D) .

Si u appartient & H* le membre de droite est une somme de termes a spectre dans des couronnes
dyadiques dont la norme dans L? est majorée par ¢;27706*+1) avec (¢;) € B2, et il en résulte que
A; — A est 1- régularisant, c’est-a-dire qu’il applique contintiiment H* dans H’“ pour tout s.

Le lecteur pourra vérifier qu'une modification de la fonction ¢ ne modifie A que par un opérateur
régularisant d’ordre 1. Il verra également que l’opératcur A — A applique L? dans H'.



L’idée ci-dessus permettra d’associer aux opérateurs de multiplication (et, avec quelques modi-
fications, aux opérateurs de composition) les paramultiplications (et paracompositions). Dans un
cadre plus général, nous devrons abandonner les décompositions de Littlewood-Paley, mais I'idée
de prendre des opérateur ‘en sandwich’ entre des famille d’opérateurs mutuellement (presque)
orthogonaux (comme ici les (277 D)) jouera un rdle central dans les microlocalisations d’ordre
supérieur.

0.3 La propagation des singularités non-linéaires
Nous considérerons des équations non linéaires d’ordre m, dont la forme générale est la suivante
F(z,u,Vu,...,V™u)=0. (0.1)

Si u est une solution suffisamment réguliére de 0.1, on peut définir 'opérateur linéarisé le long
de u (en notant u, la variable de F' correspondant & 0*u)

oF
Lup= HZ E™ (z,u,..., V™),
a|<m @
et son symbole principal 5
I(z,6)= Y an z,u,...,VTu)E* .
lof=m =7

Ce symbole dépend en général non seulement de I’équation, mais de la solution u elle-méme.
Cela dit, il en est indépendant dans le cas important des équations semi-linéaires ou la fonction
F de (0.1) est linéaire (& coefficients ne dépendant que de z) par rapport aux dérivées d’ordre
maximum de u. Dans tous les cas, on définit la variété caractéristique

Car(Ly) = {(,€) | U(=,£) = 0} (0.2)

et les bicaractéristiques a partir de I(z, {).

Pour décrire le type de résultats obtenus, nous supposerons donnée une solution u appartenant
a H* dans un ouvert {2 de R™ contenant l'origine. Nous supposerons que l'opérateur linéarisé est
strictement hyperbolique par rapport 4 une direction ¢, et nous poserons * = QN {#¢ > 0}. Nous
supposerons également que Q% est inclus dans le domaine d’influence de Q~ (c’est-a-dire que toute
bicaractéristique nulle rétrograde partant d'un point de Q% rencontre Q- avant de sortir de ), et
que l'on connait parfaitement la régularité de u dans Q~. Le probléme posé est alors le suivant :

Btant donnés 7o € OF et 0 > s, peut on déterminer si u appartient ou non & H® au point zo?

Nous n’étudierons ici que des solutions suffisamment réguliéres, c’est-a-dire que nous sup-
poserons s supérieur a un indice critique so qui dépend de I'équation. La valeur s = n/2+m +1
convient toujours, et cette valeur s’abaisse pour des équations quasi- ou semi-linéaires, mais la
régularité imposée exige toujours la continuité des termes non linéaires apparaissant dans (0.1) et
exclut donc ’apparition de chocs.

La solution du probléme posé ci-dessus dépend fortement des valeurs relatives de s et 0. Le
§1 développe le calcul paradifférentiel et montre comment celui-ci permet d’obtenir des réponses
essentiellement complétes dans le cas 0 < 2s — so. Les singularités se propagent le long des
bicaractéristiques, se réfléchissent, diffractent comme dans le cas linéaire.

Au §2, nous étudions un certain nombre de cas ou o dépasse 2s qui peuvent étre traités a I'aide
du calcul pseudodifférentiel usuel et d’extensions du calcul paradifférentiel. On y voit apparaitre
le phénomeéne important de I'interaction des singularités.



Il s’agit notamment du cas o < 3s —2so. On obtient une trés bonne réponse au probleme posé.
Les singularités ne peuvent parvenir au point zo que par propagation directe, ou par une seule
interaction de singularités propagées.

On y étudie également le cas ou o est arbitrairement grand, mais ou les singularités sont conor-
males dans le passé. Pour des situations géométriques simples, on obtient une bonne description
des singularités dans ’avenir.

Les §83 et 4 introduisent les microlocalisations d’ordre supérieur. Il s’agit d'un calcul sym-
bolique, ou on associe des opérateurs a des classes de symboles ayant des singularités d’un type
précisé. La situation est en fait décrite dans le cadre du calcul de Weyl de Hérmander, les singu-
larités permises des symboles étant caractérisées avec précision en termes de métriques sur 'espace
des phases. De trés nombreuses classes de symboles ayant un comportement singulier au voisinage
de sous-variétés (elles-mémes éventuellement singulieres) rentrent dans ce cadre.

Le §5 revient sur les microlocalisations d’ordre 2, pour lesquelles on dispose de résultats dont
I’équivalent n’a pas encore été démontré dans le cas de microlocalisations d’ordre plus élevé :
invariance par opérateurs intégraux de Fourier et propriétés multiplicatives. Cela permet d’étudier
des cas d’interaction des singularités plus complexes, interaction de trois ondes notamment.

Nous donnerons également des indications sur d’autres méthodes, dues a Melrose-Ritter per-
mettant d’aborder les interactions d’ondes conormales. Enfin, nous essaicrons de donner une idée
de la théorie de G. Lebeau. Celle-ci n’est applicable que pour des solutions ayant des singularités
conormales le long d’hypersurfaces (sous) analytiques. En revanche, elle permet d’obtenir des
résultats incomparablement plus complets, l’exemple le plus frappant étant celui des caustiques
non linéaires.



1 Calcul paradifférentiel et singularités d’ordre 2s

1.1 Paramultiplications

Conformément au principe décrit au n°0.2, il s’agit de remplacer les opérateurs de multiplication
par une fonction peu réguliére par des opérateurs agissant dans tous les espaces de Sobolev.

Soit donc a € §’. On appellera opérateur de paramultiplication par a et on notera 7, I’'un
quelconque des opérateurs définis par (1.1), (1.2) ou (1.3).

ur— 3827 D) (ap(27 D)u) (1.1)
=0
ou ¢ et 6 sont comme au n°0.2.
ur— 3 Si-n(a)A(u) (1.2)
i=No

oli, avec les notations du n°0.2, Ny est choisi suffisamment grand pour que 2k* < 2™ ce qui
garantit que les termes de la série (1.2) ont leurs spectres contenus dans une famille de couronnes
dyadiques.

w—s 7 { [ x(€ = n,male - n)atn) dn/(2n) | (13)

ol la fonction x(¢,n) est de classe C* dans R?", est homogene en dehors d’un compact, est égale
4 0 pour |[¢| > €2 |n| et 4 1 pour |{| < &1 |n]| et |n| > 1 avec 0 < €; < &, assez petits. On a noté F~!
la transformation de Fourier inverse.

Le lecteur aura reconnu en (1.1) le mécanisme décrit au n°0.2, et dans les trois cas le méme
principe : la ‘partie’ de u dont le spectre est localisé prés de |€| = R se trouve multipliée non pas
par a mais (a peu prés) par la partie de a dont le spectre est contenu dans une boule de rayon cR
avec c < 1.

On a le résultat suivant (voir [8])

Théoréme 1.1.1 (a) Sia appartient & L°(R"), les opérateurs T, définis par (1.1), (1.2) ou (1.3)
appliquent continiment chaque espace H* ou C* dans lui-méme.

(b) Sia € C?(R") avec p > 0, le passage d’une définition d Uautre, ou la modification de p, 6, Ny
ou x, ne modifie T, que par Uaddition d’un opérateur p-régularisant, c’est-d-dire appliquant H*
dans H**? et C* dans C*** quels que soient s et a.

Les propriétés les plus importantes des opérateurs de paramultiplication sont résumées dans
le théoréme suivant que nous n’énongons que pour les espaces de Sobolev. Le lecteur pourra se
reporter & [8] pour les espaces de Hélder et plus généralement a [39] pour les espaces de Besov.

Théoréme 1.1.2 Soient u € H*(R") et v € H'(R")
(a) Sis+t>0,0na
uv = Tyv + Tyu + R(u,v)

ot R applique continiment H* x H* dans H*t*—"/2,
(b) Sis=1t>n/2 et si F est de classe C dans R**? on a

F(z,u(z),v(z)) = Torjautt + Tor/auv + 1

avec r € H¥# /2,
(c) Sia etb appartiennent & C? avec p > 0, Vopérateur Top — Ty o Ty est p-régularisant.



1.2 Paracomposition

Ce concept, introduit par Alinhac [1], substitue 4 I'opérateur de composition par un difféomorphisme
peu régulier un opérateur appliquant H* dans lui-méme pour tout s. Plus précisément, on se donne
deux ouverts 2, et Q; de R™ et un difféomorphisme x de classe C'** de Q; sur §,.

On définit alors 'opérateur de paracomposition x*, d’abord pour des distributions a support
dans un petit voisinage de zo € €2, par la méthode du n°0.2

X'u =Y 0(277 D) (Ajuex)

avec la restriction importante suivante : le spectre de Aju étant contenu dans la couronne Cj, on
a toutes les raisons de penser que la ‘partie importante’ du spectre de Aju o x est contenue dans
I'image par ‘x/(zo) de cette couronne, et il faudra choisir la constante k' du second systéme de
couronnes assez grande pour que 'image de Cy par les 'x'(z) (z voisin de zo) soit contenue dans
Cy-

On définit ensuite un opérateur x* de D'(Q,) dans D'(2;) a ’aide d’une partition de 'unité o;
dans Q, et de fonctions f; égales & 1 prés de x~'(Supp(«;)) par

Xu =3 Bixi (o)

ou les x! sont construites comme ci-dessus.
On a alors les résultats suivants, pour lesquels nous renvoyons a [1].

Théoréme 1.2.1 On suppose towjours x € C'** avec p > 0.

(a) L’opérateur x* applique H (Q) dans H () pour tout s € R.

(b) Une modification des choiz de ¢, 0, «;, B; ne modifie x* que par l'addition d’un opérateur
p-régularisant, c’est-d-dire appliqguant Hy () dans HYP(4) pour tout s.

(c) Six1 est un difféomorphisme de classe C'+* de Q; sur un ouvert Qg, Uopérateur (x10x)*—x"oX}
est p-régularisant.

(d) Six € H*4¢ et siu e HY™'4? 650, on a

wox =X"u+ Y ToujoyoxXi +7

ot r appartient @ HY**' avec t = min(p+0 +1, 2p +2).

1.3 Opérateurs paradifférentiels

Il s’agit de construire une algébre d’opérateurs contenant a la fois les opérateurs pseudodifférentiels
classiques et les paramultiplications. Nous avons donné dans [8] la construction d’une algébre
assez restreinte, correspondant aux symboles polyhomogenes, mais suffisante pour paralinéariser
les équations aux dérivées partielles non linéaires. Des extensions successives sont dues a Meyer [40],
Godin [26] et & Hormander [28] & la suite de travaux de Bourdaud [17]. ¢
Les classes de symboles L', pour m € R et p > 0 non entier, sont constituées de fonctxons
a(z,§) du type suivant
o]
a= Z A (1.4)
=0
ou les fonctions a,,_; sont homogénes de degré m — [ et de classe C™ par rapport a £ et sont de
classe C*~! par rapport 2 z.
Il n’est pas difficile alors de décomposer de tels symboles en harmoniques sphériques par rapport
a € sous la forme

a(r,§) = Za,,(r)h,,(f) s



et de leur associer les opérateurs notés encore T, par
Tou =3 T.,(sh,)(D) (1.5)

ou s est une fonction de classe C*°, égale a 1 en dehors d’un compact et nulle au voisinage de 0,
et ou les T, sont des paramultiplications.

A partir de I'expression (1.3) des paramultiplications, on peut donner la définition suivante
de T,, qui est équivalente modulo des opérateurs régularisants. On considére comme au n°l.1
une fonction x(¢,n) de classe C* dans R?", homogéne en dehors d’un compact, égale & 0 pour
|¢] > e2|n| et &1 pour [¢| < &1 |n| et |n| > 1 avec 0 < &; < € assez petits. On pose

Tou=F" {/ x(§ = n,ma(€ — n,n)a(n) dn/(27r)"} .

en notant @ la transformée de Fourier de a par rapport a la premiere variable.
11 en résulte que T, peut également s’écrire comme un opérateur pseudo-différentiel

Tau(z) = / e"‘"ax(x, n)u(n)dn/(27)"
avec ay(¢,n) = x(¢,n)a(¢,n)-

On voit facilement que a, appartient a la classe de symboles ST', mais avec les améliorations
suivantes :

: Co(L+pphm el pour [8] < p

B8

[P5D2avtz )| < {C"(l + a8 pour |6] > 5 oL
ay(¢,n) =0  pour|(| > e n| . (1.7)

Les résultats de Bourdaud [17] montrent que les opérateurs appartenant ainsi que leurs adjoints
aux espaces Op(ST",) appliquent H* dans H*~™ et constituent une algebre graduée. Leurs symboles
b ont été caractérisés par Hormander [28] : on doit avoir b € ST}, et b(¢,n) doit étre ‘plat’ (en un
sens convenable) prés de ( +n = 0. Ce dernier point est garanti pour a, par (1.7) dés que €5 < 1.

11 devient alors possible de définir les opérateurs paradifférentiels d’ordre m et de régularité p
comme les opérateurs b(z, D), ou b € ST, est tel que b est plat prés de ( + n = 0 et vérifie les
estimations (1.6). Les résultats du calcul symbolique (avec la régle standard de composition des
symboles), sont valables dans ce cadre plus général, les développements asymptotiques du calcul
pseudodifférentiel usuel devant étre remplacés par des développements limités aux [p] premiers
termes.

Nous n’énoncerons les résultats du calcul paradifférentiel que dans le cadre plus restreint des
classes 7' et de la quantification donnée par (1.5). L’avantage est qu'il est plus agréable, pour
les applications au équations aux dérivées partielles non linéaires, de dire que le symbole d’une
paramultiplication T, est a et non a,. Cela dit, dans le cadre général, un passage au quotient ad
hoc dans ’espace des symboles résoudrait aisément ce probleme.

Enfin, si Q est un ouvert de R", on définit les classes I7'(§2) comme les fonctions définies dans
2 x R" coincidant, localement en z, avec des fonctions de I7'(R™). Il est facile d’associer a de tels
symboles des opérateurs proprement supportés dans 2 par le procédé classique

Tau = Zﬁ;Tﬂm(a,’u)

ou les a; constituent une partition de 'unité dans Q, ot les f; valent 1 au voisinage de Supp(«;)
et ou (Supp(f;)) est une famille localement finie (les Tp,, étant définis par (1.5)).

On dira que A € Op(Z}') si A est somme d'un opérateur T, comme ci-dessus, avec a € I}, et
d’un opérateur appliquant Hi_ dans Hj™*”. Le résultat fondamental est le suivant



Théoréme 1.3.1

(a) L’application (1.5) induit une bijection, indépendante des choiz arbitraires que comporte sa
définition, entre L' et le quotient de OpE}' par lespace des opérateurs appliquant Hy, dans
Hy-™ pour tout s. On note A — o(A) l’application inverse de OpZy dans I7'.

loc
(b) Pour AEZ™ et BEES™, ona Ao B € E™ avec

p

o(Ao B) = o(A)#o(B) & T o(A)D2o(B)/a!

oy signifie que U’on ne garde dans la somme que les termes pour lesquels les dérivées ont un sens
(c¢’est-d-dire que, pour le terme ap,—; de (1.4), on ne conserve que les dérivées d’ordre < [p] —1).

Si p > 1, le commutateur [A4, B] appartient & OpE;"“’"", et son symbole est donné par le
développement habituel (tronqué) ; si p < 1, c’est un opérateur appliquant Hy, dans Hoz™ ™+,

Enfin I'adjoint de A appartient aussi & X7’ avec un symbole donné par la formule habituelle
(tronquée).

1.4 Invariance
Un des résultats les plus importants de la théorie d’Alinhac [1] est que les opérateurs de paracom-
position transforment les opérateurs paradifférentiels en eux-mémes.
Théoréme 1.4.1 Soit x un difféomorphisme de classe C'*° de Q, sur Q, et soit A € OpZ} ().
Alors, on a _
A=x"odo(x") € T0(),

et le symbole principal de A est égal d am(x(z),'(xX')71¢)

L’invariance sous 'effet des opérateurs intégraux de Fourier a été étudiée par Boulkhemair [16].

Il faut d’abord modifier les classes de symboles paradifférentiels en définissant f},, ™ comme |’espace
des a(z,£) appartenant localement & H™*? par rapport a l’ensemble des variables (z,£) € R® x
(R™\0) et vérifiant des estimations analogues a celles des fonctions homogenes en £ de degré < m.

Théoréme 1.4.2 Soit F un opérateur intégral de Fourier elliptique associé ¢ une transformation

canonique x d’inverse F~! et soit A € Op E)p ™. On a alors
:4-= F_IOAOFE Opip E

En outre, pour p > 2, st a,, est un symbole principal de A, 1l en résulte que a,, o x est un symbole
principal de A.

1.5 Paralinéarisation des équations non linéaires

Le résultat suivant joue un réle capital. Les équations aux dérivées partielles non linéaires peuvent

étre ramenées a des équations paradifférentielles linéaires pour lesquelles il sera possible d’adapter,
~ . . . , . « s ¢

grice au calcul symbolique, les arguments classiques relatifs aux équations linéaires.

Théoréme 1.5.1 Soit u € H’, s > n/2 + m une solution réelle d’une équation non linéaire
d’ordre m

F(z,u,... ,V™"u)=0, (1.8)
ot F' est une fonction réelle de classe C™ de ses arguments. On a
Lu®d Z Torjou, 0°u =1 (1.9)
lo]<m
avecr € Hlf:c-zm_"/z. On a L € OpZy avec p=s —m —n/2 et son symbole principal est celut de

Dopérateur linéarisé de (1.8) le long de u.



11 suffit d’ appliquer le théoréme 1.1.2(b) (étendu au cas de plus de deux arguments) au membre
de gauche de (1.8), les fonctions 9°u appartenant a H*~™. D’autre part, I'opérateur linéarisée L,
étant défini par
oF

Lup= 2 Ou,

lal<m

o,
il est clair que les symboles principaux ¥jqj=m OF/0us€* (au i™ pres) coincident.

1.6 Applications

Les applications directes sont nombreuses et reposent essentiellement sur le théoreme 1.5.1. Une so-
lution u € H* de ’équation non linéaire (1.8) est également solution de ’équation paradifférentielle
linéaire (1.9) ou on ne sait rien (dans cette premiére approche) du second membre r sinon qu'il
appartient a H*~?m~"/2_ Cela exclut d’en déduire des régularités (locales ou microlocales ) de
la solution supérieures & H?*~™~"/? mais permet de prouver des régularités comprises entre s et
2s —m — n/2 (diminuée éventuellement de quelques unités selon la nature des problémes). Bien
entendu, cela exige s > n/2 + m (qu'il faut éventuellement augmenter de quelques unités). En
contrepartie, pour des équations qui ne sont pas totalement non linéaires, les régularité de r et de
l’opérateur paradifférentiel L sont améliorées (voir [8] pour une analyse précise).

Par exemple, en adaptant a ’équation paradifférentielle Lu = r, les résultats de régularité
microlocale aux points elliptiques (qui n’utilisent que le calcul symbolique), et la démonstration par
inégalité d’énergie (voir [29]) de la propagation des singularités pour des équations de type principal
réel (qui n’utilise que du calcul symbolique', directement ou via I'inégalité de Garding précisée),
on obtient les résultats suivants. On notera I, le symbole principal de 1’équation linéarisée.

Théoréme 1.6.1 Soit u une solution appartenant & H* de l’équation (1.8).

(2)On suppose s > n/2+m. Alors u appartient @ H**~™ /2 microlocalement en tout point (o, &)
non caractéristique (c’est-a-dire tel que l,(xo,&) #0).

(b) On suppose s > n/2 +m+ 1. Soit (x1,&) un point caractéristique. Supposons de plus qu’il
eziste une seule bicaractéristique de | issue de (x,,&;) (le théoréme de Cauchy Lipschitz ne Uassure
que st s > nf2 +m + 2), et soit (z2§;) un autre point de cette bicaractéristique. Pour tout
0<2s—m—n/2—1, la solution u appartient microlocalement ¢ H? en (z4,&;) 3t et seulement si
elle appartient au méme espace microlocalement en (z1,&).

1.6.2 Réflexion des singularités Un calcul paradifférentiel tangentiel a été construit par M.
Sablé-Tougeron [48] pour étudier les problemes aux limites non linéaires. Cela lui permet d’obtenir
I’équivalent du théoréme de Nirenberg sur la propagation des singularités.

On se donne une solution u € H* de (1.8) dans un ouvert a frontiére réguliére §2, avec s >
n/24+m+2. Pour 0 < 2s—m—n/2—1, on suppose que u appartient microlocalement & H le long
de certaines bicaractéristiques arrivant en un point (zg,£;) de la frontiére. On suppose également
que un nombre convenable de conditions aux limites non linéaires sont satisfaites. Alors sous
des conditions algébriques (du type Lopatinski-Shapiro) portant sur les équations linéarisées, la
solution appartient & H? le long des autres bicaractéristiques arrivant au méme point et appartient
au méme espace microlocalement jusqu'au bord pres de (zj, &))-

La réflexion des singularités de type conormal (voir n°2.2) a été étudié par M. Beals et
Métivier [6] [T7].

!Nous profitons de ’occasion pour rectifier une erreur qui s’est glissée dans la démonstration du théoréme 6.2
de [8]. Il y est affirmé que les commutateurs figurant dans les relations (6.9) et (6.17) forment une famille bornée
d’opérateurs paradifférentiels, ce qui est vrai pour toute définition raisonnable des familles bornées, mais pas pour celle
donnée dans [8]. Il est plus simple de remarquer que ces commutateurs s’écrivent comme composés d’un opérateur
paradifférentiel fixe, et de familles bornées d’opérateurs pseudodiflérentiels.
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1.6.3 Diffraction des singularités Des travaux de Leichtnam [35] et de Xu [53] (voir aussi [24])
sont consacrés a ce sujet pour une équation non linéaire du second ordre avec condition de Dirichlet.
Dans [53], on obtient ’équivalent des résultats de propagation de Melrose-Sjéstrand sous une condi-
tion géométrique garantissant I'unicité de 'arc de bicaractéristique généralisée. Les démonstration
font appel, notamment, a une ‘paracomposition tangentielle’.

Des résultats de Williams [49] [50] montrent que, dans le cas semi-linéaire, des singularités qui
n’apparaissent pas dans le cas linéaire (d’ordre =~ 2s) peuvent naitre de I'interaction de singularités

avec la frontiére.

1.6.4 Hypoellipticité non linéaire Plusicurs articles de Xu [51] [52] sont consacrés & ce syjet.
Etant donnée une solution u de classe C* d’une équation non linéaire du second ordre, pour prouver
que u € C*, il suffit de montrer que ’équation linéarisée satisfait une inégalité sous elliptique

lelize < C={I(Lup | @)+ llell}2} - (1.10)

Diverses conditions permettent de garantir cette inégalité : condition de Hérmander ou
d’Oleinik-Radkevitch sur £, (qui demande souvent plus de régularité initiale sur u); condition sur
les volumes des boules non euclidiennes associées a £,, en dimension 2; problémes issus de minimum
en calcul des variations. L’une des idées est que I'inégalité (1.10) peut étre transférée a ’opérateur
paradifférentiel L, et que 'on peut ensuite utiliser des arguments classiques de régularisations,
commutations, ...



1"

2 Premiers résultats sur ’interaction

2.1 Contréle ‘jusqu’a 3s’

Il est assez facile de comprendre pourquoi, a la différence des équations linéaires, de nouvelles
singularités peuvent (et méme doivent le plus souvent) naitre de l'interaction. Considérons par
exemple la situation du n°0.3 en supposant 1'équation (0.1) semi-linéaire, c’est a dire de la forme
P(z,D)u = G(z,u,... ,V™ 'u)
ou P est un opérateur différentiel linéaire strictement hyperbolique d’ordre m. Supposons que deux
singularités d’ordre o, et o, respectivement, provenant du passé et se propageant conformément
au théoréme 1.6.1 sur deux bicaractéristiques arrivent respectivement en (o, §;) et (zo,£2). Dans
le cas le plus simple ot G(... ) = u?, il n’est pas difficile de voir (en regardant la décroissance du
produit de convolution de # par lui-méme) que (sauf annulations trés improbables) le terme u?
aura une singularité d’ordre o avec
o=01+0;—n/2 (2.1)

microlocalement en les points du type (zo,£) avec £ = A1& + A2€2. Sil'un de ces points (zo, ) se
trouve étre caractéristique, il y a toutes les chances pour que cette singularité d’ordre o se propage
sur la bicaractéristique issue de ce point.

Des résultats dus a M. Beals [4] [5] pour les équations semi-linéaires du second ordre, et &
Chemin [19] dans le cas général assurent que, jusqu'a (grosso modo) 3s seul ce phénoméne se
produit.

7N

Figure 1: Pour une équation d’ondes non linéaires & deux vitesses (92 — c2A) (92 — c3A) = f(u) deux

)

bicaractéristiques de Fy, porteuses de singularités ‘d’ordre s ’, peuvent se croiser en arrivant en (z,&;)
et (z,€2). Le point (z,7;) appartient alors a G; et la bicaractéristique issue de ce point, incluse dans

F, est en général porteuse d’une singularité ‘d’ordre 2s’

On consideére, toujours avec les hypotheses du n°0.3 une solution de (0.1) qui appartient a
H*(Q) pour s > n/2 4+ m + 1. A partir des ensembles WF, = (27 x R*) N WF, u constitués des
points du passé ou u n’appartient pas microlocalement a H?, on définit les ensembles suivants.

1 il existe une bicaractéristique orientée vers
F= {(I’é) € Car(L.) I'avenir joignant un point de WF, & (z,€)

L’ensemble G! est la ‘somme fibre a fibre’ des F! et d’eux-mémes, en tenant compte de la
loi (2.1) et en y incluant le cas limite décrit par G..

1 il existe o1, 02, €1 et €2 avec 0 = o1 + 02 — n/2, -
& ={@0 | C oty e (aen € P et (r,60) € 73, f U Go



ou Ef, est défini par

il existe &3 tel que (z,£3) appartienne & Fy/p4n/4 et}
que (£ — £3) soit tangent a Car(Ly)r en &3 :

& = {8

On a noté Car(L,), ’ensemble des ¢ tels que (z,£) appartienne a la variété caractéristique Car(L,)
(voir (0.2)).

Conformément a ce que nous avons dit ci-dessus, des singularités d’ordre o ont toutes les
chances d’arriver aux points de F! par propagation caractéristique, et de se créer aux points de

Y

G} a cause de la non-linéarité. Il reste a décrire la propagation de ces derniéres.

il existe une bicaractéristique orientée vers l’avenir}

2 _
Fo = {(:t,f) € Car(L.) joignant un point de GL N Car(L,) a (z,€)

Le théoréme général est le suivant [19]

Théoréme 2.1.1 Avec les notations précédentes, pour tout 0 < 3s —n — 2m — 2 et pour tout
e>0,ona

WF,(u)NCar(L,) C Fr UFZ . ite
WF, (u) N (Car(Ly))" C G ymirse

Le lecteur trouvera des applications de ce théoréme dans [19]. En particulier, pour une équation
d’ondes d’ordre 4 ‘a deux vitesses’, il apparait une dissymétrie dans la maniére dont interagissent
les ondes lentes et les ondes rapides.

La démonstration repose sur la construction d’un calcul symbolique bilinéaire de type paradif-
férentiel, qui associe a des symboles a(z, €,n) un opérateur B, défini par

By(u,0) = [ [x(C = €= )a(¢ — € =, €, D) de dn/ (2m)"
Le théoréme 1.1.2(b) peut alors étre précisé comme suit, pour u € H®, s > n/2
F(U) = Tpr(u)u + Bu(u, u) +r

pour a convenable (essentiellement égal & F"(u)), avec r € H>*~™. Les équations aux dérivées
partielles non linéaires se transforment donc, modulo un terme de l'ordre de 3s, en équations
paradifférentielles bilinéaires, et c’est pour celles-ci que le calcul symbolique permet d’étudier la
propagation des singularités.

Le théoréme 2.1.1 pourrait laisser espérer la construction d’une suite infinie F}, G}, F2, G2, ..., FF
de sous-ensembles de I’espace des phases, exprimables a partir des singularités de u dans le passé,
et prenant en compte la possibilité de 1,2,...,k —1 interaction successives, tels que les singularités
de u soient contenues dans ces ensembles jusqu'a grosso modo o = ks. Malheureusement, il n’est
pas possible d’obtenir de tels résultats en général, comme le montrent des contre-exemplés de M.
Beals [4] et de Chemin [19].

Par exemple (voir [4]), pour une équation Ou + fu® = 0, ot [ est une fonction de classe C*,
il existe des solutions u € H*® dont les données de Cauchy sont C* hors de 'origine, alors que
u est singuliére non seulement a la surface du céne d’onde, mais aussi a I'intérieur de ce cone
(ol elle n’est grosso modo que de classe H**). Un tel contre-exemple semble complétement ruiner
I'idée de décrire la propagation des singularités ‘au-dela de 3s’ & partir de la propagation sur les
bicaractéristique, et de l'interaction.

Toutefois, il est possible d’obtenir un contréle des singularités jusqu’a des valeurs élevées de o
(y compris o = 00), dans les trois cas suivants :



