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Dedicated to the memory of
HUGO STEINHAUS (1887-1972)

on the occasion of his 100-th birthday



PREFACE

This volume consists of a selection of 34 contributions presented
during the international conference PROBABILITY THEORY ON VECTOR
SPACES IV held in Lancut (south-eastern Poland), June 10-17, 1987.
The conference, the fourth of such meetings organized in Poland
during the last decade, was aimed at bringing together a group of
researchers to discuss their current work on functional analysis
aspects of probability theory, to provide encouragement for further
research through the lectures of invited scholars, and to introduce
to younger colleagues the latest research techniques in infinite
dimensional probability theory.

During the meeting the participants celebrated HUGO STEINHAUS's
100th birthday. The invited speakers on the special session were
Z.Ciesielski and K. Urbanik. Professor Steinhaus had a world wide
reputation. He was one of the founders of the internationally
acknowledged "Lwow school" of functional analysis, and "Wroclaw
school" of probability.

It has been the aim of the editors of these Proceedings to include
new and significant results. We wish to express our deep gratitude
to all the referees for their indispensable help. The selected pa-
pers tie together known results of the previous proceedings volumes:
Springer-Verlag's Lecture Notes in Math. vol. 656 (1978), vol. 828
(1980), and vol. 1080 (1984), describe the underlying ideas, summa-
rize the state-of-the-art, and state some open problems. Topics co-
vered in this volume include: PROBABILITY MEASURES ON ALGEBRAIC AND
TOPOLOGICAL STRUCTURES (A.Bartoszewicz, S.A.Chobanjan & G.J.Georgo-
biani, Ph.Feinsilver & R.Schott, W.Hazod, M.Lewandowski & W.Linde,
A.Luczak, J.Misiewicz & C.Ryll-Nardzewski, and V.Tarieladze); LIMIT
THEOREMS ON VECTOR SPACES (J.C.Alt, T. Byczkowski & P.Graczyk, E.Gi-
ne & J.Zinn, M.G.Hahn, J.Kuelbs & D.C.Weiner, E.Hensz, R.Jajte, and
A.J.Rackauskas); INFINITELY DIVISIBLE (STABLE, GAUSSIAN) MEASURES
AND PROCESSES (S.Csorgo, X.Fernique, R.LePage, A.Madrecki, M.Marques
& S.Cambanis, G.Pap, M.Rybaczuk & K.Weron, W.Smolenski & R.Sztencel,
and T.Zak); and STOCHASTIC INTEGRALS (J.Jurek, K.Podgorski, A.Rus-
sek, K.Samotij, Z.Suchanecki, and J.Wos).

The contribution of R.LePage includes, as an appendix, his very
popular, never published earlier, Technical Report "Multidimensional
infinitely divisible variables and processes: PartI: Stable case",
Stanford Univ., 1980. Proceedings contain also two longer survey
articles on recent developments in the integration theory of Banach
space valued measures (P.Masani & H.Niemi), and in the prediction
theory of infinite dimensional stationary sequences (A.Makagon &
H.Salehi) .

The conference took place in the Alfred Potocki palace in Lancut.
The palace was built in an early Baroque style (1625-41) and set in
a handsome park. It is ranked among the most superb stately homes to
be seen in Eastern Europe. We wish to thank the authorities of the
Lancut Museum for providing facilities which made it possible to
hold our conference in so charming place. Cordial thanks are also
due to M.Krol, T.Inglot, A.Makagon, and J.Misiewicz who helped in
the organization of the meeting. The conference was made possible
through 'the partial support of the Research Program CPBP 01.02.
which is acknowledged with gratitude.

Aleksander Weron
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Probabilidy Theory on Vecton Spaces 1V
Lancut, June’ 87, Springen’ s M1 1391

UNE FORME GENERALE DE LA LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES
POUR DES VARIABLES ALEATOIRES VECTORIELLES

Jean-Christian ALT
U.E.R de Mathématiques
7, rue René Descartes

67084 STRASBOURG Cédex

I. Introduction. — Cet article présente une forme générale de la loi forte des
grands nombres (en abrégé : 1. f. g. n) pour des variables aléatoires (v.a) a valeurs
dans un espace de Banach. Etant données une suite (X, ), de v.a. a valeurs dans
un espace de Banach séparable (B, || ||), et une suite croissante de réels > 0 (a,),
tendant vers I'infini, on cherche a caractériser la 1.f.g.n., i.e. la convergence presque
sure (p.s) vers 0 de la suite des sommes partielles normalisées S, /a, (on a posé
pour tout n > 1:S5, = X; +---4+ X,). On se fixe un réel M > 1; on sait qu’il
existe alors (cf [13], lemme 3.3) une suite strictement croissante d’entiers (nj)i>1
telle que
Vik>1 May,, < an,,, < ]\lBa(nk)H.

Le principal objectif de ce travail est de montrer que si les variables (.X,,), sont
convenablement bornées, il est possible de caractériser la 1.f.g.n. au moyen de
variances “faibles” similaires a celles déja utilisées dans [2] et [3]. De facon précise,
si les variables indépendantes et centrées (X, ), vérifient I'hypothése de bornitude

V>l X <ba (ps),

ou (b, )n est une suite croissante de réels > 0 telle que
= v > 0 ZGXP(_'Yank/buk) < o0,

k>1

et si la loi faible des grands nombres est satisfaite, i.e. si S, /a, converge en
probabilité vers 0, alors la Lf.g.n équivaut a la convergence pour tout € > 0 de la
série L >1 exp(—€lan, /or]?), ot I'on a posé

02.=sup EXi~1712§ 2’|, <1lp.
k B

ng_1<i1<ng

Ce résultat tire son origine de la l.f.g.n de Prokhorov, dont il constitue une
généralisation. Rappelons 1'énoncé de ce théoreme.



THEOREME 1 (You. V. PROKHOROV [9]). — Soit (X)), une suite de va-
riables aléatoires réelles (v.a.r) indépendantes et centrées satisfaisant la condition

de bornitude
3C>0 VYVneN |X,|<Cn/logan (p.s)

(avec pour tout x € Ry :log, x = In[ln(azVe®)]).

La suite (S, /n), converge alors p.s. vers 0 si et seulement si

(CP) Ve>0 Zexp(—el;l) < o0

n>1

ou l'on a posé

I, =272" Z EX?.

2ngig2antl

Prokhorov a de plus montré que cet énoncé est optimal au sens suivant : étant
donnée une suite (C,,), de réels tendant vers 'infini, il existe 2 suites (X,), et
(Y)n de v.a.r. indépendantes et symétriques vérifiant

) VneN |X,|<Cynflogan et |Y,]| < Chpn/logyn

ii) VneN EX?=EFEY?

i) Ve>0 3,5, exp(—el;!) <oo (oltl, =272 Sonicont1 EX?),
et telles que (X4 -+ X, /n), converge p.s. vers 0 et (Y7 +---+Y,/n), diverge
p.s. Autrement dit I'hypothese de bornitude du théoreme 1 est la moins restrictive
permettant de caractériser la 1.f.g.n par la convergence d’une série exprimée a
I’aide des moments d’ordre 2 des v.a.

Il est intéressant de comparer la 1.f.g.n de Prokhorov avec celle de Kolmogorov
qui concerne des v.a.r. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) et qui a
recu tres tot I’extension suivante aux espaces de Banach.

THEOREME 2 (E. MOURIER [8]). — Soit (X,), une suite de v.a. i.i.d. @
valeurs dans un espace de Banach séparable B. La suite (S,/n), converge p.s.
vers un élément de B si et seulement st F | X1|| < oo, la limite p.s s'identifiant
dans ce cas a BEX;.

On constate que le passage du cas réel au cas banachique s’effectue simplement
en remplacant les valeurs absolues par des normes.

Il était donc naturel d’adopter une démarche similaire pour la généralisation du
théoreme de Prokhorov aux espaces de Banach en remplacant dans la condition
(CP) du théoreme 1 les quantités I, par

An=27"" 3" E|IXi|*

ongi<on—1



Cette démarche a permis a Kuelbs et Zinn de démontrer le théoreme suivant.

THEOREME 3 (J. KUELBS ET J. ZINN [5], THEOREME 2). — Soit (X,)n,
une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans un espace de Banach séparable,
vérifiant les conditions

1)AC>0 Vn>1 ||X,]| <Cn/logyn (p.s)
2)Ve>0 .5 exp(—€A;!) < oo

On a alors Uéquivalence suivante

(Sn/n £, 0) =5 (Sn/n 2 0)

Cet énoncé a l'avantage d’étre vrai dans tout espace de Banach, mais nécessite
une hypothese 2) tres restrictive. En effet, si dans le cas de v.a. équidistribuées les
normes se comportent comme des équivalents naturels des valeurs absolues, leur
utilisation pour des v.a non équidistribuées se traduit par contre par une perte
d’information. Une seconde démarche consiste donc a rechercher des moments
plus adéquats, permettant d’obtenir une condition (CP) moins forte, et, en
contrepartie, a imposer des restrictions sur la nature de l’espace de Banach
considéré. Cette démarche a été suivie par B. Heinkel qui a étendu le théoreme
de Prokhorov aux espaces de Banach p-uniformément lisses en employant une
condition s’exprimant a ’aide des quantités

fa=27 Y sup{B(X,2Y ), <1}

2n<i<2n

Rappelons qu’un espace de Banach B est dit p-uniformément lisse (pour p €]1,2])
sl existe une constante K > 0 telle que pour tout couple (z,y) d’éléments de B
on ait

lz +yll” + llz = yll” < 2[|=]|” + K|ly|[*.
Voici I'un des théoremes obtenus, ayant pour cadre les espace 2-uniformément
lisses.

THEOREME 4 (B. HEINKEL [4], THEOREME 2). — Soit (X, ), une suite de v.a.
indépendantes et centrées a valeurs dans un espace de Banach 2-uniformément
lisse. Supposons vérifiées les 3 conditions :

1) 3C>0 VneN |X,||<Cn/logyn (p.s)
2) limp—o0on™2Y 1, E||Xi|? =0
A Ve>0 3,5 exp(—ed;!) < .
Sous ces hypothéses la suite (Sn/n)n converge p.s. vers 0.

La condition 3) du théoreme précédent n’est pas encore pleinement satisfaisante
car on vérifie sans difficulté qu’elle n’est pas nécessaire. En fait nous avons



démontré dans [2] que la condition de Prokhorov naturelle qui est nécessaire dans
n’importe quel espace de Banach pour la 1.f.g.n sous I’hypothese 1) du théoréme
4 s’exprime a l'aide des quantités

A, = 272" sup{ Z E(X,-,zl>2 : ||x/“BI < 1},

an <i<ant

la condition de Prokhorov qui en résulte s’écrivant

(CP) Ve>0 Zexp(—e)\;l) < oo.

n>1
La suffisance de cette condition a, dans un premier temps, été prouvée pour des
v.a. a valeurs dans un espace de Banach de type p € [1,2]. En adoptant une
méthode de randomisation gaussienne mise au point par M. Ledoux pour 'étude
de la loi du logarithme itéré équidistribuée dans les espaces de type 2 ([6]) nous
avons pu démontrer le théoreme suivant.

THEOREME 5 ([2], THEOREME 5). — Soit (X,), une suite de v.a. indépen-
dantes et centrées a valeurs dans un espace de Banach de type p €]1,2]. Supposons
vérifiées les deux conditions :

1) il existe une suite (C), de réels tendant vers 0 telle que
VneN | X.]| < Cn n/logsn  (p.s)
2) limy, — oo n~Py "  E||X:|P =0.

Sous ces hypothéses on a l’équivalence

(Sn/n2»0> =% (Ve>0 Zexp(—ex\;l)<oo).

n>1

Finalement M. Ledoux et M. Talagrand ont réussi a s’affranchir des hypotheses
restrictives de 1’énoncé précédent, et a montrer que le théoreme initial de Pro-
khorov est valable sans limitation dans tout espace de Banach. Leur énoncé est le
suivant.

THEOREME 6 (M. LEDOUX, M. TALAGRAND [7], THEOREME 13). —  Soit
(Xn)n une suite de v.a. indépendantes et centrées a valeurs dans un espace de
Banach séparable. On suppose vérifiées les deur conditions :

1) 3C>0 VneN |X,||<Cn/log,n (p.s)

2) S,/n—0.
Sous ces hypothéses on a l’équivalence

(Sn/n i 0) = (V e>0 Zexp(—ex\;ln) < oo)

n>1



M. Ledoux et M. Talagrand ont énoncé le théoréme précédent dans le langage
des processus empiriques. Ils ont imaginé pour sa démonstration une méthode de
randomisation par des variables de Rademacher. En utilisant cette méthode, nous
avons été a méme de prouver le résultat exposé au début de cette introduction;
ce résultat constitue la forme définitive d’un énoncé qui figurait déja dans [3] ([3],
théoreme 7). Rappelons en le cadre, qui est le plus général possible autorisant une
caractérisation de la L.f.g.n au moyen des variances faibles des v.a. : on se donne
2 suites croissantes (a, ), et (b,), de réels > 0 et une suite strictement croissante
d’entiers (ny )k satisfaisant les hypotheses :

{1)3 M>1 Vk2>21 May, Lap,, < ]\/I3a(nk)+1
2)3v>0 Zk21 exp(_'ﬂlnk/bnk) <00

Il est évident de constater que le théoreme 6 correspond au cas particulier a,, = n,
b, = Cn/log, n et ny = 2k Etant donnée une suite (Xn)n de v.a. & valeurs dans
B on posera :

I =]ng_1,ne] et  of= sup{z E(X;, 2"y |2/, < 1} ;

1€1
Avec ces notations voici I'énoncé précis du résultat annoncé.

THEOREME 7. — Soit (X,)n une suite de v.a. indépendantes et centrées a
valeurs dans un espace de Banach séparable (B, || ||) ; et soient (an)n et (by), deuz
suites croissantes de réels > 0, et (ng)r une suite strictement croissante d’entiers
vérifiant les hypothéses H. On suppose satisfaites les conditions :

V21 |[Xa] <ba (p-s)
2) Sn/an—-0.

Sous ces hypothéses (S, /a,)n converge p.s. vers 0 si et seulement si

Ve>0 Zexp(—c[ank/ak]2) < oo.

k>1

Remarque 1. — Le théoréme 7 admet le corollaire suivant. On se donne d’une
part une suite (X,), de v.a. indépendantes et symétriques a valeurs dans un
espace de Banach séparable B; et d’autre part une suite croissante de réels > 0
(an)n et une suite strictement croissante d’entiers (nj)i telles que I'hypothese
H1) soit satisfaite. On suppose vérifiées les trois conditions suivantes, dont les
deux premieres sont nécessaires pour la Lf.g.n.:

1) Ve>0 ZnZIP{“Xn“ > €ean} < 00
9) Sp/an—0
3) Ve>0 sy exp(—€lan, /ok)?) < 0o



ou l'on a posé

gt = sup{ Z E(X;,2")?; |2/, < 1} .

Nk—1 <iSnk

Pour toute suite croissante (b, ), de réels > 0 vérifiant H2) on a alors I’équiva-
lence :
n
Sl _ - o5
<S”/a” = 0) — <an1 > Xilpgixiigay = 0) '

=

Remarque 2. — 1l est connu que la loi du logarithme itéré (1.1.i.) apparait sous bien
des aspects comme une forme limite de la 1.f.g.n. Il n’est donc pas surprenant que
le théoreme 7 admette une “version LLi.”. Cette version s’obtient en remplacant
I’hypothese 2) par

2') (Sp/an)n est bornée en probabilité,
la conclusion se transformant alors en :

((Sn/an)n est p.s. bornée) <— (3 e>0 Zexp(—e[ank/ak]z) & oo).
k>1

Nous donnerons en cas particulier de cette version lLLi. une généralisation bana-
chique de la 1.1.i. de Kolmogorov, qui, comme le théoreme 7, était déja énoncée
sous une forme partielle dans [3], ([3] théoréme 6).

THEOREME 8. — Soit (X,), une suite de v.a. indépendantes et centrées a
valeurs dans un espace de Banach séparable B. On pose pour tout entier n

o2 = sup{E(S,,z2")*; ']l < 1}.

Soit (sp)n une suite croissante de réels > 0 tendant vers +0c0. On suppose vérifices
les 8 conditions : ,

1) ¥neN [|Xa] <sullogysa) ™" (ps)

2) la suite (S,/sn(log, Sn)l/z)n est bornée en probabilité

3) 3e¢>0 Vn>1 o0, <cs,.
La suite (S, /sn(log, sn)l/z)n est alors p.s. bornée.

II. Démonstration du théoréme 7.
A. Nécessité. Comme pour le théoréeme de Prokhorov dans le cas réel, elle repose

sur le lemme suivant (cf. [10], théoreme 5.2.2).

LEMME 9. — Il existe 2 constantes strictement positives c; et co telles que
pour toute suite Y71,...,Y, de v.a.r indépendantes et centrées vérifiant



e300 Yi=l... ;0 [¥| <esn (p8),

S, = zn:EYzz )
=1

on ait pour tout réel € > 0 satisfaisant les inégalités
e>c; et ec<cy

la minoration
P{Y1 4Ny 2 fsn} 2 (?Xp(—f?)-

On vérifie aisément que, sans perte de généralité, les variables (X,,),, peuvent étre
supposées symétriques.

Des hypotheses H résulte 1'égalité

(2.1) lim b,/a, =0.

n— oo

Les conditions 1) et 2) du théoréeme 7 permettent donc d’affirmer, en vertu d'un
théoreme de DE AcosTa ([1], lemme 3.1) :

. 2
lim E”Sn/an” = 0.
n—oo
Posons pour tout &£ > 1 : T} = Zielk X;; on a aussi
. 2
(2.2) lim E||Tk/an,|” = 0.
k— oo
Fixons nous un réel € > 0; et choisissons un réel 6 > 0 tel que

(2.3) 276 < ¢ et 2e¢6% < 1.

La suite de v.a indépendantes (Tk/a,,)r convergeant p.s. vers 0 d’apres les
hypotheses, on a

(2.4) ZP{||Tk/ankl| > 65} < .

k>1

Par définition de oy, il existe un élément fi de B’ tel que ||fi]| <1 et

(2.5) sr“,z = E(Tk/ank,fk)2 < az/a%k < 2s3



D’ou, en conséquence de (2.2) :

(2.6) lim s} = 0.

k— oo

Définissons
A= {k €N | ean bn, < 702} .

Pour tout élément k de A on a
P{ITe/an,|l > €8} > P{fi(Tifan,) > eb}
(2.7) = P{fk(Tk)/anksk > eé/sk}.
En vue d’appliquer le lemme 9 posons pour tout ¢ € Iy
Yi = fiu(Xi/an,).
Par la condition 1) du théoréme, ces variables vérifient :

Vil < | Xill/an, < bny/an,  (p-5)
= Sk(bny/@n, k)

Posons ¢x = by, /an, sk; remarquons que par (2.6) on a pour k assez grand
€d/sr > ¢;; d’autre part :

(€8/sk)cr < €bby, [an, 5t

< 2€bay,, by, Jo} (par (2.5))
< 276 (car k € A)
<e (par (2.3))

Le lemme 9 s’applique par conséquent pour k assez grand et donne :

P{fk(Tk)/ankSk > 65/8k} > exp(—€?6%/s})
> exp(—26*6%a3, [o}) (par (2.5))
> exp(—€lan, /ok]?) (par (2.3))

On déduit alors de (2.4) et (2.7) :
Z exp(——e[ank/ak]z) < oo.
keA

Pour k ¢ Aon a
2, /0% 2 Yany/Sbns.



D’o, grace a I'hypothese H2)
Z exp(—f[ank/ak]2> < oo,
kg A

ce qui acheve la démonstration de la nécessité.

B. Suffisance. Supposant satisfaite la condition

Vex>0 Zexp(—e[ank/ak]‘z) < 00,

k>1
nous voulons montrer que la suite (S, /a,), est p.s. convergente vers 0.

La condition 2) du théoréme 7 permet d’utiliser un argument usuel de symétrisa-
tion (cf [5], lemme 2.1); les v.a. (X,,), seront donc supposées symétriques dans
toute la suite de la démonstration.

Tenant compte de I'hypothese H1), il est connu (cf. [5] lemme 2.2) que la
convergence p.s. vers 0 de (S,/a,), équivaut a la convergence p.s. vers 0 de
la suite (Tk/an, )k. Les variables (T /an,)r étant indépendantes, cette derniere
convergence équivaut a

V>0 ZP{HTkII/ankH > 77} < 0.
k>1

Pour toute suite (€,), de variables de Rademacher indépendantes, indépendante
de la suite (X, )n, l'affirmation précédente équivaut a la propriété suivante, que
I’on se propose de démontrer :

(2.8) V>0 3 P{IT > nan, } < 0,
k>1

ou 'on a posé pour tout entier k

T/c = Z El'AXi.

1€

Fixons un réel n > 0; et soit € > 0 un réel qui sera précisé ultérieurement.
Remarquons que d’apres (2.1) et la condition 1) du théoréme 7, on a pour n assez
grand

[Xall < an (p-s)-

Comme de plus (S,/a,), converge en probabilité vers 0 par hypothese, un
théoreme de DE AcosTa ([1], lemme 3.1) permet d’affirmer 'existence d’un entier
ko tel que

(2.9) Vk>ky Ea,l||Ti| <e



