A
Rettny

*
AT e
;

o

Siwad v

5
R

Wi
SIRLE

et
dis7

F it %
o A‘E‘?’ 2N F22i)
e g
Peegreigy $5: S %

L el 5
St spen:

R




- INVARIANT DE HOPF
BT OPYRATIONS COHOMOLOGIQUES SECONDAIRES

~ Volume 2 [exposés 10 2 19]

2 édi'bion 120 |

- i

¥ ‘ 3 bt ¥ 0 )
t mathématique

| Seeretari:
. 11 rue Pierre Curie, PARIS Se




Séminaire Henri CARTAN
E. N. 8., lle année : 1958/59

i 2e édition

' INVARIANT DE HOPF
ET OPER.’TIONS COHOMOLOGIQUES SECONDAIRES

TABLE DES MATINRES

> _ Nombre
de pages

Volume 1
L ZISMAN (Michel). ~ Espaces fibrés et groupes d'homotopies o o o . . o . 21
2. DOUADY (Adrien). - Le suite spectrale des espaces fibrése « « « + .+ o & 10
L 3. DOUADY (Adrien). - Application de 1a sulte spectrale des espaces fibrés 11
4 4 DEMAZURE (Michel). - Théorime de Hurewicz et Whitehead. » o o v o o o o 13
: 5. CARTAN, (Henri). - Suspension et invarisnt de HOopfe e:s o senve asre o.a 19
* 6. CARTAN (Henri): - Invariant de HOpf o ‘o s Mo o s 4 0 sis o o us o' 12
7. SHIH Weishu. - Ensembles simpliciaux et opérations cohomologiques. . 10
o DOUADY (Adrien) . - Les complexes d'Eilenberg-Maclan€e « « o « « o o o & 10

1

9. DOUADY (adrien)s —:Opérations cohomologiques. « « o « « o o o o o o o o 15

Volume 2

10+ GIORGIUTTI (Italo). - L'algébre de Steenrod ot Bo-anales ¢ ik P 14
1. GIORGEUTTI (Italo). - L'algébre de Steenrod et sa duale (suite). . . . 10

12« CARTAN (Henrl). - Quelques propriétés des algdbres de Hopf. Applica-
X , : tions Cl l'algebre de Steemcﬂ. L L] -l { L] L] L] L ] ° ° ° . L] . L] L] . . . ] 18

13. CARTAN (Henri) . - Opérstions cohomologiques second@ires. s « « « & o o 20
14 CARTAN (Henri). - Opérations cohomologiques secondaires (suite). o + 12
‘_ 15« CARTAN (Henri). - Homologie et cohomologie d'une zlgébre graduéde. « « 20

16. CZRTZN (Henri). - Une suite spectrale. Application A 1'algdbre de
S’beenrodpourp:Z..-............-..'...-..‘ .1.3

17. CARTAN (Henri). - Relations cntre opér>tions cchomologiques secdndaires 10
18-. DOUADY (ﬁd’rien). : nd La Suite spech‘ale d'AdrmS. L] e o e ] ® . . . o L] ] 16
19« DOUADY (Adrien). = La suite spectrale d'Ad'ms : structure multiplicative 13

..I.ll’.l..’tﬁ""Iﬂlcl.‘l.l..ll.Ul‘l.uo-..loo.b...'lw..I.d.....'...
¢ Le voluge ! contient les exposés 1 & 9, le volume 2 contient::
«les exposés 10 a 19, - 5 .
...".II....'IIl..lcl.l.l."”'l...l..l.‘!h-....‘.l..l.l 20000800 S0 S

¥



10-01

Séminaire H. CaRTAN,
E. N. S., 1958/59 : ' : S
Stiiia ‘ ‘ : ‘ 9 février 1959

L' ALGIBRE DE STEENROD ET Si DUAIE

par Italo GIORGIUTTI

1. Généralités sur les algdbres de Hop_ (c£. (4] ).

¢

¥ desigao un corps de base, commutatlf. TUne algdbre de Hopf est definie par la

donnée : /

1° d'un K-esrzce vectoriel gradué 4, tel que chaque An soit de dimension finie
(comme espace vector:.el), avec A =0 .pour n <0, et 4 MK (l'isomor;hisme de
4 sur K est donné). On note ‘m  1tin-ection K—»A , composée de l‘isomorphis-

o)
me Kqu et de 1'injection naturelle A —>4 . On note & l'augmentation A—K ,.

composée de la projection naturelle A——aA et de 1'isomorphisme A ~K ;.
-2° d'une application Kj-linéaire de degré O 3
@ : A®, a4 ’ -

qui fait de A une algébre graduée (non supposée associative en general), admettant

1 &€ K comme élément unité ; 1e|fait que 1 est element unlte se traduit comme suit'

les deux applicatioas composees
: q & 1 ;
A=K@ i ——3 A®ATA

) 4= A®K 1.*"%3.}_9 A®a _‘§;A

sont 1'identité ; ks
3° d'une application K-lindaire de degré O (appelée "application diagonale')
D: A—A® A ' ’

qui ‘fait de A wune coalgdbre graduée (non supposée' associative en général), admettant

€ comme élément unité, ce qui signifie ceci : les deux applications composées

2 e@l

A— A @A Lx®a=a
: iR 5
i‘sA)A@A—A-‘——éA@K: A

sont. 1'identité. I1 revient au méme de dlre que 1l'on a
A1) =1 ®1 , et, pour a€h (n »>0) ,
O (a) a®1+1®a+2:ui®vi ',
.
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les u, et les VI é'tant homogénes de degré’s » 0 . Autre condition équivalente :
"pour tout a €4, a - (a@l)‘_ est dans le noyau de 1 ® E » et Aa - (1®a)
est dans 1e noyau de € f; 1

. Les données précédentes sont en outre assujettles & 1'unique condition suivante P
. le diagramme :

a . BB
o ADA — >ABD4L @A BA o -‘5'1‘&1
(1) 1"1 e i : “‘éa@A@ALZ)A

A ‘ B, o —¥3¥

-oﬁ‘ T(x ®y) = (¢ 1)’2'1 vy ®Xx , avec g» deg Xy o= deg y 5 est commutatif.

La camutativite de (1) exprime que, lorsqu'on munit 4 & A de sa struotnre d'al-
: gebre graduee ( produit tensoriel "gauche" de deux algébres graduees) s 1'application |
A estun homomorphisme d'algtbres graduées. La commutativité de (1) exprime aussi,

+ dualement; que @ est un homomorphisme de coalgibres graduées. ‘

g DEFINITION. - On d:.t que la multiplication ? est ass‘ociatlve si le diagramme

$ 31

A®A®A Aa®a

11Ao§> i i;ﬂ

AN AE ———— 4

- est commutatif. De méme, on dit que 1'application diagonale £\ est associative si
le diagramme suivant est commutatif: :

e

Vi G : 1A@A
: : ﬁ"EwlA
: ARA —— A DA®A

/

7’ . ' »
On dit que la multiplication & est commutative I_(ou, plus exactement, anticom-

mutative) si 1le diange suivant est commutatif

A®A -—T__> A®A

@\ LE /¢
- Définition amalogue de la commutativité de & .

: Algébr_e de Hopf duale : Soit 4" 1le dual-gradué de l'espace vectoriel gradué 4 ,
c'est-a-dire N : i

e Pamna, 0




Soient.-‘&* s A*_.;K et ".'L* : K -9*A’ les transposées des applications ~ et
£ . Identifions ‘a* ® 4" au dual-gradué de A ® A , en définissant comme prod:ui'b
scalaire (A ® A ® (o ®A)—K l'application composée

ot 'y @A@A'l_@__T_?;\l_A @A@Adonl‘?_}_)x@K—x .

A désignant le produit scalaire ; en d'autres temes, on poefe_a
. —§|" ' % 3 . Y
cx*®@y' ; xB®y> = (-1) 'S S ST e s
avec §‘ sodag xii, ’q_=degy .
‘Alors 1l'application 5 a pour transposée une application

A* :,A*——)A*@ A* T ‘-

de degré O ; de méme, 1'application A a pour transposée une api;llcatlon
‘d@* < At @At laa”

; / * * # ; A X o
de-degré O . Il est immédiat que les applications M , € & et A~ défi-

nissent AY comme algébre de Hopf (on notera, en particulier, que lg‘diagramne trans= -
posé de (1) est commutatlf, et que 1'application transposée de T A ®A—=}A®A G
est 1'application A" CDA it s ®A qui envoie x' @yl en (- 1)5™ Y@,
avec g' =deg.x' 5 W' =4degy '),

On dit que 4" est l'algé-bre de Hopf duale de 4,

Bidualité : on identifie A au dué.l-gradué de A* , en coﬁvenant‘ que

. x 4, x! >=¢x' , x 3. Alors A%A g'identifie an dual-gradué’'de A™ % g ,

1'application £, est transposée de P* , et ¥ est transposée de P* , Done

1'algdbre de Hopf < s'identifie & 1'algdbre de ‘Hopf duale de A"

2, L'algébre de Steenrod. , | : >
On note p un nombre premier. Conformément & la définition donnée dans 1'Exposé 9,

paragraphe 2 i (page 9-08), on considére 1! espace vector1e1 (sur le corps 2_) Si

formé des opérations cohomolog;ques statles de tyve (i o0l A ) 3 une telle opéra-r

tion s défiait done, pour tout entier n , une ‘.ppllcation linealre

n n+i

i b AR ) (X % 2 ) s et ceci pour tout ensemble simplicial ‘X . Rappelons gue

S est u.n Zp-espace veotorlel de dimension finie (cf.
9-05).

[

Exposé 9, lemme de la page

Soit S* la somme directe des .S:.L

. La composition des opérations cohomologiques
stables définit sur S

une structure d'algébre graduée associative, ayant pour
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'elément unité l'operatlon identique. La sous-algebre s° des éléments de degré O
'ideutifie canoniquement au corps de base Z s puisque les sevles opérations coho=

mologiques de degré O sont définies par les homomorphismes Zp—-& Zp des groupes
i de coefflcients. ‘ ; : - '

. D'autre part, on a défini Expose 9, paragraphe 2 C, page 9-10) une ag&icatioh

: diagonale A dans s* ; O envoie VSi dans z sd ®s¥ . Cette application
: J9F=i 2

diagonale est caractérisée par la propriété suivante : i

: 'lPROPRII*fTI"f. = 5i, pour tout couple d'ensembles simpliciaux X , Y , on note ¢

1l'injection canénique ‘
(X ;2) @ (Y ; 2 )—H (X xY ; 2.) .

: i T _ P

 on a, pour tout s €S* ,

t2) "Co (As) = 80 C (égalité de deux applications do 0 (X 22 )@H g .2 dans

il (XxY ;2 ) , étant entendn quel'onfulhoporor S @S sur H. (X 2 )&Z)H {x; pr en

’raepqotan‘bla l'régle dessignes" : (s' % s") . (u ®v) = (- l)qr(s )@ s"v) ,
ol g et r des:.gnent les degrés de s" et u respectivement).

PROPOSITION 1. - Munie de 1l'application diagonale /) , s* est une algebre de

3 Hopf. De plus l'applicatlon dlagonale est associative et conmutatlve.

DEMONSTRATION.

a. Pour tout s &S ,.« As - (s ®1) est anmlé par 1 ®E . En effet, prenons
Y réduit 2 un point, et identifions X & X x Y ; alors .C s'identifie 3 1% {mo=

~ morphisme de H'(X) ® H'(¥) = £ (x) ® Z, avec H'(X) ; a priori, As - s'®1
. ;apfaartient au novau de 1@ & ; alors la relation (2) montre que s' = s , ce qu'il
| - fallait démontrer. On verrait de méme que, pour tout s eg s As - (1 ®s) est
aniulé par £ @1 . ; |

b. Pour montrer que le diagramme (1) est commutatif (lorsqu'on ¥ remplace A par

~ 8"), 11 suffit de prouver que 1'application diagonale A: F—*®5* est multi-

. Ellcative (la structure multiplicative de s @ s* étant'celle du produit tensoriel
gauche de deux algéhres graduies). Or soient s S8t e s* ; 1'opération composée
(As) o (As') (ou As et As! operent da.ns 5 o (X ; 2)®E(T ; 2)) h'e#t au -
tre que celle defi'\ie par le produit (As) . (Os") dans 1'algstre 5°% s* . On a'!
alors . - :

. (ss’) 0oC=s50s'"0C=500C0(As'")=Co (As) o (As') =C o ((AshAs'))

\ el
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et ceci orouve que /) (ss’ ) (A s)(hs') .

c. L'associativité de D résulte ¢e la relation caractéristique (2) et de 1'as-

sociativité de 1'application € , cette derniére exprimant la commutativité du dia- »

gramme : 1
L * R e e *
@)@ (X)) 222 5H (X % X') ®H (X)
1®C < ey i
* * c » £ !
R ® B0 210 i x k1% XN
(on identifie X x (X' x X") et (X x X') x X" comme d'habitude). : \

d. Reste enfin & & prouver la commutatlvn.te de l'applicatlon /\ . Notons f 1'ap-

plication naturelle X x ¥ Y x X (qui envoie’le point (x , y) au point
(v , x)) 3 ot soit T 1'application H *x) @u (¥)»E" () & H (X) qu1 envoie
u@®v en (_‘1)qr v&u (q et r désignant les degrés des éléments u et. v

_supposés homogénes). Il est bien connu que
| chtzfet
ot £ ¢ B (Y x X) —)H‘(X x Y) esf induit par £ ..On a :
'CoTo(As)=f‘oCo (-As)=f‘osoC:sof’oC:soCoTz'be(C\'s) o L.
d'ol, puisque C est une injection,
To(ﬂs)o:T—:L:As S
La commutativité de l'applicition £ résulte alors dﬁ fait que
To (s'®s") o T_l = (- 1)q'q“ s"® s' 5
avec q' = deg s' , q¥ = deg s" .

Ainsi la proposition 1 est démontrée. Par définitionm, s* , munie de sa structure
d'algebre de Hopf, s'appelle l'algébre de Steonrod. Pour chaque p premier, il y a

une algtbre de Steenrod. . T o : -

L'algtbre de Hopf duale de S sera notée S . 3 on notera Sn 1'espace vectoriel

des é1émepts de degré n de S; . D'aprds la proposition 1, la multiplication de

S* ‘est associative et commutative (i. e. anticommutative). On se propose, dens cet

¥

Expose et le ‘sulvant, d'expllcrber compl Stement la structure d'algébre de Hopf de |
S;* , en sulvant MILNOR [ 3] Tt :

3. Proprletes connues de 1'a jfbm de Steonrod.

Nous allons donner ici la liste des résultats suppoées connus au su;]et de S
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et qui ont d'alllaurs été demontres en partie dans 1'“xpose g pour le cas p =2 .

~ Pour le reste, nous renvovons aux articles cités en Fid [2:L [5] dans la Bibliogra-
“\phie, ainsi q1'au Semlnalro Cartan 1954/55 ol sont démontrés tous ces résultats.

: Gas p e So designe l'unique opération cohomologlquo stable de type

Sl 22 > 2o ) telle que Sq e pour - x €H (X ; 22) s (ef. Zxposé 9) Sq
~est l'identite, ebona S x=0 si deg (x) <1,

s Pbur toute suite d'entlers >“O

; (?1,? Gy 5 see 9 By A ntils pour k. assez grand, on définit

o ' ‘ a a ; a
Sq . £5q.; : o Sq . O way O S0 s 0 ik 3
: : .a
~.ce qui a un sens puisque Sq x est l'1dent1te pour k grand. On sait que les SqI

relatifs aux suites I “telles que 3, Z 2ak+1 s forment une base du 7Z ,~espace vec-

~ toriel 3 3 en realite, on aura seulement besoin de savoir que ces Sq~ engendrent
- 1'espace vectoriel s* .

i

Cas p premier impair. - Soit }5 1'opérateur de Bockstein

{ .n ; n+l
HY (X ; zp)._gﬂ (X3 Zp) >

~ascocié 2 la suite exacte de coefficients
0—72 —72 2 —50

B s
o (On ne fait pas la convention de signe adoptée dans [2] ; ainsi /3 ~anticommute
avec la suspension, et c'edt bien une opération cohomolqglque stable, au sens de
1'Zxposé 9, page ;-08) Soit d'autre: part pour chaque eutier i > 0O , g -l'ope—

ration de Steearod de degré 2i(p - 1) : c'est 1'unique oper“tlon cohomologique sta-

ble de type (2i{p - 1) , Zp - Zp) telle que (P* x =P pour x & HZi(X ¥ 7

Aﬁao est liidentité, et ona P*x =0 si deg x <:21 . Définissons, poﬁr tout en-
tier a 20, congru @ 0 ou 1 modulo 2p -2 :

(3) s5t® ¥§¢p1 et e REE )
z e i
: . {Pod 8l . a=z=2i(p = 1) 1, G e

Pour toute sultp I (a1 » 8y 5 ses 5 B, v ) telle que a=0 ou.l
- .(mod 2p - 2) 3 ak # 0 pour k assez grabd, définiscons

il

11

s o ‘al ay LAy iy ¢ ‘ 1 e
L = B0 0Ot "0 ... 08t " 0 4... On salt que'les ‘St relatifs aux suites

,8; ~ "admissibles" T , c'est-3-dire telles que ay > pa,k_;l , forment une base du
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. BT ' : : ‘
Z_-espace vectoriel S In réalité, on aura seulement besoin de savoir que ces
I ‘

L}

: 2 : 2
éngendrent 1'espace vectorlcl S5

REMARQUE. - Pour p = 2 , convenons de poser 0 quzL « On sait (prosé 9, pa

ragraphe 3) que p= Sq1 , alors les formules (3) sont encore valablcs si on y
éerit Sq° au lieu de st (ef. page 9—13)

Détermination de 1'application diagonale de S . : : ,

Commongons var le cas ou p = 2 Pulsque les SqfL engendrent l'algébre s* et
que 1'application diagonale & est un homomorphisme d’algebres graduees, 1'appli-~
cation 4 est théoriquement connue quand on coanait les Zl(Sq ) « On é démontré

@

(Exposé G; paragraphe 3, B) :

(4) Alsg’) = Z syl @aa* . |
jtk=i > -

{

Sur cette formule, on peut vérifier 1'associativité et la commutatlvite do- o0

La formule (4) s'interprete comme,sult : posons Sq = EZ: Sq 2 alors, ol et
i20

x' € B (X 3 By ), onm Sq(xx ) =(8q x)(Sq x'); autrement dit, Sq est un endomor-
phisme de l'algebre H e ) - .

Soit maintenant p premier impair. I1 est 1mmed1at que

(5) ; AR = jl®1+1®j3 2
et on.démontre (en utilisant par exemple la méme methode que dans 1'Exposé 9 pour

p = 2) que

(') e aﬂw -
: : 3+k—i

Puisque 1'algébre s* est engendrée par J3 et les GDj" " les formules (5) et
(5') déterminent théoriquement 1'application A . Ici encore, on peut vérifier di-
rectement 1'associativité ét la commutativité de A . 5ionpose (= ‘Z: 631

est un endomorphlsme de 1'algébre de cohomologie B (X ;2 ) v

REMARQ“E. =11 faut prendre garde que si 1l'on pose, comme on l‘a dit plus haut,
P Sq dans le cas p =2 , la formule (5' ) devient inexacte.

4. Ztude des opérations de s* dans H*(Z P R Zp) . : P

H*(Z - $ 2 ) est 1'algdbre de cohomologle, i coefficients dans

K(Z ’ l) P est bien connu (¢f. par exemple 1 Expose 8, paragraphe 3§ ‘que !



&

- 10-08 -

5 p= . " (22 3 kg 22) est une algébre de polyndmes engendrée par un é1ément

i

Si p est premier impair, 1l (Z . 115 ) est le produit tensoriel d'une algé-

bre extérisure & un générateur x Q u (Xp > 1 ;2 ) ot d'une algébre d€ polyndmes

g éungenerateur yé_Hz(Z sk ,Z),avec y—J)x.

. LEMME 1. - Soit p=2 . Pour toute suite I dlfferente de
0, . 0, i, ona Squ—O, sauf si I est de 1ai'ome

1 oK+l
5 oes 1 ’0,0,'-oo)’, .auquel cas Sq X =X 5

k:‘
’2

o

DEMONSTRATIOY. - Pour des raisons de degré, on a :

Sq}é=x+x2 .

b d'ol, puisque - Sq est un endomorphisme de 1’a1gébre‘ H"'(Z2 gl s ZZ) s
' k k
Sq(x2 ) ='x2 + X e

#

. On en déduit aussitdét le lemme.

3 A ' K
onadonc Sg x =0 sauf si i=0 ou i=2

1

JEMME 2. - Soit p premier impair. Pour toute suite I différente de

(O, L ’o, -lo) ,Ona.

_ k k-1 : ‘
St.I y = 0, saufsi StI~ est de la forme (I?p mp. (Pl , auquel cas on a
I k+1 ‘ ‘ , "
st* y =yP . On a de mime :
i st x =0, sauf si st! = > (auquel cas x =y) ou si st est de la fome
.okl Wi ' .
=] ; . - ¢
G p @p‘ ous § 1/3 s auquel cas StI x .= yp .
DEMONSTRATION. - On a 5?’37 =y + yp , d'ol
i E o
et ) e e gl ’
: i k
ce qui entraine G v®)=0 sauf si i=0 ou i-= pk » De plus j& y =C (puis-

que, Vv = j}x et que. pp = 0), donc F (vJ) = 0 pour tout entier j . De 12 on
‘déduit la premiére partie de 1'énoncé. !

La deuxiéme partie se prouve on observant que &' x =0 pour i > 1. (pour des
“raisons de degré) et )’3 x =y 4

¢ 4 : 3 s 2 ) »*
Revenons au cas p =2 . Il résulte du lemme 1 que, pour tout élément s €S , on

Sl S



10-09

N 2i -
(6) sx= 4 & X ,avec a &7, .

I1 est clair que les coefficients ag dépendent . }1fnéairement d¢ s ; il est immé-
diat que ay s'anule sur les s homogénes de degré # 2% - 1 ; autrement dit, la
forme linéaire a, est undlément homogéne de S* ; de degré 2" - 1. Onroter: désorme}is

gi cet élément. Observer que go =1 , élément unité de 1'alggbre S ..

Soit P(gO , El N Ek , «se) 1l'algdbre des polyndmes construite sur les

générateurs Ei (d'é1ément unité ;O) : c'est une algdbre gradude. Puisque 1'algé-

)
bre gradude S, est associative et commutative; on a’'un homomorphisme d'algebres

graduées unitaires f : P(fo e “fk s ...).._;S* .

THﬁOHﬁME 1. - Pour p =2 , 1'homomorphisme f: est un isomorphisme d'algébres
‘graduées. v

Ce théoréme sera démontré au paragraphe 5 . Passons au cas ol p est premier im-

pair. I1 résulte du lemme 2 gue, pour tout s & s*, ona
i : <
(7 sy = Z g, 'y° , sx=a x+ 2__ b, yP .

les a, et les b, appartenant 3 2, - Ces coefficients ai; et b, dépendent :

linéairement de s . D'une fagon précise, a, définit sur 'S une forme linéaire
de degré 7-2(p1 - 1) , que ‘nqusr noterons fl ; ot bi définit une forme linéaire de
degré 2p - -1 , que nous noterons Ty Ainsi les fi et les Ti sont des é1é-

ments homogénes de S, et Eo est 1'é1lément unité de 1'algebre S

Boit U( }i ; Ti) le produit tensoriel de l'algébre extérieure construite sur les

générateurs ’l.’i (de degrés 2p - 1) et de 1'algébre des poljranes construite, sur
les générateurs Ei (de degrés 2p- - 2) , }0 ' étant pris pour élément unité.

Puisque 1'algébre graduée S . o5t associative et anticommutative, on a un homomor-

phisme d'algébres gradudes unitaires ]0 U( Ei s Ti)"“'* S,‘, .

THSOREME 2, - Pour p premier impeir; 1'homomorphisme f) est -un isomorphisme

d'algébres graduédes. 4 ; /

Ce théoréme sera démontré au»paragr‘aphe 6 . Les théorémes 1 et 2 déterminent en-

tidrement la structure d'algebre graduée de S Cra

PROPOSITION 2. - Dans le cas p = 2 poih < Ek ’ SqI

- (21""'1 4 2k_2_', svia X oL wws) g duchel cos "~§k s SqI » =1 . Dans le
cas o p est premier impzir, ona ¢ }1_, 8 » =0, sauf ‘el

> =0, sauf si
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e N LR R S s oss)’, suquel cas
< §k ,‘St.'I > =1 ;deplus, ona < ’T.k s St_I > =0 , ssuf 8i

I (p _— 2) ’ pk—2(2p "'2) s ®0 e ] 2p -27 ’ 1 ,‘0 '] .ol) ] &U.quel caS
2, StI >=1. ‘ ’

La prop051tion 2 résulte aussitdt de 3 deflnltlon des E:i' et des T, , et des
lemmes 1l et 2, ’

5. Démonéﬁration du théoréme 1.

On suppose ici p=2 , 4 chaoﬁe suite (r Ty s ses 5 Ty sss) dlentiers % 0,

»nule sauf un nombre f1n1, associons la suite

(a yosee 5 8y Sl » avec a, = EE: i r; -
12k o
coon :
e ‘,_/ ; 8= 28

k kel T N .

r

Doné la suite I est adm1s31ble (¢! eut-a—d1re a > 2ak+1) Réciproquement, toute
sulte admissible définit la suite des

I'k = Clk - 2ak+1 (k | 9 2, ..'.) .

e

On obtient aihsi une correspondance bijective entrc les suites

(rl yosee s T, «s.) et les suites admissibles I . On hotera w (1) le mondme

1__.(5'k) g E:S qui correspond 3 une suite admissible I . Observons que le degré

I #

" ‘du mondme Ld(I) est égal 2 celul de Sq -€ 35 .

* = Ordopnons 1'ensemble des suites admissibles I par 1l'ordrelexicographique & ngtir
de la droite. On va prouver le lemme suivant : ‘ i

I 3. - <), 8 >=1(0 et Tc7,

i_l si I e

Le théoréme 1 en résultera. En effet, la matrice des « W(J) , SqI > étant
triangulaire, avec 1 dans la diagonale principale, il s'ensuit que les SqI sont
- 1inéairement’ :Lndependantu dans S" > et comme on sait qu'ils engendrent 1'espace
' vectoriel S » on conclut que les wWY(J) forment une‘gggg de l'espace dual S; 7/
d'ol le théoréme 1. :

Démontrond maintenant le lemme 3. L'assertion est tr1V1a1e LR s e I fe

Supposons done J = (wl » see 58y 5 0, 20l), avee z 1°;

b
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alors, puisque. I<J ,ona I= (b1 g ..,. » By s 0y vad , avec bk C
Le mondme (J) est éz2l au produit w(J) Ek , avec

k-1

'»— Y 5 k-2
J ~(a1 2 y 3y 2

,...,a.k-l,O,...) %

On a donec

: I ‘ I S
<c@I), 80> = <wW) 5,8 > o |
et guisque 1'application dlagonale JAY de i est {;ransposo'o de.la multiplication
de S, , ceci est égal 3 < W(I')® §k,A(Sq)\ A Vg e
: {
Or la formule (4) entraine l_\.(Sq Yz ZSq ® Sq o , la sommation étant étendue
a tous les couples (I' , I") tels gque I' + I"=1 (ce qui signifie que si
= (b].5 «oe 5 B} 5 o) @b I = B, L, DYy ee.) s onE by 2 B! + by

1 i
pour tout i). D'oh

iz ' : fic- :
<w(J),SqI'>=L_.n-’~w(J')sSq'I>-'<,'§k,Sq > .
R & <
Or, d'apres la prop051t10n SRR Ek ’ ‘qI > est nul sauf si
i (2 2k_2 , wss 51 5 0, su) , auquel cas c'est égal ® 1 . De deuxt choses

l'une : ou bien b =0, et alors il est inpossible que I =1I' + I" (&" ayant la
valeur gu'on vient de prec:l.ser) { dans ce cas, on voit que L GHTY SqI Noiam (g
1]

Ou bien by > 1, et alors on voit que LkJ(J) g SqI oy <¢~J(J') 5 SqI iy

La suite I' est aloré admissible, et I' < J' . D'ol 1'assertion du lemme 3, par

récurrence sur le degré commun de (Cu(J) et de SqI »

COROLLAIRE du lemme 3. - Ona < (E ) y Sq Sk pigeh Sq est orthogonal &
2
)

tout mondme de- S »autre_a. que (T €4

.Bn effet, la suite I=(i; 0, veo)  est antérieure (dans 1'ordre lexicographi-
que) 3 toute suite adwirsible de méme degré.

6. Pémonstration du théoréme 2.

S~

On suppose que p est premier impeir. L'algebre v'U(f__.L § e i) admet pour base

' les mondmes de la forme

: 2 o

]

T e 't‘il “')(5,1 ‘ue EJJ ) ‘,

ol les exposants 6 sont égaux & O ou 1 (et nuls seuf un o fini), et les
i 5 N

‘exposants T 3 sont des entiers =2 0 quelconquea (nuls saui‘ un nombre fini).

%



10- 12

A chaque cuite ( Eg s v s Ei 5 ses 3 Ty 5 eee 3 T. 5 +ss) do ce type, asso-
cions la suite I = (a1 s eee s Ay ees) définie par

/.

F v ! 5 i-k
’ gy =il i@ e ) £ (F e v p .
: ¥ TR A o
i On a :
B APy By E t (e a0,

Donc la suite I est admissible. Réciproquement, toute suite admissible
1= (pl s s s By ee.) définit le suite des ‘Ekwl par la relatioﬁ (8), ot en=
suite (9) définit les entiers Ty # 0 . On obtient ainsi une correspondance bijec-
tive entre les suites 'fiﬁi’, rj) et lps suites admissibles I . On notera @ (I)
' lo mondme qui correspond de cette manidre & une suite admissible I . Up calcul fa=-

e

cile montre que le degré du mondme @(I) est égal au degré de 1'élément St

Ordonnons 1’ensemble des suites admissibles I par l'ordre}lexicographidué 4 par-
tir de la droite. On va prouver le lemme suivant : :

LEMME4.-¢«..~J(J),S1:I>=J(’O 6 e

{21 =2 127,
Le théoréme 2 en résultera évidemment.

DEMONSTRATION du leme 4 . = L'assertion est triviale si J = (0, 0, eua) o
Supposons donec  J = (al S wey gk,O soaue) §oBves ay = 0 . Puisque I1£J,o0na
“Is (b1 s ses 3By, 0, ees) 5 avec b, sa, Il v & glors deux cas possibles::

Premier cas : 2y 7 2p - 2 .

-Alors le mpndme (J) est le produit du mondme W(J') ot de Ek”’ en posant
Fefa, s (o) ‘ cnlzp e C o o n a0 )
1 E A b O | e T sl 9 :

qui est aussi une suite admissible. On en ddduit 4

W@, By s G B Ble s s
; _ : - 2 of Lkl G e
or les relations (5) et (5') entrafnent A(St™) = - St~ & St~ , la sommation

' étanf étendue 2 tous les couples I' = (bi S ek bi R
Ir = (bi' 9 eee 3 bl'é ’ -..)- tels que

[
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by s0 ou 1 (modzp-z),,bﬂgo ou 1 (mod 2p - 2) 5 _ -

Bbpat o |

*D'ol ; /
<(J(J),St1> =[',t <c.)(‘J'),St,I'> . <‘§k,StI"> e
D'aprés la proposition 2, < Ek 3 st!" > est nul sauf si
In = (pk_1(2p o 2) 9 s 2p -2 9 o ’ ..'0) ; ’

et dans ce cas c'est égal & 1 . De deux choses 1l'une : ou bien B < 2p -2
(c'est-a-dire by = 1 ou 0), et alors il est impossible queI =TI'+I", I" ayent la
valeur qu'on vient de préciser ; dans ce cas, on voit que < w3y, SqI Bzl v
et le lemme est démontré. Ou bien b, = 2p -2 , et alors on a :
. } L]
P e e e

en posant I' = (bl - pk_1(2p wid Y bk-l - p(2p - 2) , bk - (2p -2), 0, Peadl

dans ce cas, la suite I' est admis:ible, et I' <J' . D'oh le principe d'une dé-

monstration récurrente du lemme 4.

Deuxiéma cas @ a, = $

Mors le mondne @(J) est égal 3 w(J') Tieq ? ot J' = (a1 Y s men)
k=1 ,0t 8L k>1,

v
Jl - (al o pk_z(zp -"2) 9 ®se 3 a.k.-l -~ (2p - 2) 9 O 9 .--) °
On a donc ’
L e > | " :
L e L e e Y e

la sommation étant étendue aux couples (I' , I") comme il a été expliqué ci-dessus.
1] .
il o1 S*QI > est nul sauf si

= (Pk_z(?lp w8y S gdped ol e By Saa el el o] , on doit prendre

51 S ,_..‘):], auquel cas c'est égal & 1 . De deux choses 1l'une :
%

Ou bien b, = 0 , et alors il est impossible que I =TI' + I" , I" ayant la va-i

k :
leur qu'on vient de préciser ; ‘dans ce cas, on a < wid) st > = 0, ce qui

D'aprés la proposition 2,

prouve le lemme.

Il

Loet awfdn) ;s > 8

Ou bien b, =1, et alors on a <« W(J) , St

posant I'=(b1-\1,0,.~..) 8l k=1, et, st k>1,

1
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. alors la suite I' est admissible, et I' ¢ J' . D'oh le principe d'une demons~

- tration récurrente du lemme 4. :
Le lemme 4 est ainsi antiérement démontré. '

COROLLAIRT du lemme 4. - On a ¢(§l)i AP A o ) 8t CPl est orthogo-
nal & tout mondme de S, autre\ que ( 51)1' . :

La relation dJerite se vérifie pér récurrence sur i ; de plus, la suite
I=1(4 3 04 s00) o8t antérieure (dans 1'ordre lexicographique) & toute suite .
‘admissible de méme degré. On voit de méme : ‘4 T .o [3 2 =1, et P est-
~orthogonal 2 tout mondme de S autre que T . &

[e)

4
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