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0. Einleitung.

This is a faithful record of a year-long course given as a Nachdiplom-
Vorlesung at the ETH, Zirich, during the academic year 1981/82. The course
was specifically aimed at students who might be contemplating research
directly related to the ideas presented in the course or utilizing these
ideas in an essential way. At the same time, these students could not be
assumed to have a strong background in group theory, module theory or homotopy
theory; indeed it was only reasonable to presuppose an acquaintance with the
most basic ideas of group theory, abelian group theory, and the homology
theory of cell-complexes. Thus while the talent and purpose of the students
justified a fairly strenuous pace for the course, it was necessary to start

at an elementary level and to be very detailed in the treatment.

It follows that, although the content of these notes overlaps very con-

siderably with that of the monograph, Localization of Nilpotent Groups and

Spaces, by P. Hilton, G. Mislin, and J. Roitberg [HMR], the style and manner
of treatment are very different. For the monograph was addressed to the
professional algebraic topologist, so that extremely substantial background
was taken for granted in the reader. Moreover, the content of the notes
also reflects certain changes of emphasis which have arisen since the publi-

cation of the monograph in 1975; in a few places, new results are included.

The course divided itself naturally into two semesters, the first of
which was devoted to algebra and the second to homotopy theory. By deli-
berate intention the first part was more self-contained than the second.
For the choice of material in the first part, being dictated by the subse-
quent topological applications, did not correspond to that of a standard
treatment of group theory, module theory and homological algebra; whereas
it was entirely appropriate to refer to standard texts for material on the
homotopy theory of CW-complexes. Naturally, however, concepts and results
specifically related to the homotopy theory of nilpotent spaces were dis-
cussed carefully with no assumption of any prior knowledge. As a purely
practical matter, to treat the homotopy theory, in all its aspects, as
systematically as the group theory would have required a course of double

the length!
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1. Endliche und nilpotente Gruppen

1.1 Die Sylow'schen Sadtze

In diesem Abschnitt flihren wir den zentralen Begriff des "Operie-
rens einer Gruppe auf einer Menge" ein. Mit seiner Hilfe stellen
wir die Klassengleichung auf, welche ein Abz&hlverfahren filir eine
endliche Menge liefert. Dieses Verfahren wenden wir an, um die

Sylow'schen S&dtze zu beweisen. Sie geben Aufschluss iliber die Struktur

endlicher Gruppen.

Es sei G eine multiplikativ geschriebene Gruppe und X eine

Menge.
Definition: Die Gruppe G operiert auf einer Menge X , falls

eine Abbildung existiert

G x X—m> X

(g,x) /> g+ x

mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(1) 1.x =x filir alle x aus X
(2) (glgz)- X =g, (92- x) fiir alle g; aus G und x
aus X .

Unter dem Stabilisator Sx eines Elementes x aus X verstehen
wir die Menge der Elemente g € G , flir welche g *x = x gilt. Es

ist klar, dass Sx eine Untergruppe von G ist.

Durch eine Gruppenoperation erhalten wir eine Zerlegung von X in



Bahnen, wobei wir unter der Bahn (Orbit) von x € X die Menge

Gx := {g *x|g € G} verstehen.
Die Kardinalitdt der Bahn Gx hdngt wie folgt mit dem Index des
Stabilisators Sx zusammen :

Lemma 1.1: |[Gx| = |G : sX]

Beweis: Die Zuordnung g *Xx <—> gSX vermittelt die behauptete Bi-

jektion zwischen der Bahn Gx und der Restklassenmenge G|Sx . O

Definition: Unter dem Zentrum 2Z von X beziliglich G verstehen
wir jene Punkte x aus X , flir die g-+.x = x fiir alle g aus

G gilt. Es sind jene x aus X mit |[Gx| =1 .

Operiert die endliche Gruppe G auf der endlichen Menge X , so

erhalten wir eine Abzdhlung der Elemente von X : (Klassenglei-

chung) .

Satz 1.2: G operiere auf der Menge X . Dann gilt mit den obigen

Bezeichnungen:
x| = |2] + z |G = s]|
nicht triviale
Bahnen
Fir h  := |G : Sx| gilt ferner: h > 1 und h  teilt die Grup-
penordnung |G| . (]

Folgender Spezialfall ist fiir das Weitere wichtig:



Die endliche Gruppe G operiere auf sich selbst durch Konjugation,
d.h. ge+x := gxg_l fiir alle g und x aus G . Das Zentrum von
G bezliglich G ist genau das Zentrum Z(G) der Gruppe G im
Sinne der Gruppentheorie.

Der Stabilisator heisst in diesem Fall Normalisator von x ; die

Bahnen heissen Konjugationsklassen. Die Klassengleichung nimmt die

folgende Form an:

le] = |2z(G) | + b) h , wobei h > 1 und h  die
nicht triviale
Klassen Gruppenordnung teilt.

Folgerung: Jede endliche Gruppe G , deren Ordnung eine Primzahl-
potenz ist, (p-Gruppe) hat nicht triviales Zentrum. Ist ndmlich
|G| = p? flir n > 1 , so teilt p die Gruppenordnung und ferner

jedes hx . Aus der Klassengleichung entnehmen wir, dass p die

Ordnung des Zentrums teilt.

Wir beweisen nun folgenden Spezialfall des Sylow'schen Satzes:

Satz 1.3: (Cauchy) Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung
pg , wobei p eine Primzahl bezeichne. Dann besitzt G ein Ele-

ment der Ordnung p .

Beweis: Wir beweisen den Satz zuerst fiir abelsche Gruppen und

spielen den allgemeinen Fall auf die kommutativen Gruppen zurlick.

(1) Sei G abelsch: Der Satz ergibt sich aus dem Struktursatz
fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen. Wir geben einen zus&dtzlichen

Beweis mit vollstdndiger Induktion nach g . Die Verankerung ergibt



sich aus dem Umstand, dass flir gq = 1 die Gruppe G 2zyklisch ist.

Flir den Induktionsschritt wdhle ein Element x % 1 aus G .

Teilt p die Ordnung von x , etwa |x| = pr , so ist x' ein

Element der Ordnung p .

Falls p die Ordnung von x nicht teilt, so betrachte die von x
erzeugte Untergruppe <x> in G. Die Gruppe H := G|<x> mit Ordnung ps
flir s < g besitzt nach Induktionsvoraussetzung ein Element vy

der Ordnung p . Es sei 2z € G ein Reprdsentant der Klasse y € H .
Betrachte die kurze exakte Folge: <x>>—— G T > H , wobei

m{z) =y . Die Ordnung von 2z ist teilbar durch p , da y Ord-
nung p hat. Es sei etwa |[z| = pt . Somit ist z% ein Element der

Ordnung p .

(ii) Allgemeiner Fall: Wiederum fiihren wir den Beweis mit In-

duktion nach g .

Teilt p die Ordnung des Zentrums, so wenden wir (i) auf die

abelsche Gruppe Z(G) an.

Ist die Ordnung des Zentrums nicht durch p teilbar, so garantiert

die Klassengleichung ein x € G mit x ¢ Z(G) und p + hx . Weil

6 =, -

" Sx| und p die Ordnung von G teilt, ist p ein Tei-

ler von |Sx| . Die Ordnung von S, 1ist kleiner als jene von G ,
da x nicht im Zentrum liegt. Mit der Induktionsvoraussetzung be-

sitzt SX ein Element der Ordnung p . []



Satz 1.4: (Sylow) Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung

pnq , wobei p + g und p prim ist.

(i) Es gibt eine Untergruppe P von G der Ordnung pn .

(ii) Jede p-Untergruppe von G ist in einem solchen P
enthalten.

(iii) Alle solchen Untergruppen P sind zueinander konjugiert.

(iv) Es gibt k solche Untergruppen P , wobei

k =1 mod p und k|q .

Zusatz:

(v) Ist H eine Untergruppe von G der Ordnung pm mit
m <n , so gibt es eine Untergruppe K von G der Ord-

nung pm+l , und H ist Normalteiler in K .

Diesen Zusatz werden wir erst spdter beweisen.

Definition: Gruppen, deren Existenz in (i) behauptet wird, heis-

sen maximale p-Untergruppen oder p-Sylow-Untergruppen. Sie wer-

den mit P(p) bezeichnet.

Beweis: Fir n » 1 garantiert der Satz 1.3 ein Element der Ord-
nung p . Folglich existiert in G eine nichttriviale p-Unter-
gruppe. Da die Gruppe G endlich ist, ldsst sich eine maximale
p-Untergruppe P finden. Sei P =: P1’P2""Pk die Liste aller
verschiedenen konjugierten Untergruppen von p . Da P maximal ist,

sind auch die P, mit i € {1,...k} maximal. Die Gruppe P ope-



riert auf der Menge X :={Pl
g - P.l := gPig_l fir g € P . Fiir den Beweis des Sylow-Satzes be-

,...,Pk} vermittels

ndétigen wir folgendes Lemma:

Definition: Es sei H eine Untergruppe der Gruppe G . Unter dem
Normalisator von H verstehen wir N(H) := {g € G[gHg_l = H} . Es
ist die grOsste Untergruppe von G , welche H als Normalteiler

besitzt.

Lemma 1.5: Es sei P eine maximale p-Untergruppe von G und G e g
Element der Ordnung pm , P prim . Falls g in N(P) 1liegt, so

ist g e P .

Beweis: Es sei g ¢ P . Die Gruppe P ist Normalteiler in der von
P und g erzeugten Untergruppe <P,g> , weil g € N(P) . Betrach-
te die kurze exakte Folge P >— <P,g> T 5 <P,g>|P . Die Faktor-
gruppe ist eine nichttriviale p-Gruppe, da |g|= p* ist und die

Quotientengruppe von T7(g) erzeugt wird. Weil in obiger Folge die
beiden dusseren Gruppen p-Gruppen sind, ist auch <P,g> eine p-
Gruppe mit echt grdsserer Ordnung als P . Dies widerspricht jedoch

der Maximalitdt von P und zeigt, dass g € P ist. []

Zum Beweis von Satz 1.4 zuriickkehrend, betrachte den Fall, wo Pi
unter der P-Operation fest bleibt. Nach Lemma 1.5 ist g € Pi

fiir alle g in P . Es ist also P C Pi und damit Pi = P . Nach

der Wahl unserer Liste muss also 1 =1 sein. Da Pl im Zentrum

ein

von X wunter P liegt, besteht dieses Zentrum aus {Pl} . Nach satz



1.2 gilt: k =1 + th , wobei hx die Ordnung von P teilt

und hx > 1 . Also ist hx eine positive p-Potenz und

k = 1 mod p , wie behauptet.

Es sei Q eine maximale p-Untergruppe von G , die mit keinem

der Pi libereinstimmt. Dann operiert Q auf der Menge X via
inneren Automorphismus. Falls Pi unter dieser Operation fest
bleibt, so folgt mit Lemma 1.5, dass Q € Pi . Ist diese Inklusion
echt, so widerspricht dies der Maximalitdt von Q . Gilt Q = Pi '
so widerspricht dies der Annahme, dass Q mit keinem der Pi tiber-
einstimmt. Das Zentrum von X wunter Q ist leer und die Klassen-
gleichung liefert: k = 0 + Zh; mit h; > 1 und h;||Q| . Jedes

h; ist eine positive Potenz von p und somit k = 0 mod p - im

Widerspruch zu (iv) . Es kann also kein solches Q geben und so-

mit ist (iii) Dbewiesen.

Flir den Rest des Beweises bendtigen wir folgendes Lemma:

Lemma 1l.6: Es sei H ein Normalteiler der endlichen Gruppe G
und p eine Primzahl, die |G : H| teilt. Dann existiert in G - H

ein Element 2z , dessen Ordnung eine Potenz von p ist.

Bemerkung: Es ist nicht notwendig, H als normale Untergruppe vor-
auszusetzen. Um aber diese Verschdrfung zu erhalten, miissen wir zu-

erst die Sylow-Sdtze beweisen.

Beweis: Nach Voraussetzung teilt p die Ordnung von G|H . Gemiss
1.3 gibt es ein Element y in G|H der Ordnung p , welches durch
x € G reprdsentiert werde. Die Ordnung von x ist prt mit p + t
Das Element 2z := xt hat Ordnung pr . Ferner liegt xt nicht in

t . i
H , da sonst y =1 in GJ|H gelten wiirde, was aber der Wahl von

t widerspricht. O



zZum Beweis von 1.4 zurilickkehrend bemerken wir, dass |N(P) : P| zu
p teilerfremd ist. Wirde p den Index |N(P) : P| teilen, so gi-
be es mit Lemma 1.6 ein Element g € N(P) - P , dessen Ordnung eine

Potenz von p 1ist, was dem Lemma 1.5 widersprédche.

Betrachte nun die Gleichung |G| = |G : N(P)|+|N(P) : P|+|P| . Aus
ihr ergibt sich mit der Voraussetzung |G| = p’q und obiger Bemer-
kung sowie aus |G : N(P)| =k = 1 mod p , dass |P| = p" und fer-
ner, dass k|q . Damit ist der Sylow-Satz bewiesen. []

Anwendung: Bestimme alle Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung
15. Es ist |G| = 3+5 . Es bezeichne kp die Anzahl der p-Sylow-

Untergruppen von G . Nach 1.4 gilt: k3 = 1 mod 3 und k3|5 . Bl-
so ist k3 =1, d.h. G besitzt eine einzige Untergruppe P (3)

der Ordnung 3. Analog ist k5 =1, und G hat eine einzige Unter-
gruppe P(5) . Da k3 = k5 =1 gilt, sind P(3) und P(5) sogar
Normalteiler in G mit P(3) A P(5) = {1} . Es sei a ein Erzeu-

gendes von P (3) = Zl3 %Z und b ein Erzeugendes von

P(5) 2Z|5% . Dann ist aba bl e P(3) , da P(3) Normalteiler
ist, und analog fiir P(5) . Folglich ist aba_lb“l = 1 . Das heisst,
dass P(3) x P(5) eine Untergruppe in G der Ordnung 15,

und damit G = P(3) x P(5) 2%Z|3%Z xZ|5%Z =%Z|15%Z . Alle Gruppen

der Ordnung 15 sind isomorph zur zyklischen.

Satz 1.7: Es sei G eine endliche Gruppe und P eine p-Sylow-

Untergruppe. Dann ist N(N(P)) = N(P)



Beweis: Sicher ist N(P) Untergruppe von N(N(P)) . Es sei

x € N(N(P)) , d.h. xN(P)x ¥ = N(P) . Es ist xPx ¥ e N(P) , weil

P ¢ N(P) . Die beiden p-Sylow-Untergruppen P und xPx_l von
N(P) sind konjugiert in N(P) , d.h. es gibt ein y € N(P) mit
xPx—l = yPy_l , also (y-lx) P(x-ly) = P . Damit ist y-lx in

N(P) , und weil y aus N(P) stammt, liegt auch x in N(P) . d

Als weitere Anwendung des Sylow-Satzes beweisen wir den verspro-

chenen Zusatz zu Lemma 1.6.

Zusatz: Es sei H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G und p
eine Primzahl, die |G : H| teilt. Dann existiert in G - H ein

Element x , dessen Ordnung eine Potenz von p ist.

Beweis: Es sei |G| = p"q , wobei p + g und P(H) eine p-Sylow-
Untergruppe von H . Sie ldsst sich nach 1.4 in eine p-Sylow-Unter-
gruppe P(G) der Ordnung pn von G einbetten. Die Ordnung von

H ist pms mit m <n , da p den Index teilt. Also hat P (H)

die Ordnung pm , und damit ist P(H) eine echte Untergruppe von
P(G) . Es sei x € P(G) - P(H) ein Element, dessen Ordnung eine
p-Potenz ist. Es ist <P(H),x> als Untergruppe der p-Gruppe P (G)
eine p-Gruppe. Ldge x in H , so wdre <P(H),x> eine p-Unter-
gruppe von H , welche P(H) enthdlt. Wegen der Maximalitdt von
P(H) miisste also <P(H),x> = P(H) und somit x € P(H) gelten,

was der Wahl von x widerspriche. (]
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1.2 Nilpotente Gruppen

Als natilirliche Verallgemeinerung der abelschen Gruppen definieren
wir in diesem Abschnitt nilpotente Gruppen und beweisen einige ihrer
grundlegenden Eigenschaften. Die neuen Konzepte werden an Hand von

Beispielen erldutert.

Es sei G eine (nicht notwendigerweise endliche) Gruppe. Sind H
und K zwel Untergruppen von G , verstehen wir unter [H,K] jene
1 -1

Untergruppe von G , welche von den Kommutatoren [h,k]:= hkh "k~

erzeugt wird. (h € H, k € K)

Definition: Die absteigende Zentralreihe von G definieren wir re-

kursiv wie folgt:

r°w) =6 ; ri := [6,ri )] fur i1 .

Die Fl(G) sind Normalteiler in G , und Fl(G) ist die Kommuta-
torenuntergruppe. Mit Hilfe der absteigenden Zentralreihe formulie-

ren wir die flir uns wichtige Idee der nilpotenten Gruppe:

Definition: Eine Gruppe G heisst nilpotent der Klasse < c ,
falls T°(G) = {1} . Wir schreiben: nil(G) < c .

Sie heisst nilpotent der Klasse c , falls G nilpotent der Klas-

se < ¢ , nicht aber der Klasse < c-1 1ist, d.h. FC(G) = {1} ,
aber Fc_l(G) + {1} . Die Zahl c nennen wir auch Nilpotenzgrad von G.

Die einzige nilpotente Gruppe der Klasse 0 ist die triviale Grup-
pe. Die nilpotenten Gruppen der Klasse <« 1 sind genau die abel-

schen Gruppen.



