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Séminaire H. \:Am ' Sl =
E. N, s., 1958/59 -

17 et 24 novembre 1958

ESPACES FIBRES ET GROUPES D'HOMOTOPIE
[d'eprés deux exposés de Michel ZISMAN]

1, Espaces fibrés.

NOTATION, = I désigne le segment [0 , 1] de la droite mmérique.

DEFINITION. - On dit qutun triple (X , B, p) ,'ot X et B sont des espaces
topologiques (non nécessairemsnt séparés) st p une application continue
X =B, est fibré au_sens de Serre s'il satisfait & 1a condition au.'iva.nte, pour
tout entier n>» 1 ¢

(F) pour tout couple d'applications continues

e = §h I sy

telles qus pog coincide avec la restriction ds f A Pt .(on identifie %
ot :ha ties 1% \0} du cube I° = o I) , il existe une applicatien

continue h 3 In'-—’X qui prolonge g et satisfait &4 poh=Ff.

Sous les ‘hypothéses précédentes, on dit aussi qus p définit X comme fibré de
base B ; si b € B, 1l'image réciproque P (b ) s‘appelle la fibre au-dessus
de b, (on notsra que cette fibre peut &tre vids, méme si X n'est pas vide).

Ia notion de fibré a un caractdre local vis-3-vis de la base 3 d'une fagon pré=-

cise

PROPOSITION 1., = Soit p ¢ X =B une application continue 3; _pposons que tout
point ' de B possdde un voisinage ouvert U tel que le tripls (p~ (U) s 0., ply
soit fibré ; alors p définit X comme fibré de base B .

Indications sur la démonstration : f et g étant des applications données
comns dans la condition fF) , on fait un quadrillage du cubs 1", assez ﬁn, ds ¥
manidre qus g appliques chaque cubs du quadrillage dans un ouvert U de B assez
petit pour que p 1(II) soit, fibré sur U ~On montre alors la possibilite -de
définir un prolongement h , de proche en proche sur les cubes du quadrillage.




aEX’L.PLE. = Un fibrd 1oealement trivial est fibrd au sens de Serre (en effst,
ﬂvré trivial, c'est~d-dire isomorphs Aun fibré X =B xF , p &tant l'applica-
? tion de projection B x F —> B , est évidemnent £fibré au sens de Serre).

EXIJBCICE. - Soi'b P wm polyédre fini ; montrer qus tout £ibré £, 8, p) ou
sens de Serre satisfait 3 la condit;lon H

- - _(F'). pour tout couple d'applications continues

£3: PxI—B, g3 P-X

e telles que P o g colncide avec la restriction de £ & P (identifié & P x {0}) s
AL sxiste une app]ication continmie h 3 P x I =X qui prolongs g et satisfait

& P [e] h f L]

{On. considére une subdivision simpliciale, et on définit le prolongement h de
prochs en proche, sur lss equelettes de dimension 0,1 , 2, ess de P)s
. Comme 1a condition (F') :meliqus trivialement (F) , cecl montre que (F!')

Squivaut % (F) «

" Tmage réciproque d'un fibré, = Pour tout couple d'applications continues
JRage : :

£1 A—B, ps X—>B, soit Y 1l sous-espace ds A xX formé des points
(a , x) tels qus f(a) =p(x) « Onale diagramme commutatif :

Y-&-x

lp

oh q envoie (a, x) en a, st g envoie (ﬁ , X) en x ; pour tout espace Y'

muni de deux applications continues gq' 3 I' —>A, g's Y'—>X telles que

foq =pog' il existe une application continue 6t une seule k's Y' —=>Y

‘ telle qus q' =g ok, g' =Bok . Cela étant, on voit facilement que si

p¢ X—>B est fibré au sens de Serre, alors q 8 Y—>A est aussi fibré au

sens de Serrc. On 1l'appelle 1'image réciproque du fibré (X, B, p)  per 1'appli-

cition £ : A—¥B., ;
Sections d'un £ibré. - Une¥section” d!u tripls ' (X°, B, p) est une application

continue 8 : B=—>X telle qus P ©s soit 1'identité. la condition . (F)

exprime que si 2 est une application continue " —>B = 1e fibré de base F
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image réciproque de (X , B, p) par l'application f , posséde une section
qui prolongs une section arbitrairement donnée au-dessus de Pt

Cecmposition des applications fibrées. =~ I1 est immédiat qus si q ¢ Y X
et pt X —>B sont des applications fibrées au sens de Serrs, 1l en est ds

méme de 1'application composée pog: Y—3B,

2. Espaces de cheming, espaces de lacets.

‘Un cgsﬁin d'un espace X est une application continue f de I dans' X ;
£(0) s'appells l'origine, f£(1) s'cppelle l'extrémité du chemin. On notera
E(X) 1'ensemble de tous les chemins de X , muni de la .topolog!.e de la "conver—
gence aompacte" s c'est la topologie engondrée par les W(K , U) , ob K est un
compact quelconque contenu dans I , U un ouvert quelconque de X , et ol
W(K , U) désigne l'ensemble des chemins £ 3 I —>X tels qus £(K)C U . On
sait (1) qﬁe pour qu'une application d'unespace Y dans E(X) soit continue, i1
faut et il suffit que l'application Y xI=>X canoniquement associée soit

continue .

A et B désignant deux sous-espaces de X , gn notera E(X ;3 A, B) 1s sous-
espace de E(X) formé des chemins dont l'origine est dans A et 1l'extrémité -,
dans B . :

PROPOSITION 2. - L'application p : E(X 3 A, B) =>A x B qui, & chaque
chemin, associe le caupie formé de son origine et de son extrémité, est fibrée au

sens de Serree

DEMONSTRATION. = On va montrer que l'application p satisfait 4 la condition .’
(F') dens laquelle on ne suppose méme pas que P solt un polyedre (p peut 8tre
ici un espace quelconque). Soit £ unme application continue P x I.—»A x B, -
définie par un couple d'applications continues : :

f ¢ PxI-=3p o P

A 13 P,va—)B i

Soit g une application continmue P —»E(X ; A , B) tells que P o g coIncids
avec la restriction ds £ & P (identifié & P x30}) . Soit Gt PxI—X

(1) BOURBAKI (Nicolas)e = Topologie générale, Chapitre 10 : Espaces fonctionnels,
Dictionnaires = Paris, Hermann, 1949 (Act, scient. st ind., 1084 ; Eléments
de Mathématique, 10) 3 paragraphe 2. :
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~ 1'application associée & g 3 c'est une application continue G(p , t) telle

6p, 0 =2p,0, Gp,1)=£F,0.

'Ce'que. 1l'on cherche, c'est une o.pplicatd.onA contimie Ht P x IxI—=X tells

H(p,0,t)=0Cp,t) pur teIl,

() ,
H(P)u,‘0)=f°(P,u),‘ H(P)upl)":fl(p!u) pour u€l .

Ces conditions'exprimsnt que la restriction de H au sous-espace P xJ (ot J
désigne 1o partic du carré I x I formée de la +éunion de {0} xI,de

I x {C} et de I x sLl}) est une fonction continue domnde Ho $ coowe J estun
rétracte d¢ I xI, P xJ estun rétracte ds P x I x I, et par suite H
peut bien se prolonger en uneé fonction continue H , ce gqul démontre la proposi-
tion. (Remarque $ on pourreit écrire une formule explicite pour H).

COROLLATRE. - L'application E(X ; A , B) =»A qui, & chaque chemin, associe
son origine, est fibrée au sens de Serre.

(En effet, elle est composée de 1'epplication p de la proposition 2, et ds la
projection & x B =>A4),

Enoncé analogue pour l'application E(X 3 A - B) =B qui, & chaqus chemin,
associe son extrémité. o

NOTATIONS. - On écrira désormais
E(X ,A) aulieude E(X ; X, A) (espace des chemins de X dont l'extrémité

appartient & AcCX ; :
E(X , x) aulleude E(X ,{xo}) y %, étant un point de X ; _

& X, A, xo)_ au lieu de E(X ; {xo} , k) (espace des chemins de X dont 1l'arigine
est x, et.llextrémité appertient & AcX j on supposera toujours que xé € 4) ;

Ax , x) au lieu de E(X ;{xo’t 4 {xo}) (espace des lacets de X , d'origine
et d'extrémité x )e '

Dwns tous ccs espaces, on prendra toujours comne point-base le chemin constant
I— {xo”g' , qu'on nctera perfois 3‘{0 .
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Liapplication E(X , A) =-A qui, 3 chaque chemin, associs son extrémité, est :
fibrée 3 de plus 3 : : "(f'
PROPOSITION 3. — L'application A — E(X , &) qui, & chaque point a €A,

associe le chemin constant I —>{a} , est une section du fibré E(X,A) =K
l'indeG cette section (homcomorphe a h) est un rétracte par déformetion de

1'espace E(X, L)

DEMONSTRATION . - L'iddée consiste 3 rétracter progressivement chaque chemin sur
son extrémité. D'une fagon nrécise, on définit une application de déformation

E(X ,A) xI '-}E(x , A)

en définissant mne application F ¢ E(X , A) x I xI=>X qui, & chaque chemin
£3 I—X d'extrémité dans A , et 2 chaque coupls (u, t) €I x1I , associe

Fu,u,t5=ﬂ1;uu-n)ex :

COROLLAIRE. - L'espace E(X , xo) cst contractile.

3, Quelques fibrationse

la notation F — X B> B signifiera que l'application p : X —B est fibrée
au sens de Serrey st que F est une fibre de cette application. On choisit pour
cela un point-base X X3 b= p(xo) est pris comme point-base de B , et
F.=p (b) estlafibrede X, : :

PROPOSITION 4., - Soient X un espace, A un sous-espace, x, m point-base :
(x,€ 4) - On a lc diagramme commutatif (ol les lignes horizontales désignent des o

fibrés de Serre)

o

Qx, A ,xo)——)E(X,A)?X

s : o ‘ o | \

ax, xo)-—y.a_(x', hyx)—> &




i désigne 1'injectdonds A dams X ; s désiene 1a section
. nis ‘(resp. pl) dés}@g l'applicu‘bion qui, &

' M& chemin de X s &ssocie son oriE.ln_ (resp. son extrémité)';s q désigne

L mucation qui, é. chaque chemin, associe son egbremité. L'application composeée
pl o8 est l'identite.

- Oette proposition résulte aussitdt des propositions 2 et 3.

' PROPOSITION 5, = Si F —3X —3 B est un fibré de Serrs, alors

QF ,x, )= UL, x)—=>QB, b))

sa'ﬁ' aussi un fibré de Serrs.

La démonstration est semblable & cells de la propos:l.tion 2 ; on pose. P = In"1 »
on désigne par J la sous-espace de- I défini dans la démonstration citée,
~ et on est alors remené au probléme suivant : on connaft deux applications continues

£1 Q"xlz-i-B et gt QxJ =X

telles que Pog soit la rest;riction de £ a Q xJ 3 il s'agit de trouver une
: application continue h ¢ 8 x I ~>X qui prolonge g et satisfasse a

P o h=f . Ceci est possible, car le coupls (I y J) est homeomorphe. au couple

(I I) , et parce qu: l'application p ¢ X —>B est fibrée.

PROPQSITION 6. =81 F —~>Y —3B est un fibré de Serre, on a le diagramme

commutatif
F ,x)—>8E,x) —QB,4)
- e
o B, x)—>Qx,F,x)-50(B, 1)
e la
#o. 2R

‘ot les deux premiéres lignes horizontales désignent des fibrés de Serrs. Les trois
fldches verticales partant de la premiére ligne désignent les injections canoni-
. ques ; 1'application r associé a chaque chemin I — X le chemin I -—)B
L obtenu par composition de I —>X avec p X —> B 3 les applications q' EE
q ‘associent & chagque chemin son ‘extrépi};e’ s BV (F, xo) désigne 1l'espace des
cheming d6 F dont 1l'origine est x -




Dénonstr-tion : on a vu (préposition 5) que la prcnibi'o ligne dée.'igne un fibré.

Le fait que la deuriéme ligne désigne ux fibré se prouve de 1a méne manidre. Le

reste de l'enonce est évident,

En combinant les propositions 4, 5 et 6, on voit que si on a un fibré de Serre
F—X—>B , on a le diagramme covnuutatif suivant (ol les lignes horizontales

désignent des fibrés)

F e3X =3B
l? 7 lid.
SAXF,X ) — E(X,F) — X

(A) : l/id. , , lpl
X,z ) — UK, Fyx ) S5 F
l:z.d. \Lr
Q (Fyx ) —> Q(X,x,) — 2 (B,b,)

L'application r dfrinit QX 3 & xor) comme fibré de base (B
la fibre E'(F , :;o) étant contractile. :

4, Loi de composition dans l'espace des lacets.

Etant dcnnés deux lacets £ : I—>X et g3 I=>»X d'origine X/

définit le produit £.g comms lo lacet h ¢ I —>X défini par

n(t) = £(2t) pour 0<t=1/2, h(t) =g(et -1) pour 12<t<l

L'application (f , g) -B"fag. est une application continue

a%x, x) x 2, %) > AKX, x) .

Le lacet constant ifo niest pas élément neutre pour cette loi de composit.ioﬁ 3
il 1'est "presque", dans le sens suivant : chacune des appjicatidns :E'.#—b J”c'o.f :
et f£-3f "{ est homotope & l'application identique. En effet, la premidre de
ces app]_icatlons (par excnple) se déforme en l'identlte au moyen de la fonction

s B)

*

wt uk= x, pour 0sb= =u/2 , H(L, u) ( ) pour u/< <t<1

(0=t=1, O=u<sl) .

,On




On noters que- x -x ﬁ « Nous exprimerons tous ces faits en disant que fc‘o
'eat presque élément nsut.re pour la loi de composition (£, g) >t .

‘ On démontrs d'une .maniére analogue que 1ls loi de composition est Eresgue
: geiative, dans le sens sulvsmt : Les deux applications-

(f s &5 h)=>(feg)eh. et (£, g, h) — f.(geh)

de Qx QxS dans Q sont homotopes.

Enfin, chaque élément f£eK X, xé) admet un presque inverse, 2 savoir
1,'e']_.émsnt £' défini par : ‘

£1(t) =£(1 -t) (on dit quse f£' est ls lacet "opposé". ale) o

D'une fagon précise, 1'application f =3 f!' est un homéomorphisme de (X , ;co)
sur lui-méme, qui jouit de la propriété suivante 3 L'applisation f£ —¥ f.f'

et 1'application f —>f'.f de Q-(X )y X, ) dans lui-méme sont homotopes &
l'app]ication constante (qui envoie tout 1acet de X sur ls lacet x ) .

Nous exprimerons toutes es proprietes préoédentes en disent que la loi de
composition de 1l'espace Q(X , x, ) fait de cet espace un presque=-groupe dont

~ 1'é1ément presque neutre est x .

I1 est clair qu'une applicetion contimus X — Y qui énvoie le point-base
x, dans le point-bese y_ définit une application QX , x )= Y, 7, )
‘qui est compatible avec lss lois de composition de ces dsux presqus-groupss.

Plus generalemsnt, on peut definir 1e produit ‘f.g d'un lacet feR(X, x )
ot d'un chemin ge E'(X , x ) 3 c'est un élément de E'(X , x Y+ I3 8 en.:uit
que 1'63pace Q(x , x ) opers (& gaubhe) dans 1l'espace E'(X , x_ )  d'une ma-

 nidre p_rsscme associative.

' 5, Groupes d'homotogis.

Dans tout ce qui suit, chaqus espace topologique X est affecté d'un point-base

x 3 ‘chaque application continue X —» Y transforme le point-base x < X dans

le point-base y €Y .

DEFINITION. ~ On note Tr, ¢ G x ) 1'ensembls des composantes connéxss (par
ares) de X, cet ensemble etant mun:l du point-base qui n'est autre que la com=
posante ‘connexe de x, (qu'on nutera encore X  par abus de J.angage) '

-



I1 est clair que T {x ¢ xo) est un foncteur sovariont de 1'espace pointé
(X, x) & toute application continue (X , x ) = (¥, ¥, ) définit une applica=
tion de 1'ensemble T (X, X, ) dans l'ensenbla 215 X, 39 °) 3 cette application
notée TT_(f) envoic le point-bass de T (X, x) du.ns celui ds W (¥, y )
81 Y= X yQ =X 1‘appl:.cation idcntique de X définjt l'app]ication iden=-
tique de H \X s K ) » S1 une application (X , x_ )= (Z, 2 ) est composée
de deux applications g et h, o8¢ TT th . g) 'lT(h) o“r‘ (g) 5

PROPOSITION 7. - Deux applications homotopes - (x y 2 )= (¥, ¥) définissont
la méme application T(X y X)) = T (Y » V) .

C'est évident.

' Considérons deux espaces pointés- (X , xo') st Ay, ,yo) 3 lour produit est un
espace pointé (X x ¥ , (xo 4 yo)) . ' ;

PROPOSITION 6. - Les applications d'injection x = (x, y.) et ¥y —> (x,, ¥)
de X et de Y dans X x Y , et les applications ds projection
{2, y1=x _9_1;_ (x , y)=>y,définissent des applications

ﬂ()‘x s xO) — 'TTO(X x-X ’ (xO 9 Yo)) 9 WO(Y » yo) - TTO(X ’ Y ’ 6‘09 YO))

et

TE x Y, (xy » 7)) => T, %) TE XY, (x, 7)) > M0, 5,)

qui définissent une bijéction de (X x ¥ , (x, , ¥,)) sur le produit des en=
sembles pointés TT (X , x ) et T[(')(Y s y.o) .

C'est quési évident. Nous écrirons simplement, en cbrégé,
& lT7'(X>‘Y)=17’00)*7‘(1) .

PROPOSITION 9. = Supposons l'GSpace X muni d'une loi de composition continus
X ¥ X X . telle qus x  8oit presque un ¢lénent neutres Llors TN, (X) . est
muni d'une lo:L de composition adnettant comme élément neutre (veritable) le :
point-tiase ds v, (x, x, ) . 8i la loi de composition de X est presque a.ssocia—
tive, la loi de v, 2, x ) est associative. Enfin, si la loi de X est une

loi de presque-groupe, T (X s X, ) est un (vrai) groups .
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Démonstration s 1o loi de composition de T (X) est définic par

‘ .T(x)xw(x)=f(xxx)->n'(:z) i

Ies assertions de 1'énoncé résultent aussitdt de la pr0position 7 et du camctere
~ fonctoriel de T iy, s o ———

Définition ds Tv (X ,'x ) et de TT, (X4 ,x)e~Soit 4 un aoua-espace
de 1l'espece X , tel que x €L +Ona dejé dofini les espaces (X , x )
et SUX , A, X T Dcfinissons, pour chaque entier n >1 , les espaces
B, x, ) ed Q (X, 4, x, ) , ainsi que leur point-base xn , comme suit ¥
ad

Q- x, xo')'? ax, ?‘o) ’ Q— x,4, xo) =X, 4, xo) ¥ =3€°.‘ 3

‘et, per récurrence ur ., n21
$ : ’

9_n+?(X‘, x) = o(a @y z), B, a¥e x)=5(%x,4,x),%))

gg i désignant le lacet ponctuel I — {_3:'23 o On peut convenir que
Sx xo) est l'espace X 1ui-néne ; par contre, °(X , A, xo) n'est

pas défini-"'si A # 5‘.1: 3 .

Les eSpaces £ (X » X, ) sont des presdue-groupes pour n>1, et les espaces
Cax , a x, ) sont dcs PresSqUe=~groupes pour n=>2 ;j par contre, QX , A, x )
_n'a pds de loi de composition interne si A4 # {x .

/

-~ DEFINITION, = On pose, pour tout entier n>1 ,

i, yxwl@ixix] 20,

: &,k ,x )= ‘\'I”C(Q.n(x s, x), %)

I1 est clair que, pour tout coﬁple d'entiers p, 9>0 ‘tels que p +q=n,

~m (X, x) stidentific & ™ (2% , x,) 5 %, 1) , et de méme pour T (X, A, x ).
I1 st évident que Tr, (x, x Yoot (X by x ) sont des foncteurs cova=

riants du couple (X-, A) (mun:. du pomt-base x ) De plus toute hono'bOpie

‘entre deux applicctions (X , 4, X, )= (¥, B, y ) définit unc homotopie cntre

; lcs applications corrcspondantes Q. Ky by % )= 2%, B, yo) s la proposi~

X + tion 7 donne alors
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PROPQSITION 7's - o aERlications foetagy (XL, x,) > (1, B, yol)
sont homot.opes, les applications correspondantes T, (f) et Ta (g) £ :

‘.‘T(X L ,x)-)-‘rr (Y,B,y) sont_égales.

En particulier, si X cst un espace contractils, 'Trn(X V% 0) est réduit
3 un seul é1ldment. : ‘ '

I1 est clair que T (X x i (x, 5 ¥,)) s'identific noturelleuent au produit
-nn(x 3 xo) x’ ';rn(Y’, yo) + Do néne, pou;- n=1,

Ti;.l(x xY, 4 xB, (xo ’ Yo))'aﬂ'n(x s By xo) % ’lTn(Y » B, Yo) g
Lo proposition 9 & pour conséquence imnédiate ¢ ’

PROPOSITION 10. = Pour n =1, n-n(x P xo) cst naturcllement muni d'une loi :
de groupe ayant '5':2 comae ¢lément neutre. Pour n=2, T (X by x ) 8t o .
naturellement muni d'une loi de groupe ayant & cormne ulement neutre. Pour ‘ 4
toute application contimue £ : (X, xo)»-—) (Y . yo) , 1l'application Tl‘n(f)
6st un homomorphisme de groupes si n > 1 3 si en outre £{A) CB et n>2,
Tin(f) g8t un homonorphisme du groupe X, 4, x,) dans lc groupe S
-n-n(Y » B, 5,) o Enfin la bijection naturells

"vn(x s X)) x'rrn(Y ST H et (xo y 7))

est un isomorphisme du groupe-produit T, (X) x T, (Y) .sur le groupe ¥y, (X %X} &

pour tout n = T

Les groupes w, (x y X, ) s'e ppellent les groupes d'homotopic de l'espace X
(au point x) ; les groupes Ty X, & g xo) s'appsllent  lss groupes
d'homotopie relatifs. :

PROPOSITION 11, - Soit X un espace muni d'une loi de conp,osition continue pour

laquells X, soit presque ¢lément neutre. Considérons 1'application

) L, E) % M, k) =T XX, (x,x)) > WA, x)

da,finie per cetie loiae C'es‘b précisément la loi de cor1p051tion du groupe
TT X, X, ) si n'»1 , et ce groupe est abélien.




MID&T&TION. - Notons G 1l groupe o (X ) X, ) , 6t & son é1ément neutre.
Pnitque (1) est yn homomorphisme du _groupe-_produit GxG dans G, il trons-
. forme un couple a , b) = (a , s)e(c , b) dans 1o produit des transformds de
(e, e6) et de (¢ , b) , qui n'est autre que le produit ab. De plus, puisque
{a,,s) et (e,b) commutent dans G x G, on a bien ab=ba dans G .

Appliquvnt cette proposition & 1l'espacs SL(X , x ) et a l'csmce
~a (X &,x),ontrouve:

COROLIAIRE- ~ les_groupes d'homotopie -, (x , x ) sont abdliens pour nx2 j .
___Eoupsa d*homotople relatifs T, Lx, A . x ) sont ‘abélicns pour nZ 3 e

B, Ia suite emcts d'homotopie d'un espace et d'un sous-—ss;;acs.

On @it qu'une suite d'qpplications EY =5 5 <5 RN d'ensembles pointés est
exacte si 1'image de 1= premidre application est précisdément l'ensembls des points
de E qus la dsuxiéme application envoie aii point-base de E" ., Dens le cas de
groupes st d'homomorphismes de groupes, on ‘retrouve 1a notion usuelle de suite
exagte . '

IEMME 1, - Soit F~>X —=>B un fibré de Serre ; la suite

T, 2 )0 (X, x)- W (B, b))

est une suite exactes

C'est évident § cela exprime en effet que les points x €X dont 1'inage dans
B peut &tre jointe & b par un chenin deé B , sont exnctement ceux que l'on
peut joindre par un chenin de X 2 un point de Ia fibre F (au-dessus de b, Yo

IEME 2. - Sous les mémes hypothéses, supposqna qus l'application X =3B soit
‘surjective ; alors 1'application TTO(X) --4411;(’8) best surjectives

Clest dvident.

IEME 3. - Soit F — X 2B un £ibré de Serre. Pour tout n >0 , la suite
= (F) - T (X) —- T (B) .est une suite exacte ; si ‘de plus 1 fibre F est

‘ contraotile, l‘application ﬂn(p) $ 1T (X) - T (B) est un isomorphisme pour
tout entier n 31 .




En effet, considérons le fibré
Qn(F,x v--»g(x,x)—snn(n b,)

(cf. proposition 5). On Jui appliqus le lemme 1. De plus » on voit, par récurrence -
sur n>1, qus 1'application (X, x; ) > Qn(B b, ) est surjective. Si

on suppose que la fibre F est contractile , 1'cspace Q- (F,x)) est ‘contractile,
done connexs, pour tout n =1 ; la derniére assertion du 1erme 3 résulte alors

du lems 2. | ' 2

Considérons maintensnt un espace X , un sous-espace 4 , et prenons un point-
base x oé 4 . Appliquons au dlagramme de la proposition 4 le foncteur -Trn'; on T N
obtient un diagramme commutatif

Trn+1(:{ s h ozl lh,x) =X, x) : :

iid iid.

e & ”/xo) ""\'»_.ﬂ—m-l(X 7 By } <% B A, x, ) : ]

dont les deux lignes sont cxactes, en vertu du lerme 3 ; pour n>1 , Nes applica-

tions précédentes sont des honomorphisnes de _groupess

Considérons a2lors la suite {illimitée & gauche)

oo > (A% ) =T (4yx)) =T (X,x ) =7 (X,A,x)) = ...

&)

oo =T (Xhyx ) =T (8,x ) rg,(x,xo) :

les applications de cette suite étant celles du diagrarme précédent.

E'epplication T (4, x ) —> T (X, x ) est donc, en fait,celle définie par
1'injection, 4 —-\X o

/ N\ : 5 :
THEOREME 1. - lLa suite \z} est une suite exacte.

Compte tenn de ce qui précéds, il-y a seulenent a montrer l'exactitude de la

suite
s

) : T

A,x, —y.

n+l n+l S xo) = Toit (®,.4, xo) 2 _ =

pour tout entisf n>» 0 . Or, en vertu des definitions, on peut 1l'obtenir en
appliquant le foncteur T\';l a la suite d'applications °




) 36, %)L 8, x ) B, 4, x)

nais ceci ne constitus pas un fibré, Considérons alors ls fibré
F—Y—>B,

oh F= Q(x,x),x_n(x A,x),B-A (cf.ladern:l.ers]d.gnedu
\‘ diagramme de 1z proposition 4). Soit ¥, €Y 1o point x « On a un diagramme
(cf. 1c diagrerme (A) du n° 3) :

\Q(Y,F,Y)—+E(Y F)—-)I
e : Ir ‘Lpl

a4, x,) ' ¥

oh r et 121 définisaen{. des isomorphismes des groupes d'homotopie T'n pour
tout "n>» 1 (lemme 3), et des bijections des ensembles T, (lemme 2). La
premiere ligne du diegramme précédent représente un fibré, donc donne naissance
a4 une suite exacte

HERA, x> Rl n @, 5)
,Compts tenu des définitions de F y ¥ et B, cela donne une suite exacte
‘v, NS rEea, NS wisE, L, )
n il el e N il
‘et tout revient 3 nontrer que les applications de cette suite sont les ménes cnie

o dans 1a ‘suite (2), c'est-a-dire sont ~respectivenent obtenues en appliquant ls
foncteur 7, @ux applications f et g de 1n suite (3). !

En ce qui concerne ¥ s on l'obtient ¢h appliquant ;5 a 1'injection
F->7Y, injection qui est bien g . Il reste ma:mtsmmt é. prouver que Y = T, {£) ,
ce qui est moins imﬁzediato

11 snffira de montrer l'existence d'une application continue
' th(B,xg)—?‘-Q-(Y,F,yo)
‘qui reldve r (c'est-3-dire T o h = identitd) et est tells que
Pppo°%¥och: 2B, xo),-—yF



