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HOMOGENEOUS CHAOS REVISITED
Daniel W. Stroock’

Let (6, H, #) be an abstract Wiener space. That is: 0 is a
separable real Banach space with norm H-He; H is a separable real
Hilbert space with norm H-HH; HCB®, IIhII9 < CIIhIIH for some C < ® and
all h € H, and H is H-II9 - dense in O; and # is the probability
measure on (6, %9) with the property that, for each & € 9*, 6 € 6 -
<2, B> under # is a Gaussian random variable with mean zero and
variance He"ﬁ = sup{<¢e, h>2 : h € H with HhHH = 1}.

Let {Qk 1 k € Z+} c 6* be an orthonormal basis in H; set

+
4 = {a € NZ t el = 3 a, < ®}; and for a € o, define
+ K
k€Z
# (6)= I , H_ (<e¥, 8>). 6 €0,
@ K€z k
where
2 m 2
H(E) = (- e§ 7294 (eF/2) newand £ er!
m m
d¢
-1/2 . : 5 : 2
Then, {(a!) ﬁa : a € 4} is an orthonormal basis in L7(#).
Moreover, if, for m € X,
(m) L% (#)
Z = span{ﬂa : Ja] = m} ,
then: Z(m) is independent of the particular choice of the

orthonormal basis {ek : k € Z+}; Z(m) 1 Z(n) for m # n; and

[ee]

L2(W) = © Z(m). These facts were first proved by N. Wiener [6]
m=0

and constitute the foundations on which his theory of homogeneous

chaos is based.

The purpose of the present article is to explain how, for given

2
¢ € L7(#), one can compute the orthogonal projection I (m)¢ of ¢
z
(m)

onto Z In order to describe the procedure, it will be necessary

to describe the elementary Sobolev theory associated with (8, H, #).

%
During the period of this research, the author was partially
supported by NSF DMS-8415211 and ARO DAAG29-84-K-0005.



To this end, let Y be a separable real Hilbert space and set #(Y)

span{ﬂay a € 4 and y € Y}. Then #(Y) is dense in L2(W; Y). Next,
m e
for m € ¥ and & € #(Y). define 6 » D' ®(6) € H ® Y by

(D"6(8), h' ® ... 8 h" ® y)
' 1 ey
am m j
= (¢(6 + = t. h'), vy)
6t1 C . atm j=1 J Yltl -t =0
1 m o
for h!. .... h™ € Hand y € Y. Then D" maps #(Y) into #(H" 8 Y)

and D™ = D™ o D™ for O ¢ m < n. Associated with the operator p"

m
F(Y) = 9(}{® ® Y) is its adjoint operator a™. Using the
Cameron-Martin formula [1], one can easily prove the following

lemma.

(1) Lemma: The operator 3™ does not depend on the choice of

m
orthonormal basis (ek 1 k € Z+}. 9(H® ® Y) C Dom(am). and

m
a" : $(H® © Y) » $(Y). Moreover, if m € Z', K = (k. ..., k)
K K
(z*)™, and X =21 e ... 8 2™ then
m, K
(2) gme™ = ”a(x)

where a(K) is the element of o defined by

(a(K))k = card{1 ¢ j {(m : k. =k}, k € Z

o™ m
In particular, H C Dom(3").

Since 8™ is densely defined, it has a well-defined adjoint

x
(8™, set WA(Y) = Dom((8™)) and use -1l , to denote the
wo(Y)
m
associated graph norm on Wi(Y). The following lemma is an easy

application of inequalities proved by M and P. Kree [3].

m
(3) Lemma: Wi(H® ® Y) C Dom(8™). H3™¥N o < c vl

m N
L2(:Y) 9

m® 8 Y)

2

¥in

and 8" = ((am)*)*. Moreover, #(Y) is Il -dense in W2(Y).
W2 (Y) "



. 2 2
Finally, Wm+l(Y) c Wm(Y) and Il 9 < CmH-H st for all m > O.
W (Y) w (Y)
m 2
Warning: In view of the preceding, the use of D™ to denote its own
closure (am)* is only a mild abuse of notation. Because it

simplifies the notation, this abuse of notation will be used

throughout what follows.

o«
Now set #2 (Y) = #2(Y)™. m > 0, and #2(Y) = n_#2(Y). Then,
m=

when WE(Y) is given the Fréchet topology determined by {ll-ll 9

Wo(Y)

W2 (Y). Moreover, Lz(ﬂ;Y) becomes a

> 0}, (W2(¥)™ is W2 (Y) = 2

8
o

m
subspace of W?w(Y) when ¢ € L2(W;Y) is identified with the linear

functional ¥ € Wi(Y) > E”[(¢.¢)Y]: and in this way Wi(Y) becomes a

dense subspace of W%m(Y). Finally, D™ has a unique continuous
. 2 ) 2 8" )
extension as a map from W-_(Y) into WZ_(H ® Y). In particular,
2 1 . ; m o™ . .
for T € W_ (R"). there is a unique D T(1) € H defined by:
m o™
(4) (D"T(1), h) _ = T(8"h). h € H
H@
pris |
Note that when & € W_(R")
(5) p"s(1) = E'[D"s].

(6) Theorem: Let ¢ € L2(ﬂ) be given. Then, for each m 2> O:

1 _m,.m
(7) Hz(m)¢ =~ 90 (D7®(1)).
Hence,
(8) o= ) —ra"(@"e(1))
m=0
In particular, when ¢ € Wz(RI):

. 1 m # - m
(7') Hz(m)¢ = v 8 E'[D¢]
and
(8") o= Yy -t 0" £'[pMe]

m=0

3



Proof: Simply observe that, by Lemma (1):

a™ (D™ (1)) Kia™ o

> (oo™ e
ke(zhH™

YoM Erex 3x, = m

|a|=m

nz(m)¢

The classic abstract Wiener space is the Wiener space
associated with a Brownian motion on Rl. Namely, define Hl(Rl) and
G(Rl) to be, respectively, the completion of C:((O,w); Rl) with

respect to

P 2 1/2

and

1]

1
Iyl sup — |6(t)]| .
o(rRY) tyo !*t

Then Wiener'’'s famous existence theorem shows that there is a
probability measure on B(Rl) such that (G(Rl). Hl(Rl). #) is an
abstract Wiener space. For (B(Rl). HI(RI), w). K. It; [2] showed
how to cast Wiener's theory of homogeneous chaos in a particularly
appealing form. To be precise, set O = [O,w)m; and, for f €

LZ(Dm), define

JD £d" = ) f: de(t ) J:m_lde(tm_z)

m

o€l
m
o
Jo f(ta(l),...,ta(m))de(tl)
where Hm denotes the permutation group on {1,...,m} and the
de(t)-integrals are taken in the sense of Ito. What Ito discovered

is that, for given ¢ € L2(ﬂ), there exists a unique symmetric fém) €
L2(Dm) such that
1 (m) ,m
(9) I ¢ = — J f d e
Z(m) m! Joo [}
In order to interpret Ito's result in terms of Theorem (5), let

{wk : k € Z+} c C: ((0,®); Rl) be an orthonormal basis in L2(Dl) and



t
define ¢¥ € b (R)™ by £¥(dt) = (I ¢#¥(s)ds)dt. Then <X, @y = JU
o 1

wkdlﬂ. Moreover, by using, on the one hand, the generating function
for the Hermite polynomials and, on the other hand, the uniqueness

of solutions to linear stochastic integral equations (cf. H. P.

McKean [5]), one finds that for K = (k,.....k ) € (zH™:
k .m
m
kK X1 X
where ¢y = ¢ ® ... ® vy ™ and a(K) € of is defined as in Lemma (1).

Hence, by Lemma (1):

(10) a™ of - fn o @8 , K e tz™)"
m
Finally, for (tl,....tn) € o, define h(tl....,tm)(sl""sm) =
1,0" . .

(slAtl) s (smAtm). Then, for each h € Hl(R ) . there is a unique

S 2 m
h' € L (Dm) such that (h, h(tl.....t ))H (R1)®

m 1

“m tr

J A j h (sl,....sm)dsl,....dsm for all (tl....,tm) € o

o o
(11) Theorem: Given ¢ € L2(W) and m 2 1, the fém) in (9) is

(D™d(1))".
Proof: By (9):
a™(D"e(1)) = am[ ) ("s(1), €5 oK
ke(zt)™ i, (rRH®
D N (L TE D IS A FP L
K€(Z+)m s X; (Dm) m

J;m (D"e(1))' a"e
Thus, by (7):

1 ., M
nz(m) = b J”m (D™ (1)) a"e

(12) Remark: It is intuitively clear that the fém) in (9) must be
iven b f(m)(t t ) = E”[¢é(t )...é(t )]. where é(t) is white

g Y i 17" m 1 m’ -’

noise. What Theorem (11) does is provide a rigorous meaning for

this equation.



(13) Remark: Given d 2 2, define Hl(Rd) and G(Rd) by analogy with
H,(R') and o(R!). Then (8(R%). H (R?). #) becomes an abstract
Wiener space when # is the Wiener measure associated with the
Brownian motion in Rd. To provide an It; interpretation in this

case, let {Wk : k € Z+} C C:((O.W); Rl) be chosen as before and set

e(k’i) = Wkei, k €z and i € 9 = {1,...,d}., where {el....,ed} is a
m
standard basis for Rd. Next, for f = 3 f.e € L2(D : (Rd)® ).
m I°I 1
1€
define
m m
jum £a" = ) ) JD £a"e;
1€9 m
where
m
JD fId 8y =
m
© “m ty
z J o, (t,) J a0, (tm_l)...I 1ty toqm) 905 (Fp)
o m o m-1 o 1
o€l
m
for I = (il,...,im) € 9™. One can then check that
m,(K,I) _ K. m
aeé = Jum vd GI.

m
Finally, after associating with each h € Hl(Rd)® the unique h' €

m
L2(D?;(Rd)® ) satisfying

t t
m 1
h(tl,...,tm) = Jo JO h (sl.....sm)dsl...dsm.

we again arrive at the equation

_ m « M
nz(m)¢ = J”m (D™e(1))'d"e

(14) Remark: Theorem (11) is little more than an exercise in

formalism unless ¢ € Wi(Rl). Fortunately, many interesting

functions are in Wi(Rl). For example, let o : Rl - R1 and

b : R1 - R1 be smooth functions having bounded first derivatives and

slowly increasing derivatives of all orders. Define X(°,x), x € Rl,

to be the solution to



T T
X(T,x) = x + J o(X(t.x))de(t) + J b(X(t.x))dt, T > O.
o o

Then, for each (T,x) € (0,®) x Rl, X(T,x) € Wz(Rl). In fact,

DX(+,x) satisfies:

T T
DX(T,x) = J o' (X(t,x)) DX(t,x) de(t) + J b'(X(t.x))DX(t,x)dt
o (o}
AT
+ o(X(t,x)) dt;
I, t

an equation which can be easily solved by the method of variation of
parameters. Moreover, DmX(T.x), m > 2, can be found by iteration of

the preceding.

(15) Remark: In many ways, the present paper should be viewed as

an outgrowth of P. Malliavin's note [4]. Indeed, it was only after
reading Malliavin’s note that the ideas developed here occurred to

the present author.
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A PROPOS DES DISTRIBUTIONS
SUR L'ESPACE DE WIENER

par P.A. MEYER et J.A. YAN

I. INTRODUCTION

Nous désignons par (B ) 1le mouvement brownien linéaire issu de
0, réalisé de manidre canonique sur l'espace de Wiener (€,%,P), ol
QO est 1l'espace de toutes les trajectoires continues nulles en 0 .
Tout élément £ de 12 (P) admet un développement suivant les chaos
de Wiener, noté f=z T ; £, est la constante E[f], et pour n>0
fn est une intégrale stochastique multiple

(1) fn = Jn(fn) = é e fn(Sl"°"Sn)stl"'stn
il n

étendue au n-&dre croissant Cn de Rf . Le ® indique que l'onhréalise
une sorte d'analyse harmonique de la v.a. £ , et la fonction £, sera
appelée le coefficient de f dans le n-iéme chaos. Rappelons que les
chaos sont orthogonaux, et que

- 2
@ NP
Pour n=0, on convient que Cj est réduit & un point, muni de son uni-
gque loi de probabilité. Nous préférerons écrire le développement
sous la forme

= - L1 (Fy= L t
(3) f =JdJ(f ) = n!In(fn) = 3 én fn(cl,.,,sn)stl...stn,

~

oll 1la fonction fn a maintenant été prolongée par symétrie & Rf , et

les diagonales sont omlses dans l'intégration. Soit de méme un second
g =3, g& I (g ) € 12 (P) ;3 on a

1 ~
4) <f,g>, =L, pr <7t ,g

- >R .
T1 existe plusieurs théories des distributions sur 1'espace de Wie-
ner ( cf. les références aux travaux de P. Krée ). La plus connue actuel-
lement est celle de S. Watanabe, qui part de l'espace suivant de fonc-
tions—-test : ce sont premidrement des fonctions f—Z fn pour lesquel-

les la suite des normes |If [[, est & decr01ssance raplde, de sorte
que pour tout k , on peut définir 1'élément de L (P)



(5) (Ta0)%e = £ (Len)¥e, (ke ) .
Parmi ces fonctions, les fonctions-test sont celles gqui satisfont aux

conditions

(6) Pour tout p<oo et tout kel , || f "p = (I+N)k/2
b

£l op F

Les semi-normes |.| forment une famille filtrante de semi-normes,
munissant 1'espacé des fonctions-test d'une topologie localement
convexe, et les distributions de S.Watanabe sont les formes linéaires
continues sur cet espace. Toute distribution T satisfait donc & une
inégalité

7 |<T,f>| < C"f"p,Zk pour un k et un p (2<p<wo ) .

Le point fort de cette théorie est la richesse de l'espace des fonc-
tions-test : il contient toutes les v.a. XJG , ol X est solution d'une
équation différentielle stochastique & coefficients trés réguliers. Le
point faible est le fait que la structure de l'espace de Wiener n'est
pas pleinement utilisée : si J est un isomorphisme ( modulo les ensem-
bles négligeables ) de l'espace mesuré ((,%,P), qui respecte les chaos
de Wiener ( donc les espaces P et 1l'opérateur N ), j opére sur les
fonctions test et les distributions. Il est facile de définir de tels
isomorphismes 3 partir d'isomorphismes de (ﬂ+,dt) ne respectant ni
1'ordre, ni la continuité.

Au cours de l'année 1985-86 3 Strasbourg, nous avons étudié dans un
séminaire la théorie des distributions due & T. Hida et ses associés
(H.H. Kuo en particulier ). Nous présentons ici cette théorie dans le
langage usuel des probabilistes, asgez différent de celul de Hida ( qui
est le langage des distributions aléatoires de Gelfand ). Nous ne présen-
tons presque aucun résultat qui ne figure déjad chez Hida, mais on pourra
constater que nous avons considérablement modifié ( simplifié, croyons
nous ) l'exposé et les démonstrations. Nous espérons ainsi faire mieux
connaitre une théorie qui nous a paru tréds intéressante.

II. QUELQUES IDEES GENERALES
1. Pour présenter la partie formelle des travaux de Hida, il est avanta-
geux de travailler sur un espace de fonctions-test aussi petit que
possible. Un tel espace est formé des sommes
- L1 (%
(8) £ = Zn n!In(fn)
ne comportant qu'un nombre fini de termes non nuls, et ol %n est une

fonction symétrique appartenant & ﬁthgJ(]O,oo[n) ( nous laissons 1l'in-
tervalle ouvert en O, pour éviter le caractdre singulier de ce point ).
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Désignons par ﬁns 1'espace de ces fonctions symétriques : l'espace

des fonctions-test peut donc s'identifier 3 la somme directe e, ﬁns

( ﬂOS=R ) 3 si 1'on y tient, on peut le munir de la topologie somme
directe localement convexe, et il est alors nucléaire ( en tant que

somme directe dénombrable d'espaces nucléaires ). Son duel s'identifie
au produit TTn ﬁﬂs , qui est aussi nucléaire. Une distribution T sur
ltespace de Wiener est donc une suite (Tn) de distributions symétriques

sur les ouverts ]O,oo[n; Nous écrirons symboliquement
_ 1 A
(9 T=2 77 T AT, )
1a valeur de la distribution (9) sur la fonction-test (8) étant donnée

par

= 1 T oF
(10) <T,f>=52 7 <Tpf, >-

COMMENTATIRES. 1) L'idée de considérer des sommes formelles du type (9)
est due & K.R. Parthasarathy [1]. C'est la lecture de cet article qui
nous a smenés A nous intéresser 3 la théorie de Hida.

Les espaces considérés par Hida sont plus larges pour les fonctions-
test, et plus restreints pour les distributions. Par exemple, dans la
représentation (8), Hida permet que les %n appartiennent aux espaces
de Sobolev H(n+1)/2, et dualement, impose aux @n de (9) d'appartenir
aux espaces H'(n+l)/2. Le choix de ces_espaces tient au lemme de plonge-
ment de Sobolev : la condition fneH(n+l)/2 assure que %n admet un
représentant continu. Ces restrictions ne jouant qu'un rdle trés acces-

soire, nous préférons les oublier.

2) Comme en théorie classique des distributions, on utilise la notion de
distribution comme une sorte de gros sac ol l'on peut tout fourrer, mais
en fait étant donnée une distribution concréte T , on cherche 4 définir
<T,f> sur un espace de fonctions f =aussi large que possible .

Soulignons que l'on ne dispose, pour faire cette extension, que d'un
seul moyen : la formule (10). I1 faut que chaque %n soit dans le do-

maine de la distribution Tn , et que la série converge.
2.Pour toute fonction h de L2(E+), nous pouvons définir le vecteur
exponentiel
~ 1 ~
(11) e(h) = exp(h - 2<h,h>) ol h = /hSdBS .
Ces vecteurs appartiennent & tous les IP (p<w ). Le développement de

e¢(h) suivant les chaos de Wiener est

(12) e(h) = I, Ell-In(h&Q) .

En particulier, prenons 59033(]0,00[) - la lettre & sera réservée &

cet usage j; pour toute distribution T=Z, é& In(ﬁn) 3 <Tn,§®n> a un sense.



Si la série
(13) Up(8) = 5, ar< T,

n nil

&n

converge pour tout § , nous appellerons sa somme la fonction caracté-
ristique de la distribution T . Hida utilise le nom peu suggestif de
<< U-functional >>, rappelé par notre notation. Nous pensons que le mot
de fonction caractéristique ne peut créer de confusion avec les notions
élémentaires désignées d'habitude par ce terme.

Montrons que UT caraetérise T : tout d'abord, la série

£ A
Up(t8) = 5, o <0 ,e%%

convergeant pour tout t, sa somme représente une fonction entiére de t.
On a alors

(14) <f 6% = din Up(8)lsg -

Par polarisation, on en déduit n,élo...oé > ( produit symétrique ),
qui vaut aussi < T ,§l®..®§ > puisque Tn est une distribution symé-
trique. Il est bien connu que les valeurs de Tn sur les fonctions de

ce type déterminent Tn , et donc T .

La fonction caractéristique joue dans cette théorie le rdle d'une

sorte de transformée de Fourier-Laplace. On pourralt songer & une sorte
de transformée de Fourier, la <<t-functional>> de Hida

(8 = < T, % > = exp(|E]|7/2)Ug(18) (& réelle).

BEn pratique, c'est la fonction caractéristique qui est la notion la plus
utile.

Les distributions les plus simples sont celles quil correspondent aux
fonctions g appartenant & L~, dont la valeur sur une fonction-test T
est simplement E[gf], et la fonction caractéristique vaut Elege(g)]-

En particulier, la fonction caractéristique associée & la distribution
T=£(h) ( vecteur exponentiel ) est

(15) Up(E) = < e(h),e(5) > = e

tandis que le coefficient Tn du développement de T suivant les chaos

de Wiener est la fonction h@n .

<h,8>

3. Les physiciens utilisent parfois une << multiplication >> des varia-
bles aléatoires sur l'espace de Wiener, appelée produit de Wick, et
notée :XY: ( nous préférerons souvent l'écrire X:Y, & la maniére
usuelle de 1l'algébre ). Le produit de Wick de deux intégrales stochas-
tiques multiples Im(fm):In(gn) est égal & m+n(f ogn), ot f og,
est le produit tensoriel symétrique de ces deux fonctions. De méme, le
produit de Wick &(f):e(g) de deux vecteurs exponentiels vaut &(f+g)




