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Avant-propos

Ce nouveau Cours de Mathématiques est conforme aux programmes
officiels fixés par I’Arrété ministériel du 4 février 1972 pour les classes de
Mathématiques Supérieures et de Mathématiques Spéciales.

Ces programmes seront couverts par les six tomes suivants :

Tome 1 : Structures fondamentales.

Tome 2 : Polynémes et Algebre linéaire.
Tome 3 : Espaces euclidiens et hermitiens. Géométries.
Tome 4 : Topologie. Fonctions réelles d’une variable réelle.

Tome 5 : Fonctions vectorielles. Séries. Equations différentielles.
Tome 6 : Géométrie différentielle. Intégrales multiples.

Chaque tome est divisé en chapitres, chaque chapitre en sous-chapitres,
chaque sous-chapitre en paragraphes, numérotés dans 'ordre de cette division,
de fagon que le lecteur puisse retrouver rapidement une partie citée dans
P'exposé : par exemple, la numérotation 2, 1, 5 désigne le chapitre 2, sous-
chapitre 1, paragraphe 5.

L’index aidera le lecteur a retrouver rapidement une définition ou une
propriété : le nombre en regard du mot désigne la page ou la notion corres-
pondante est introduite pour la premitre fois.

Ce cours a été rédigé de fagon que Dessentiel, et seulement ’essentiel,
soit dit pour chaque notion introduite. L’étudiant ne se perdra pas dans
un dédale de détails et de compléments qui lui laisserait croire que la Mathé-
matique est impénétrable.

Présentation du Tome 1.

Les notions premiéres, dont I’exposé cohérent présente de sérieuses diffi-
cultés d’ordre logique et d’ordre pédagogique, sont ici présentées d’une
maniére simple et accessible & ’étudiant moyen. Le vocabulaire de base,
déja rencontré dans les études secondaires, est défini dans un langage courant
qui met le lecteur en confiance.

Les éléments indispensables (et seulement ceux-la) sur les groupes, anneaux
et corps sont exposés sans déborder de la lettre et de I'esprit du programme
officiel qui est déja assez copieux ! L’accent est mis sur les groupes et anneaux
ordonnés, puisque la topologie de base sur les nombres réels est essentiellement
fondée sur I’ordre.

C’est pourquoi le corps des nombres réels est défini comme corps ordonné
tel que toute-partie majorée admet un plus petit majorant. Cette propriété
caractéristique des nombres réels familiarise le lecteur avec la notion de borne
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supérieure si utile pour la suite (par exemple, la théorie de I'intégration sera
fondée sur cette notion dans le tome 4). La preuve que c’est une propriété
caractéristique des nombres réels est obtenue grice aux suites de Cauchy,
de nombres rationnels, ou plus restrictivement de nombres b-naires. On
définit les valeurs approchées b-naires par défaut et par excés d’un nombre
réel, d’ou la figuration d’un nombre réel dans la base b.

La mode actuelle consiste a présenter la Géométrie élémentaire (c’est-
a-dire I’étude de I’espace physique ol nous vivons et que nous percevons
sensoriellement) comme cas particulier de I’étude des espaces vectoriels
abstraits généraux. Les étudiants, sortant de l’enseignement secondaire,
connaissent certains éléments de cette Géométrie élémentaire que nous rappe-
lons bri¢vement dans ce tome, sans développer systématiquement I’étude des
espaces vectoriels (ce développement fera ’objet des tomes 2 et 3). On rappelle
simplement ici la définition des espaces vectoriels, puis les propriétés élé-
mentaires du plan R? et celles du produit scalaire.

Quelle que soit la maniére de présenter la Géométrie, qu’on la fonde
sur une axiomatique purement géométrique, ou bien sur l’axiomatique des
espaces vectoriels, il faut bien, a un certain moment, introduire les angles et
leur mesure, et ’argument d’un nombre complexe. Pour se débarrasser de
ce probléeme génant, certains disent en Classe préparatoire que I’étude
des angles a été faite en Terminale, d’autres disent en Terminale qu’elle
sera expliquée dans une classe ultérieure.

Dans ce tome 1, une étude détaillée des angles est donnée, les rotations
étant définies comme permutations du plan complexe, avec une démons-
tration €lémentaire du théoréme fondamental de I’isomorphisme du groupe
des rotations sur le tore [cette démonstration est fondée sur une publication
personnelle parue en 1968 dans la revue scientifique Archiv der Mathematik
(Stuttgart)]. Cette démonstration est trés accessible 2 un étudiant de Mathé-
matiques Supérieures. Il pourra ainsi comprendre ce théoréme difficile,
mais d’un emploi courant, dés ses débuts dans ’Enseignement Supérieur.
Il ne lui sera pas nécessaire d’attendre jusqu’en Mathématiques Spéciales
pour avoir peut-étre une démonstration de cette propriété comme application
des séries dans le champ complexe, alors qu’il a déja utilisé ’argument d’un
nombre complexe depuis plus de deux ans !

A. DonNEDDU
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Chapitre 1

Ensembles et relations

1.1. Vocabulaire de base

1.1.1. Ensembles et éléments

En Mathématique, on étudie des objets de différents types : par exemple,
des points, des nombres, des vecteurs. Ces objets ou éléments forment, en vertu de
certaines propriétés, des collections ou ensembles.

Les théories qui se présentent concernent chacune I’étude d’une certaine
collection nommeée ensemble de base de la théorie. Par exemple, en Géométrie,
I’élément de base est le point et ’ensemble de base, la collection de tous les
points.

En Arithmétique, ’élément de base est le nombre naturel et ’ensemble de
base, ensemble de tous les nombres naturels, est noté N. On notera, en
général, un élément par une lettre minuscule (I’élément a) et un ensemble
par une lettre majuscule (I’ensemble A).

1.1,2. Relations

Les éléments d’un ensemble sont susceptibles d’avoir entre eux, ou avec
ceux d’un autre ensemble, certaines relations.

Par exemple, la relation d’appartenance, qui s’énonce « a appartient 2
I’ensemble A » et se note a€A.

La négation de cette relation est une autre relation qui s’énonce « a
n’appartient pas a ’ensemble A » et se note a ¢ A.

La relation d’égalité s’énonce « a égale b » et se note a = b.

La négation de cette relation s’énonce « a distinct de b » et se note
a 5 b,

La relation d’inclusion est définie comme suit :

Définition.

On dit qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble B si tout élément de A
appartient a B.
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On note alors A = B eton lit « A est inclus dans B ». Cette relation
est synonyme de la relation B > A, qui se lit « B contient A ». Il est a
noter que « tout élément de A appartient 3 A », donc A < A.

La relation d’égalité de deux ensembles est définie comme suit :

Définition.

On dit que Vensemble A est égal a ensemble B (et Pon note A = B)
st Uon a simultanément A < B ¢t B < A.

La négation de cette relation s’énonce « Il existe, dans l'un des deux
ensembles, un élément n’appartenant pas a 'autre » et se note A # B qui
se lit « A différent de B ».

1.1,3. Symboles logiques

Prenons un exemple : soit A = B. Cela veut dire que fout élément de A
appartient & B. On note alors

(Va) aeA—=-aeB.

Le symbole V est un quantificateur qui se lit « quel que soit ».

Le symbole = représente une implication qui est la relation fondamentale
du raisonnement logique : de Phypothése (Va) a € A, on déduit la conséquence
a€B (ce qui permet d’affirmer A < B). Cette déduction est une démarche
de Pesprit que I’on a nommée implication. D’une fagon générale, une impli-
cation est une relation entre une proposition of, nommeée hypothése, et une
proposition %, nommée conséquence :

oA —=> B (selit : « o implique % »).

Le procédé de déduction logique est caractérisé par la transitivité de
I'implication :

si (f => A et B—=%F) alors A == .

Si on a, 4 la fois, of —> # et #=> o, onnote : of <> B et on lit
« o/ équivaut logiquement &4 Z ».

Prenons un autre exemple : nous savons que la proposition « 11 existe
dans A un élément aq n’appartenant pas 3 B » entraine la proposition
«A n’est pas inclus dans B ». Cette propriété se note

(@a) a€A; a¢B)—>A ¢B.

Le symbole 3 est un quantificateur qui se lit « I existe ».

Pour prouver l'implication sf —s %, on peut utiliser ce qui est nommé,
bien improprement, le raisonnement par Pabsurde : on prend en hypothése la
négation de la conséquence % (notée non %) et 'on montre que cette
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négation implique la négation de I’hypothése &/ (notée non ). En
d’autres termes

(o => #B) équivaut logiquement & (non & = non ).

1,1,4. Partie d’'un ensemble. Ensemble des parties

Définition.

Soit E un ensemble. On appelle partie de E (ou sous-ensemble de E)
tout ensemble A vérifiant A < E.

Par exemple, dans ’ensemble N des nombres naturels, la propriété de
divisibilité par 2 définit une partie de N, I’ensemble A des nombres pairs.
Un nombre naturel x appartient 2 A s’il existe un nombre naturel y tel
que x = 2y. On note alors

A={xeN| IeN; =29}

Toute partic A dun ensemble E est définie par une certaine
propriété 2. On note, de fagon générale, A = {x € E | 2}.
Ainsi E tout entier est une partie de E définie en particulier par

E={xeE | x=x}

La partie de E n’ayant aucun élément se nomme partie vide de E et
se note @. Comme il n’existe aucun élément distinct de lui-méme, on a

@ ={xekE | x #~ x}.

Toutes les parties de E constituent un nouvel ensemble, que ’'on note
#(E) et que 'on nomme ensemble des parties de E.
On a les équivalences logiques suivantes :

AeZ(E) <= AcCE,
{a} e Z(E) == a €E.

Rappelons aussi que E e 2(E) et @ € Z(E).

1.1,5. Produit de deux ensembles

A deux objets quelconques @ et b, on peut associer un nouvel objet, le
couple ordonné (a, b). Le premier objet a est pris dans un ensemble
quelconque E, le second objet & dans un ensemble quelconque F. Ces
couples (a, b) sont des éléments d’un nouvel ensemble, que ’on nomme
ensemble produit de E par F,

Définition.

Soit E et ¥ deux ensembles. On appelle ensemble produit de E par F
(noté E X F), Uensemble des couples (a, b), avec acE et beF.
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Pour P’égalité de deux couples, on a I’équivalence logique suivante :
(3,0) = (¢,d) <> (a=¢ et b=d).

On a aussi, de toute évidence,

EXF=g <> (E=02 ou F=g),
EXF# g <= (E#£2 et F# 2).

Dans le cas ot E =F, le produit E X F se note aussi E2. Alors les

couples (@, b) et (b, a) sont simultanément admissibles pour deux éléments
quelconques a et 4 de E et 'on a

(a, b) = (b, a) <> a = b.
On appelle diagonale de E? I’ensemble des couples (a, a), avec acE.

1.1.6. Intersection. Réunion. Complémentaire

Considérons un ensemble E. Nous allons définir dans P (E) deux lois
de composition internes :

Intersection :

A tout couple (A, B) € P(E) x P(E), associons une partie de E, nommée
intersection de A et B, notée A NB et définie par

ANB={xeE | xcA et xeB)}.
Deux parties A et B sont dites disjointes si A N B = g .
Réunion :

A tout couple (A, B) € P(E) x P(E) associons une partie de E, nommée
réunion de A et B, notée A U B et définie par

AUB={xcE | xeA ou x eB}.

On a évidemment AUB=g —> (A= g et B = ).
Les deux lois sont commutatives :

ANB=BnNA et A UB=BUA.

Elles sont toutes deux associatives -

AUBUC)=(AUB) UC,
ANBNC) =(ANB) NC.
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Elles sont distributives 'une pour 1’autre :
AUBNC)=AUB N(AuUQ),
ANBUC) =(ANB)U(ANCQC).
Complémentaire :

Soit A et B dans P(E) telles que A = B. On nomme complémentaire
de A dans B et Uon note B— A, la partie de E définie comme suit :

B—A={xecE | xeB et x¢A}
Si ’on suppose B < A, on a les relations évidentes suivantes :

BUWA—B)=A, A—A=g,
BN(A—B) =g, A—g=A.

Le complémentaire de la réunion est égal a Uintersection des complémentaires. Pour
deux parties quelconques A et B de E, ona

E—(AUB)=(E—A) n(E—B).
Le complémentaire de Uintersection est égal & la réunion des complémentaires :

E—(ANB)=(E—A) U (E—B).

1.1.7. Correspondances. Relations binaires

Soit E et F deux ensembles e¢ R une partie non vide de E X F.
Considérons tous les couples (a, b) vérifiant (g, b)) e R. On notera alors
aR b pour un tel couple :

(a,6) ER<E X F <3 a R b.

# se nomme correspondance de E vers F et R se nomme graphe
de #. E est 'ensemble de départ, F I’ensemble d’arrivée de la
correspondance .

On appelle ensemble de définition de la correspondance # la partie A
de E définie comme suit :

A={acE | 3beF;aR b}

On appelle ensemble image de la correspondance la partie B de F
définie comme suit :

B={beF | 3acE; aRb}.
On note alors B = #(A).
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Définition.

Soit E un ensemble. On appelle relation binaire sur E toute correspondance
de E vers E.

Nous venons de voir quelques exemples de relations binaires sur un
ensemble.

1. La relation d’égalité a = b sur un ensemble E dont le graphe R
est la diagonale de E2, ensemble des (q, a) quand a parcourt E.
L’ensemble de définition A et I’ensemble image #(A) coincident avec E.

2. La relation d’inclusion A < B est une relation binaire dans 2(E).
L’ensemble de définition et I’ensemble image coincident avec Z(E) tout
entier.

1,2. Applications

1.2,1. Définitions

Soit E et F deux ensembles et R une partie de E x F. Dans la
correspondance # de graphe R, A un élément x de E ne correspond pas
toujours un élément y dans F. Pour que x ait au moins un correspondant
dans F, il est nécessaire et suffisant que x appartienne a ’ensemble de
définition. Lorsque cette condition est réalisée, le correspondant de x dans F
n’est pas nécessairement unique. Nous allons nous intéresser aux correspon-
dances de E vers F dont le champ de définition est E tout entier et telles
que le correspondant de tout x de E est unique.

Définition.

Soit E et F deux ensembles. On appelle Jonction ou application de E dans
F, tout triplet (E, F, f) tel que f soit une correspondance de E vers F uvérifiant
les deux conditions suivantes :

1. le champ de définition de f est E tout entier,

2. dtout x de E, f fait correspondre un y unique dans F.

Cet » se nomme alors 'image de x et se note = f(x).
L’ensemble image de 1’application est

SE)={yeF|IxeE; y=f(x)}

On note aussi f(E) = im f.
Tout élément de F n’est pas nécessairement I'image d’un élément de E.
Le graphe de la fonction est ’ensemble des (x, S (x)) quand x parcourt
E. C’est une partic de E x f (E).



