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PREFACE

DE LA QUATRIEME EDITION

Dans cette nouvelle édition, le chapitre XXIV, qui est
d’une importance capitale, puisqu’il est consacré aux équa-
tions générales dela Dynamique, a été complété par I'exposé
d’une théorie nouvelle, celle de I'asservissement, telle qu’elle
a été donnée dans une thése soutenue, en 1923, devant
la Faculté des Sciences de I’Université de Paris, par
M. Beghin.

Dans tout le cours de’Ouvrage, les citations ont été tenues
4 jour, de fagon & faire connaitre, autant que possible, les
travaux récents publiés sur les diverses questions traitées.

Je dois, en terminant, remercier M. Véronnel, maitre de
conférences & 1'Université de Strasbourg, du concours si
utile qu’il m’a prété dans cette publication.

Klingclthal (Bas-Rhin), 21 septembre 1923.

> P. AvrpeLL.



. AVERTISSEMENT

Dans cette sixiéme édition, le tome Il du Traité de
Mécanique a été modifié de la méme fagon que le Tome [ :
I'orientation du triédre de référence est celle adoptée
aujourd’hui; I'emploi des notations vectorielles a été déve-
loppé, on a ajouté quelques références nouvelles. Mais
on a conservé & peu prés sans modifications le magistral

exposé de la mécanique analytique donné aux chapitres
XXIV et XXV.:

G. VALIRON.

——ED 9§ —
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CHAPITRE XVII.
MOMENTS D’INERTIE.

313. Géomsétrie des masses. -— La théorie des moments d’inertie,
la théorie du centre de gravité et celle de Pattraction empruntent
a la Mécanique la seule notion de masse. Plusieurs autenrs,
notamment Carnot (Géométrie de position) et Chasles ( Apercu
historique, p. 220), ont proposé de rattacher ces théories a la
Géométrie. Mais on fait actuellement rentrer ces questions dans
un chapitre spécial de la Mécanique, auquel on a donné le nom
de Géométie des masses (voir Haron e LA GourrLiikre, Jour-
nal de I'Ecole Polytechnique, XXXVII® cahier, el Revue géné-
rale des Sciences pures et appliquées, 4° année, 1893, p. 337).

Les théories qui constituent la Géoméirie des masses ont toutes
pour objet I'étude de sommes de la forme Tmf (2, y, z), étendues
a un ensemble de points matériels de masses m et de coordonnées

APPELL., — Traité de Mécanique. 0. i
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z, v, z. Par exemple, dans la théorie du centre de gravité,
figurent les. somnmes obtenues en premant pour f(z, ), 3) une
fonction linéaire des coordonnées, sommes qui se raménent a trois
Zmz, Zmy, Ims. ;

La théorie des moments d’inertie, créée par Huygens, se rap-
porte aux sommes obtenues en preriam. pourf(.'z:,y, z) une fonc-
tion entiére du second degré des coordonnées, sommes qui se
raménent a six Imz?, Emy?, Emsz?, Emys, Emsz, Emzy.

I. — DEFINITIONS ET EXEMPLES.

314. Définitions des moments d’inertie. — Quoique, dans les
applications, on ne rencontre que les moments d’inertie par rap-
port a des axes, il est utile d’introduire les définitions suivantes.
Etant donné un systéme de points matériels, on appelle :

Moment d’inertic du systeme par rapport & un plan, la
somme des produits obtenus en multlplnant la masse m de chaque
point par le carré de sa distance ¢ au plan, Zmo*.

2° Moment d’inertie par rapport i un axe, la somme des
produits obtenus en multipliant la masse m de chaque point par
le carcé de sa distance r a 'axe, Zmr?; on désigne ordinairement
ce moment par MA? oi M est la masse totale du systeme : & est
alors appelé le rayon de gyration du systéme autour de l'axe
considéré.

3° Moment d’inertie par rapport & un point, la somme des
produils obtenus en multipliant la masse de chaque point par le
carré de sa distance an point.

Par un point O faisons passer trois axes rectangulaires z, y, 5.
Les moments d’inertic par rapport aux trois plans coordonnés

‘sont
Xmax?, IZmy?, Zmz?;

les moments d’inertie par rapport aux axes,
Em(yr-+z?), Im(z2+ x?), EZm{x*+y°):

> enfin, le moment d’ineriie par rapport au point O a pour valeur

Em(xrt-+ yt -+ 3%).
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Des expressions ci-dessus résultent les théorémes suivants :

a. Le moment d’inertie, par rappmt un axe, est égal a
la somme des moments d’inertie par rapport a deux plans rec-
tangulaires, passant par cet aze. ‘

b. Le moment d’inertie, par rapport & un point, est égal &
la somme des moments d’inertie par®rapport i trois plans rec-
tangulaires passant par ce point, ou a la somme des momenis
d’inertic par rapport & un plan et a une droite rectangulaires
. passant par ce pornt. : ' :

4° Produits d’inertie. — Les géoméires anglais appellent
ainsi les sommes Emys, Tmzz, Zmav, qui se raménent immé-
diatement aux moments d’inertic. Menons en cifet les plans bis-
secteurs P et P’ des diédres formés par les plans 02 et 20y,
plans qui ont pour équations z + y =0, & — ¥ == 0, puis appe-
lons ¢ et ¢ les distances du poini de masse m et de coordonnées
x, v, 54 ces deux plans. Nous avons

(574

1 g g :
2= ';(‘t +.,7’):y 8= ,)'(."[-“.:V)z7

: 1 :
Smapy = —(Em 82— EZmd?),
i 5

relation dans laquelle les deux termes du second membro sont des
moments d'inertie.

315. Systémes continus. — Pour calculer les moments d’inertie
d’'un corps continu, d’une masse métallique, par exemple, on la
suppose décomposée en éléments de volumes infiniment petits dv
dont les coordonnées sont z, )-, 5 et la masse m=—=pdy, p dési-
gnant la densité du volume élémentaire do. "Alors, une somme

telle que Zma?, ou Emys devient une mtcgralo triple ﬂ/ pxtde

ou /]j pysde étendue au volume considéré.

316. ExemeLrs. — 1 Moments d’inertie d’une sphére liomogéne. —
Soit 2 la densité. Cherchons d’aberd le moment d’inertie u de la sphére
par rapport a4 son centre; ce moment est une fonction du rayon R; son
accroissement i, lorsque R prend un accroissement infiniment petit /R,
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est le moment d'inertie d'une couche sphérique de masse 4 = R2p dR, par

rapport a un point qui en est a la distance constante R (fig. 179) : c’est donc
dp = 4= R2p dR x R?,

d’oti, en intégrant cntre les limites o et R,

P= gnp[{a.

S

dR

Fig. 179.

Le moment d’inertie par rapport 4 un plan diamétral est

puisque le moment d’inertie par rapport & tous les plans diamétraux est
le méme, et que le moment d’inertie par rapport au centre est égal a la
somme des moments d’inertie par rapport & trois plans diamétraux rec-
tangulaires. De 12 résulte que le moment d’inertie par rapport a un dia-
métre, somme des moments d’inertie par rapport & deux plans diamétraux
rectangulaires, a pour valeur

I=Cp= -%i;rp-_ﬂ‘ =M % R?,

wl e

M désignant la masse totale gwp R3; le rayon de gyration autour d’un
diamatre est donc

5

k=R v
20 Moments d’inertie d’un ellipsoide homogéne. — Soit
z: g2 z2

arphanta?

I'équation de Dellipsoide. Son moment d’inertic par rapport au plan
des zy est, en appelant p la densité,

X mz? =[ﬂlpzi dz dy dz,

Vintégrale triple étant étendue a tout le volume de Iellipsoide.
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Si Pon fait le changement de variabics

d=aa =0y 3. i

on aura

IZmz?= abc? ﬂ/ pztda’ dy' dz';

la nouvelle intégrale triple, étant étendue au volume de la sphére
Z2+ Y252 —1==0,

représente le moment d'inertie de cette sphére de rayon 1 par rapport i

un plan diamétral, et a pour valeur }4:—,) wp; on a donc
: 4
2mst= — npabct;
15
cette quantité peut s’écrire enfin

Emzt=M -,

el

3
On trouvera de méme que les moments d’inertie de Vellipsoide sont :

par rapport au plan des zz,

M étant la masse ;; mpabe de Uellipsoide.

M

ol %

par rapport au plan des yz,

et, par suite : par rapport aux axes Oz, Oy, Oz,

2 2 2 2 2 2
M e At by
5 5 5

et, par rapport au centre,

M @+ br+c?
5

30 Moment d’inertie, par rapport & son aze, d'un solide homogéne
de révolution limité par les plans de deux paralléles. — Prenons
d’abord le cas d’un cylindre de révolution de hauteur 4 et de rayon R.
Comme dans le cas de la sphire, en donnant un accroissement <R au
rayon, le moment d’inertie du cylindre, par rappori a son axe, prend un
accroissement . ;
dp = Ri(2xRAp dR),
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puisque tous les points de la couche cylindrique dont s’accroit le solide
‘sont A la distance R de ’axe et que 'accroissement de masse est 2= R /g dR.
En intégrant I'égalité ci-dessus, nous aurons

ce qu'on peut éerire

R4 hg,

=

A fo-

i =:rl{‘3hp“—2 =MB:;
9 2

V2

le rayon de gyration est donc R *-=.

2

Soit, en général (fig. 180), 5 = 3 () Péquation de la méridienne de la
surface de révolution done Paxe est O z. Décomposons le solide en cylindres

A
L
T dr

Fig. 180,

élémentaires par des plans perpendiculuires a 'axe; le moment d’inertie
© ] d’un de ces cylindres, de rayon » et de hauteur dz, sera, d’aprés ce qui

précede,

~ 7 réo dz,
9

et, si 3, et z; sont les cotes des paraliéles extrémes, le moment d'inertie
du solide aura pour expression '

<1

7o
rt dz,

MA2 = —

r étant lié a z par relation

2=9(r)

on voil que, dans ce cas, le moment d’'inertie se calcule par une intégrale

simple.
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II. — THEOREMES GENERAUX.

317. Variation du moment d’inertie d’'un systéme par ripport
4 un axé se déplacant parallélement i lui-méme. — Cette varia-
_tion est donnée par le théoréme suivant : Al

Le moment d’inertie d’un systéme par rapport & un aze est
égal au moment d’inertie par rapport & un axe paralléle pas-
sant par le centre de gravité, augmenté du produit de la
masse totale par le carré de la distance des deux axes.

Soit AB un axe quelconque donné; prenons pour axe des z
Paxe paralléle Gz passant par le centre de gravité, et soient z = a,
y = b les équations de l'axe donné AB Le moment d’inertie par
rapport a cet axe est :

Sm(x - a4y —b2];

ce qu’on peut écrire

Sm(x2-+y2) 4 (@2 = b2)Em —2aSmz — 26 my;

mais les sommes Zmax, Zmy sont nulles, puisque le centre de
gravilé se trouve sur 'axe des 5 il reste alors, pour expressmn du
moment d’inertie par rapport a AB,

’”

¢ Im(zr+y2) + (@2+ b2) I m,

ce qui démontre la proposition; car Zm (22 y?) est le moment
d’inertie par rapport & Gs et (a2 5?) le carré de la dlslance des
deux axes.

Soient I le moment d’inertie par rapport a2 AB, I; le moment par
rapport & I'axe paralléle passant par G, d la distance de ces deux
axes; on a l == I+ M 2. Soit de méme I’ le moment d’inertie par
rapport a un axe paralléle a la méme direction; mais situé A une
distance d’ du centre de gravité; on a I'=Ig+ M d'2; d’ou, en

retranchant, :
I —T'=M(d?— d?),

formule qui permet de calculer I/, connaissant I et la position du
centre de gravité.
[l résulte du théoréeme I=1I;+ Md? que, de tous les axes
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paralléles & une direction donnée, celui pour lequel le moment
d’inertic est minimum passe par le centre de gravité. Les axes de
direction fixe par rapport auxquels ce moment a une valeur cons-
tante engendrent un cylindre de révolution dont I'axe passe par
le centre de gravité. :

On démontre de méme que :

Le moment d’inertie d’un systéme, par rapport & un plan,
est égal au moment d’inertie par rapport & un plan parallele
mené par le centre de gravité, augmenté du produit de la
masse totale par le carré de la distance des deux plans;

Le moment d’inertie d’un systéme, par rapport & un point 9,
est égal au moment d’inertie par rapport au centre de gra-
vité G, augmenté du produit de la masse totale par le carré

de la distance des deux points 0G .
A3

318. Variation du moment d’inertie par rapport i des axes
passant par un méme point. Ellipsoide d’inertie (Poinsot). — Etu-
dions maintenant les variations du moment d’inertie pris par rap-
port aux diverses droites issues d’un point O (fig. 181). Prenons

Fig. 18:1. .

ce point pour origine el soient «, 3, v les cosinus directeurs d’une
droite O d. Le carré de la distance mp d’un point z, y, 3 & celle

droite a pour valeur Om?— Op?, c’est-a-dire
r= a2 yi4z*— (ax -+ By + yz)‘-’A,
ce qui peut s’écrire
M= (224 y2+ 22) (224 B2+ 72) — (22 + B+ v2)2

¢
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ou, en développant,

rt=at(yr+ st )+ B2(52+ 2?)
—+ vz y2) —2Byys — 2yazx — 20232y,

d’od résulte pour le moment d’inertie la valeur

: Emr“# a2 m(yi+ 32) + B2Em (32 + 2?)
+ v Em(at+ y2)—2B8yEmys —2vaimzz —2aBZmay.

En désignant par A, B, C, D, E, F les sommes constanles qui
entrent dans la formule ci-dessus, nous obtenons

(1) Emri=Aa«>+ Bf2+ Cy2— 2Dy —2E ya —2Faf.

Les constantes A, B, C sont les momerits d’inertie par rapport
aux axes de coordonnées : D, E, F sont les produits d’inertie.

Pour interpréter géométmquement le résaltat auquel nous
venons d’arriver, portons de part et d’autre de O, sur chaque droite

O 4, une longueur OP, telle que (-)3!-,- = {/Zmr?, et cherchons le lieu
du point. P(X, Y, Z). Nous avons tout d’abord

= = S = 2 avec Zmir2;
e=5p° P=9p T=pp e pm=

en portant ces valeurs dans I'équation (1), il nous vient

(2) 1= AX2+ BY?-+ CZ2— 2DYZ — 2EZX — 2 FXY,

équation d’une surface du second ordre. Cetle surface, qui a l'ori-
gine pour centre, est nécessairement un ellipsoide; le rayon vec-
teur OP est, en effet, toujours réel et fini, puisqu’il a pour valeur

I
VEmr
exceplion que pour le cas ou tous les points matériels du systéme
seraient en ligne droite avec le point O : dans ce cas, le moment
d’inertie par rapport a cette droite serait nul, et l'ellipsoide se
réduirait & un cylindre de révolution autour de cette droite.

L’ellipsoide dont 'équation vient d’étre établie a recu le nom
d’ellipsotde d’inertie relatif au point O; ses plans et ses axes de
symétrie se nomment plans principauz et azes principauzx
d’inertie relatifs au point considéré. L’ellipsoide d’inertie relatif
au centre de gravité est Vellipsotde central d'inertie. En général,

et que le moment d’inertie est toujours positif. Il n’y aurait
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il 'y s donc que trois axes principaux d’inertie relatifs a un point;
si Pellipsoide d’inertic relatif au point est de révolution, il y en a
une infinité dans le plan de Péquateur; s'il est une spheére, tout
axe passant par le point est principal pour e¢ point.

Une fois lellipsoide . d’inertie relatif au poin'. O tracé, le
moment d’inertie par rapporta un axe ) d est m,—, P désignant le
point ou O3 perce I'allipsoide. De tous les axes menés par O,
celui qui donne le plus petit moment d’inertie est donc le grand
axe de lellipsoide.

319. Conditions pour que ’axe O z soit principal pour le point O.
-~ Cherchons les conditions pour que 'un des axes de coordonnées

Flg. 182,

Oz soit axe principal d'inertic par rapport au point O. Il faut
pour cela quel’équation de l’ellipsol’de d’inertie relatif au point O
ne coniiennc pas de termes du premler degré en z, c’esi-a-dire
qu’on ait

P=0, E=o0
ou bien
(3) Imyz =0, Smzz =o.

L’axe des z étant axe principal d’inertie pour le point O ne le
sera pas, en général, pour un autre point O’ de sa direction, situé
a une cote ()O’ h. Pour exprimer que-O est aussi un axe prin-
cipal en O’ on devrait, d’aprés ce qui précéde, joindre aux équa-
tions (3) les conditions nouvelles

4) . Emy(z—h)=o, Smz(z—k)=o,
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obtenues en portant l'origine en O'. En les combinani avec les
premiéres, ces équations se réduisent a i

Imy =o, Tmr = o,

équations qui expriment que O z passe par le centre de gravité.
Si cette condilion géométrique est veérifiée, Paxe des 5 sera axe
principal d’inertie pour un quelconque de ses points et en parti-
culier pour le centre de gravité, car les conditions que nous
venons de trouver sont alors vénﬁées, quel que soit h; d’ou ce
théoréme :

Tutontwe. — Un axe principal d’inertie relatif au centre
de gravité est axe prmczpal d’inertie pour l'un quelconque
de ses points. Inversement, si un axe est principal pour deuz
de ses points, il U'est pour tous et passe par le centre de gravité.

1l est évident que, si un sclide homogeéne admel un plan de
symétrie, ce plan est principal pour chacun de ses points, car,
en prenant  ce plan.pour plan des zy, on a, quelle que soit

'origine,
Emxs =0, Smys = 0,

3 prenant des valeurs deux a deux dgales et de signes contraires.

320. Remarque. — Un ellipsoide quelconque ne peut pas tou-
jours étre considéré comme un ellipsoide d’inertie. Si I'on rap-
porte, en effet, a ses axes, un ellipsoide dmertle, son équation
devient

AX?+ BY?+ CZ2=1,
ou A, B, C sont les moment d’inertie -
A=Zm(i+2), B=Sm(z+at), C=Im(a+y?)

par rapport aux trois axes; et Pon veit immédiatement que P'un
quelconque d’entre eux est au plus égal & la’ somme des deux
autres. Par exemple, lorsque l’ellnpsonde d’inertie est de révolu-
tion, il peut étre aussi allongé qu’on le veut; mais, s’il est aplali,
son aplatissement est au plus égal & ya =

2
Si le solide est une plaque d’épaisseur infiniment petite, située’

dans le plan des Zy, I'un de ses axes principaux est Oz par raison
p Y s p p P
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de syméirie : soient Oz et Oy les deux autres. Alors, s étant nul,
onaC=A - B.

Ou verra, a titre d’exercice, que, pour que I'ellipsoide d'inertie puisse
en quelque point de Pespace se réduire & une sphére, il faut que Pellip-
" soide d'inertie relatif au centre de gravité soit un ellipsoide de révolution
aplati; il existe alore sur son axe de révolution deux points symétriques
par rapport au centre de gravité, pour lesquels la condition est satisfaite.

321. Probléme de Binet. — Trouver U'enveloppe des plans par
rapport auxquels le moment d’inertie d'un systeme a wune valeur
donnde M k2.

Happortons le systéme aux axes principaux d'inertiec Gz, Gy, Gz de
Pellipsoide central, c’est-a-dire de I’ellipsoide d’inertie relatif au centre
de gravité, et soient Ma®, Mb2; Mc? les moments d'inertie par rapport
aux trois plans coordonnés.

Le momeut d'inertie par rapport au plan

UZ 4 0Y + WE+1=0
a pour valeur
m(ux + Py 4 Wz 4 1)
U~ 4 2

ol

Xmrt

En développant cette expression et remarquant que, d’aprés le choix
des axes coordonnés, les six sommes S m 2, Zmy, Zmz, Emyz ,Smzz,
I may sont nulles, on devra avoir la relation

. \i i, Ma?-+ e2Mb2+ a2 Mc2+ M
MAS=
U - V2 - 2

>
qui devient sous forme entiére
ur(@— k) + o2 (b2 — k) + w2(e?— k) +1= o,

Cest I'équation tangentielle de la surface ‘du second ordre

22 y 22
o 4
a?— k2 b'—’— P

= Gx) 41 == 0.

Loraqu on fait varier le paramétre k, les surfaces représentées par cette
équation restent homofocales. (.omme elles doivent étre réelles, il faut
que A* soit supérieur a la plus petite des quantités a?, b2, ¢* : ¢? par
u:emple. il en résulte que le plan pour lequel le moment d’inertie est
minimum est le plan des zy. -

Par un point O'(2’, y/, z') de I’espace, il passe trois de ces surfaces :
les valeurs du paramétre 42, relatives a ces trois surfaces, sont les racines
a2, 32, v* de I'équation du troisicme degré

ax'? 3’2 z'e
e -1 = 0.

(2) BT e T T - Sty
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Les trois surfaces homofocales qui passent par O’ se coupent & angle
droit; on a alors le théoréme sunivant :

Les plans principaux d’inertie relatifs aw point O sont les plans
tangents aux trots surfaces homofocales (v) qui passent par ce point;
et les moments d’inertie par repport a ces trots plans principaux soni
Ma2, M2, My2; a2, B2, v2 désignant les racines de Uéquatin (2).

%La démonstration résulte du rapprochement des deux faits suivants :

1v L’enveloppe des plans passant par O’ par rapport auxquels le moment
d’inertie du systéme a une valeur donnée M A2 est le cone de sommet O’
circonscrit, a la surface (1). Cette enveloppe est un véritable céne tant que
la surface (1) ne passe pas par O', c’est-a-dire tant que k?.n’a pas une des
valeurs =2, 82, 2. Mais, si A2 a J'une de ces trois valeurs, la surface (1)
passe par O’ et le cone circonscrit de sommet O’ devient un plan double
confondu avec le plan tangent & cette surface en O’;

20 Cherchons directement l’enveloppe de ces mémes plans en prenant O’
pour origine, et pour axes, O'xz;y15, les trois axes principaux d'inertie
relatifs & O’. Soient xi, ¥, 31 les coordponnées d’un point du syst¢me,

Ma? = Smuw}, M@} = Zmy}, M~y: = Yms}

les moments d’inertie par rapport aux trois plans principaux relatifs & O’.
Le moment d’inertie du systéme par rapport au plan wa,+ ¢y -- wz =0
passant par O’ est

Mikt=2Zm

(nxy+.vy1-+wz)t  M(afu?+ Bf o2+ viw2)
U2+ 0+ w2 U2+ 024 w2 i

Si k2 doit rester constant, on a
w?(a}— k2) -+ 02 ﬁ? — k) 4+ w2 (i — &) = o;
le plan enveloppe alors un céne dont I'équation est

L e e z
3 i i =0,
Al B~k =l

C’est 1a un véritable cone tant que A2 n’a pas une des valeurs «}, 81, 73,
pour k2= a} par exemple, le cone se réduit au plan double z} = o, c'est-
a-dire & I'un des plans principaux relatifs au point O’ : de méme pour
k*= B3, k2= v}, on a les deux autres plans principaux relatifs 3 O'.

Comme, dans la premiére facon de raisonner, nous avons trouvé que le
méme cone se réduit 2 des plans doubles seulement quand A% est égal
a a?, B2 ou y?, il faut que af, 3}; Y soient égaux 3 a2, B2, v*; comme nous
avons trouvé, de méme, que ces plans doubles cofncident avec les plan:
tangents aux trois surfaces homofocales passant par O’, il faut que ces
plans tangents cofncident avec les plans principaux d'inertie relatifs au
point O', =0, y1=0, 31 =o.

Le théoréme est donc démontré.



