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SUR LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE
DU POTENTIEL PAR RAPPORT A UN NOYAU

Thomas BARTH

Fachbereich Mathematik
Universitat Essen - GHS

D - 4300 ESSEN 1

République Fédérale d'Allemagne

Les principes fondamentaux de la théorie du potentiel par rapport
3 un noyau ont été établis par Deny [4] sous forme axiomatique. La
théorie elle méme repose sur le fait que le noyau potentiel d'une ré-
solvante est essentiellement un noyau élémentaire au sens de Deny [3].
C'est ainsi que Deny [5] a montré qu'un noyau de Hunt continu satis-
fait au principe de domination, et au principe complet du maximum si
la résolvante associée est sous-markovienne. Il est donc important de
savoir si un noyau donné est le noyau potentiel d'une résolvante. Or
on connait depuis les travaux de Hunt [6] le rbSle fondamental gue joue
le principe complet du maximum dans la construction de résolvantes
sous-markoviennes & partir d'un noyau-diffusion donné. Ces résultats
ont été généralisés par Taylor [8] au cas d'un noyau propre sur un
espace mesurable, et ainsi placés dans un cadre relatant purement de
théorie de la mesure.

Dans ce travail nous introduisons des principes faibles de domina-
tion et du maximum nécessaires pour l'existence d'une résolvante, res-
pectivement d'une résolvante sous-markovienne, associée a un noyau
donné, et aussi suffisants dans le cas d'un noyau borné. Aprés avoir
caractérisé le principe de domination par une propriété analogue au
principe du maximum positif de Hunt et Meyer, nous étendons les métho-
des de Taylor [8] pour construire des résolvantes non nécessairement
sous-markoviennes associées a un noyau non borné qui satisfait au prin-
cipe de domination. Ceci met en évidence le r3le essentiel du principe
de domination pour la construction de résolvantes. Tandis qu'en théorie
des processus de Markov on ne s'occupe que du cas sous-markovien, du
point de vue de la théorie du potentiel le cas général est intéressant.
C'était d'ailleurs déja une préoccupation de Deny [5] d'atteindre 1le
cas non sous-markovien.

Une partie des résultats présentés ici a été obtenue pendant un



séjour de recherche a 1'Université de Hull, Grande Bretagne. L'auteur
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reux et le British Science Research Council de son support financier.
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1. LE PRINCIPE FAIBLE DE DOMINATION.

Soit (E,E) un espace mesurable et V un noyau sur (E,E) . Nous
désignerons par E¥  1le cone convexe des fonctions numériques positives
mesurables sur E , et par L1(V) l'espace vectoriel des fonctions
réelles mesurables f sur E telles que V|f| < « . Le plus souvent
nous considérons V comme application de ¥ dans E' ou comme
opérateur linéaire de L1(V) dans l'espace des fonctions réelles
mesurables sur E . Le noyau V est déterminé par ses valeurs sur E.
On dit que V est propre si l'ensemble E est réunion d'une suite

1 L]
croissante (An)n€li d'ensembles mesurables, tels que V 1An < o

pour tout n € N . Dans ce cas le noyau V est déterminé par ses
valeurs sur L1(V) puisque toute fonction f € E+ est égale a la

A ) de fonctions de
1 n n €N
L' (V) . En outre nous utiliserons les définitions et notations de

Meyer [7], Ch. IX et X.

limite de la suite croissante (f A n 1

; 4 ; "
DEFINITION 1.1. Une fonction u € E est appelée V-surmédiane si

pour tout nombre réel A > O et pour tout couple de fonctions
f,g € L1(V) la relation

Vf=g+AVg et uz2f entraine u 2 A g .

Le noyau V satisfait au principe faible de domination (resp. au

principe faible du maximum) si la fonction constante O (resp. 1) est

V-surmédiane.

La fonction constante « est toujours V-surmédiane. Avec u
toutes les fonctions A u sont V-surmédianes o A > O . L'envelop-

pe inférieure d'une famille (ui) de fonctions V-surmédianes

ier
est V-surmédiane si elle est mesurable. Alors le noyau V satisfait
au principe faible de domination si et seulement s'il existe une
fonction V-surmédiane partout finie. En particulier, le principe

faible du maximum entraine le principe faible de domination.

PROPOSITION 1.2. Si V satisfait au principe faible de domination,
' alors pour tout A > 0 le noyau I + A V est injectif sur




| Ll(I + A V) ou I désigne le noyau identité sur (E,E)

Démonstration. On a L1(I + A V) = L1(V) . Soient A > 0 et g € L1(V)
tels que g+ A Vg=0=VO0O.Alors 02 Ag et deméme O 2 A(-g),
donc g =0 .

On appelle noyau potentiel d'une résolvante (VA)A>O sur (E,E)

le noyau Vo := limMro VA sur (E,E) .

PROPOSITION 1.3. Soit V wun noyau propre qui satisfait au principe

faible de domination. Alors il existe au plus une résolvante

(VA)A>0 telle que l'on att v, = V.

Démonstration . Soient (VX)A>O et (WA)A>0 deux résolvantes telles

que l'on ait vV, =W =V, et soit f € L1(V) . On a d'aprés 1l'équa-

tion résolvante
Vf=(I+)\V)V>‘f=(I+>\V)W>‘f

pour tout XA > O , et les mémes égalités pour |f| avec V|f| < = .
On a donc ka,wxf € L1(I + A V) et fo = WAf par ia Proposition
1.2. Le noyau V étant propre, toute fonction g € E est égale 3
la limite d'une suite croissante de fonctions de L1(V) . On a donc
aussi ng = WAg , ce qui achéve la démonstration.

DEFINITION 1.4. Soit (VA)A>O une résolvante sur (E,E). Une fonction

u € EY est appelée surmédiane (par rapport a (

1 )
VA)A>O) si 1l'on a

u 2 A qu pour tout A > O .

Evidemment l'ensemble des fonctions surmédianes est un sous-clne
convexe de E+ contenant les fonctions constantes O et o , et
stable pour les enveloppes inférieures de familles finies et les enve-
loppes supérieures de familles filtrantes croissantes pourvu que ces
enveloppes soient mesurables. D'aprés l'équation résolvante les fonc-
tions V£ avec £ € E+ sont surmédianes.

PROPOSITION 1.5. Soit V = Vo le noyau potentiel d'une résolvante
(VA)A>0 . Alors toute fonction surmédiane est V-surmédiane. De
plus, st V est propre om a la réciproque, et les deux notions

coitnecident.

Démonstration- Soit u une fonction surmédiane. Considérons A > O
R 1

et f,g€ L (V) telsque V £f=g+ AVg et uzf . D'aprés
1'équation résolvante pour V £ et V g nous avons



V, E=(I-AV) VE=(I-2Y)g+ (I-2AV)AVg=g

puisque tous les termes sont partout finis. Donc

uz A VX uz A VA f=Xg, et u est bien V-surmédiane.

Si V est propre, toute fonction V-surmédiane u est égale a

la limite d'une suite croissante (un) de fonctions appartenant

1 n €W
a L (V) . On a d'apres l'équation résolvante

Vu =V, u_ + AV YV, u et uz2u_,
n A n A n n
donc u 2 A v, u ~pour tout n €N et A > O . Il en résulte
u 2 A VA u , et u est surmédiane.

A a0
satisfait au principe faible de domination. Si la résolvante est

COROLLAIRE 1.6. Le noyau potentiel v, d'une résolvante (V

sous-markovienne, alors Vo satisfait au principe faible du maxi-

mum. De plus, st Vo est propre on en a la réciproque.

Le théoréme suivant est l'analogue du théoréme de Hunt [6] sur
l'existence d'une résolvante sous-markovienne associée a un noyau
uniforme. Les résolvantes que nous construisons ici ne sont plus sous-
markoviennes en général, mais toujours composées de noyaux bornés.
Nous nous inspirons de la démonstration donnée par Constantinescu-
Cornea [2], Proposition 10.2.2, pour l'existence d'une résolvante
sous-markovienne sur un espace harmonique.

On dit que le noyau V est borné si la fonction V1 est bornée.

THEOREME 1.7. Soit V un noyau borné. Pour que V soit le noyau
potentiel d'une résolvante (VA)A>0 sur (E,E) <1 faut et il
suffit que V satisfasse au principe faible de domination. Cette

résolvante est alors unique et composée de mnoyaux bornés.

Démonstration : Il reste a montrer que la condition est suffisante.
Considérons V comme opérateur linéaire continu sur l'espace de

Banach Eb des fonctions mesurables bornées, muni de la norme unifor-

me, et notons L(E,) , avec norme . || , 1'espace de Banach de tels

opérateurs. Soit A 1l'ensemble des nombres X 2 O tels qu'il existe

un opérateur VA € L(Eb) avec les propriétés

V= (I+ ) V)Vk et V VA = VA v .

Alors nous avons O € A et VO =V . Comme E est contenu dans

b
L1(V) et I+ AV est injectif sur L1(V) par Proposition 1.2,

l'opérateur VA est unique pour tout A € A . Comme on a



v f = vy f+ 2V v, f pour toute fonction £ € Eb telle que O 2 f
et pour tout X € A , le principe faible de domination entraine

(o) AVA f . Par conséquent VA est un opérateur positif sur Eb .
Il résulte donc de la relation V 1 = vy 1+ AV vy 1 que

||VA | < |]|]v || < » pour tout X € A .

Nous allons montrer que A =R, . Soient A €A et p 20 un
nombre tel que |p-A| < || v, |r1 . La série
_ o™ n .n+1
U:=1I 5 (A=p) ™ vy
converge dans L(Eb) , et nous avons U VA = VA U, UV=VU et
U + (u—X)Vk U=V, .De plus,
V= (I + AV)VX = (I + pV+ (A-p)V)(U + (u—A)VA U )
= (I + p V)U + (A-p)(V - VA - uv Vx - (A-p)Vv VA)U
= (I + pv)U ,
. i 1 -1
donc u € A et V =7U . Puisqu'on a O < fv [ s fv, I, on
peut couvrir R, , en partant de O € A , par une suite d'intervalles

de longueur fixe ol 1l'on sait construire des opérateurs V, , et on
g p A

a bien A =1, . Soit (f ) une suite de fonctions de E, ,
+ n'n €N b
décroissante vers O en tout point x € E . On a alors
< 1i s 1i =
o < llmn+m VA fn(x) < llmn»w v fn(x) o .
Les applications £ - VA f(x) sur Eb définissent donc des mesures,
et les opérateurs V s'étendent a des noyaux bornés sur (E,E) .

A
On vérifie aisément l'égquation résolvante, et on a bien une résolvante

(Vx) a4 noyau potentiel Vv, =V et unique d'aprés Proposition 1.3.

A>0

COROLLAIRE 1.8. Soit V un noyau borné. Pour que V soit le noyau

potentiel d'une résolvante sous-markovienne (VA)A>O sur (E,E)
11 faut et 71 suffit que V satisfasse au principe faible du

maximum. Cette résolvante est alors unique.

Ceci est une conséquence immédiate du Corollaire 1.6 et du théo-

réme précédent.

2. LE PRINCIPE DE DOMINATION.

Soit (E,E) un espace mesurable et V un noyau sur (E,E). Nous
désignerons par Ll(V) le cbne convexe des fonctions positives appar-
tenant a L1(V) . Les définitions suivantes ont été données par Deny
[4] dans le cas d'un noyau - diffusion sur un espace localement compact,
et reformulées par Meyer pour des noyaux sSur un espace mesurable
(voir [7], X.D 1 et 2).



DEFINITION 2.1. On dit que le noyau V satisfait au principe de domi-

. . . + .
nation si pour tout couple de fonctions f,g € E , la relation
VEz2Vg sur {g > 0} entraine V f 2Vg,

ot {g > 0} dénote l'ensemble {x € E : g(x) > O} . On dit que V
satisfait au principe complet du maximum si pour toute constante

; + .
a 2 0O , pour tout couple de fonctions £f,g € E , la relation
a+VEf2Vg sur {g> 0} entraine a+V f 2Vg

Evidemment le principe complet du maximum entraine celui de domination.
La proposition suivante caractérise le principe de domination. La
propriété (e) ci-dessous, propriété clé de la construction de résolvan-
tes non bornées, est l'analogue du principe faible du maximum positif
introduit par Meyer (voir [7], X.3), qui de son tour est un affaiblis-

sement léger du principe du maximum positif de Hunt [6] (voir Deny [41]).

PROPOSITION 2.2. Pour les énoncés sutvants nous avons les implications

(a) =» (b) = (c) e=> (d) e (e¢) . De plus, st V est propre, ils
sont tous équivalents.
a) V satisfait au principe de domination.
b) Pour tout couple de fonctions f,g € Li(V) , la relation
VFf2Vg sur {g >0} entraine V f 2 g
e) Pour tout couple de fonctions f,g € Li(V} , la relation
VFfzVg sur {g > f} entraine V f 2V g
d) Pour toute fonection f € LJ(V) , la relation
VFf20 sur {f < 0} entraine V f 2 0
e) Pour toute fonection f € LZ(V) , pour tout x € E , la rela-
tion
V f(z) > 0 entraine

supy€{f>0} V fly) > 0

Démonstration. L'implication (a) =» (b) est immédiate.
(b) =» (c) . Soient f,g € L (V) telles que V f£f 2 Vg sur {g > f}.
| n,_ | - - ]
Posons g':= g 1{g>f} , g g 1{g<f} et f':= f-g" . Les fonctions
g',g",f' appartiennent a L (V) , et 1'on a sur l'ensemble

{g > £} = {g' > 0}
Vf'=VEf-Vg"2Vg-VYg"=vVg',

donc V f' 2 Vg' sur E par (b) . Il en résulte V f 2 V g , donc
(c).

(c) = (d) résulte de la décomposition f = £% - £ .

(d) = (e). Considérons f € L1(V) et x € E tels que V f(x) > 0,



et supposons V £ £ O sur {f.> 0} . Nous avons alors V(-f) 2 O sur
{-f < 0} . Par (d) il vient V(-f) 2 0 sur E ce gqui est une con-
tradiction, donc (e).

(e) = (b).sSoient f,9 € Ll(V) telles que V £ 2V g sur {g > 0O}.
Posons h := g - £ . L'ensemble {h > 0} est contenu dans {g > 0}
et nous avons O 2V h sur {h > 0} . Par (e) il vient O 2 V h sur
E , donc (b) .

(b) = (a). Supposons maintenant que V soit propre. Soient
£,9 €E * telles que V £ 2Vg sur {g > 0} . Alors f et g sont

égales aux limites de suites croissantes, (fn) et

n €N (gn)nEJN
respectivement, de fonctions appartenant a Ll(V) , et il suffit de
montrer V £ 2 V g, pour tout n €N .

Fixons un nombre ¢ > O et posons pour m,n € IN

e= 2 -
AL {(1+e) Vv fm v gn} c E

Pour n fixé, les ensembles Amn croissent avec m et l'on a

{g_ >0} cu A
n mEN “mn
{gn > 0}e{g > 0} . De la définition des ensembles A . il vient

puisque V fm croit vers V f et

pour tout m € IN

>
(1+€) Vv fm 2 V(gn 1A ) sur Amn i
mn

donc la méme inégalité sur E par (b). Il en résulte (1+g)V £ 2V 9,
ce qui acheéve la démonstration puisque € et n étaient arbitraires.

La propriété (d) donne lieu & une interprétation du principe de
domination : Considérons Vf comme potentiel d'une distribution de
charges électriques a densité f . Si le potentiel des charges posi-
tives prévaut la ou les charges négatives prévalent, alors il prévaut

partout.

COROLLAIRE 2.3. Le principe de domination entraine le principe faible

| de domination.

Démonstration : Considérons X > O et £f,g € L1(V) tels que la rela-
2

tion Vf=g+ AVg et O f soit satisfaite. Supposons O < A g(x)
pour un x € E . Nous avons g = V(f - XA g) et la propriété (e) ci-
dessus garantit g(y) = V(f - A g)(y) > O pour au moins un point

y € {£f - Xxg> 0} . Mais alors O 2 f(y) > A gly) ce qui est une

contradiction. Donc O 2 A g .

A

L'exemple suivant du a Meyer [7], X.67 montre gu'il n'y a pas

d'équivalence entre les deux principes, méme pas pour le noyau potentiel



d'une résolvante. Soit E = {a,b} un espace composé de deux points,

+
et posons pour tout A 2 O et pour tout f € E

f(a) :=0 , V

A
1'équation résolvante est bien vérifiée. Le noyau potentiel v, de

Les noyaux composés V Vu sont identigquement nuls, de sorte que

la résolvante (V satisfait donc au principe faible de domina-

)

AT A>0
tion d'aprés Corollaire 1.6. Il résulte du théoréme de domination de
Meyer [7], IX. T 68 que v, ne satisfait pas au principe de domina-

tion.

On pourrait caractériser le principe complet du maximum de facon
analogue & la Proposition 2.2 ol le principe faible du maximum posi-
tif de Meyer [7], X.3 entrerait comme propriété (e). Nous nous borne-

rons a l'énoncé suivant :

PROPOSITION 2.4. Le principe complet du maximum entraine le principe

faible du maximum. De plus, si V est propre et le noyau potentiel

d'une résolvante nous en avons la réciproque.

Démonstration, Soit ¥V un noyau satisfaisant au principe complet du
maximum. Considérons X > O et £,g € L1(V) tels que V £ =g+ AV g
et 1 2 £ . Supposons 1 < A g(x) pour un x € E . Nous avons

g =V(f - X g) , et le principe faible du maximum positif de Meyer

[7], X.3 entraine

SUpy, e g 9(Y) = SUP ecre gr0} IV -

donc 1 < X gly) pour au moins un point y € {f -Ag > O} . Mais
alors 1 2 f(y) > XA gly) et c'est la contradiction cherchée. La

fonction constante 1 est bien V-surmédiane.

Supposons maintenant que V soit propre et le noyau potentiel
d'une résolvante, et qu'il satisfasse au principe faible du maximum.
La résolvante est alors sous-markovienne d'aprés Corollaire 1.6,
les fonctions du type a + Vf ou a 2 O est une constante et
f € et , sont surmédianes et V satisfait au principe complet du

maximum par Meyer [7], X. T 69.

3. LA CONSTRUCTION DE RESOLVANTES A NOYAU POTENTIEL NON BORNE.

Soit V un noyau sur un espace mesurable (E,E) . Si V n'est
pas borné il n'existe pas toujours une résolvante & noyau potentiel

V méme si V est propre et satisfait au principe de domination.



Meyer [7], X.9 a donné l'exemple d'un noyau propre V satisfaisant au
principe complet du maximum pour lequel il ne peut y avoir de résolvan-
te sous-markovienne a noyau potentiel V , et il ne peut y avoir de
résolvante autre que sous-markovienne d'aprés Corollaire 1.6. Il nous
faut donc des hypothéses supplémentaires sur V . Remarguons encore

que le noyau potentiel d'une résolvante markovienne (VA)A>O , cas
intéressant en théorie des processus de Markov, ne peut pas &étre borné.
En effet, la relation A V, 1 = 1 entraine V 1 = lim VA 1 = o

A A0
partout.

DEFINITION 3.1. On dit que le noyau V est strictement propre si

l'ensemble E est réunion d'une suite croissante (An)nE]N d'ensem-

bles mesurables tels que V 1A < ¢, pour tout n €N ou les C

- n
sont des nombres finis.

Dans ce cas il existe des fonctions bornées strictement positives

€ E telles que Va soit bornée. En effet, la fonction

a
a := Z:=1 0;1 27n 1A répond a la question, avec a < 1 et V a < 1
n

si 1l'on choisit les c, > 1 .

Evidemment tout noyau strictement propre est propre. Il résulte
d'un lemme de Hunt [6] que les deux notions sont équivalentes pour
tout noyau satisfaisant au principe complet du maximum. Cet argument

n'est plus valable si V ne satisfait qu'au principe de domination.

Soit V un noyau strictement propre satisfaisant au principe de
domination, et soit a € E une fonction bornée strictement positive

telle que V a soit bornée. Posons pour tout f ¢ E+
W f := V(af) .

Alors W est un noyau borné sur (E,E) tel que W1 =V a, et W
satisfait au principe de domination. En effet, soient f£f,g € E+

telles que W £ 2 Wg sur {g > O0}. Alors V(af) 2 V(ag) sur

{ag > 0} , donc V(af) 2 V(ag) partout puisque V satisfait au prin-
cipe de domination. D'aprés Corollaire 2.3 et Théoréme 1.7 il existe
une résolvante unique composée de noyaux bornés sur (E, E)

et telle que Wo =W .

W) 350

Il résulte de Meyer [7], IX.T 70 qu'une fonction u € E+ est

surmédiane par rapport & (WA) si et seulement si pour tout couple

A>0
de fonctions f,g € E la relation

u+ WE 2 Wg sur {g > O} entraine u + WE 2 Wg .
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On voit que 1l'on peut remplacer W par V dans cet énoncé. La notion
de fonction surmédiane est donc indépendente de W et de la fonction

a choisie, et ne dépend que de V .

Pour fonctions surmédianes u,v on dit que u est spécifiquement

plus grand que v s'il y a une fonction surmédiane s telle gque
u+ s =v . Ceci définit une relation d'ordre appelée ordre spécifique.

La définition et le lemme suivant sont dus a Taylor [8].

DEFINITION 3.2. Soit (An)nem une suite d'ensembles mesurables
croissante vers E . Une fonction surmédiane u est appelée potentiel
(par rapport a (An)n €]N) si pour tout x € E et pour tout € > 0 ,

il y a une fonction surmédiane s et un ensemble An tels que

s(x) < € et u s s sur CAn .
Ceci revient a dire inf R u=0 si l'on définit une fonc-
n €N CAn
tion réduite
R,u := inf {v surmédiane, v 2 u sur B}

B

pour tout ensemble B < E . Dans la suite nous ne considérons que des

potentiels relatifs a une suite fixe d'ensembles (An) . L'ensem-

n €N
ble des potentiels est un sous-cdne convexe de E . Toute fonction
surmédiane majorée par un potentiel est un potentiel.

LEMME 3.3. Soit (un)n cm une suite spécifiquement croissante de

potentiels telle que la fonction u := u, est finie.

S¥Pn em
Alors u est un potentiel.

Démonstration. Pour tout n €IN il y a une fonction surmédiane t

telle gque l'on ait u = W + tn . Posons S, i< L t . Alors

n+1 mZn m

sn est surmédiane et u = uy + s, - Etant donnés x € E et € > 0O ,
choisissons m € N tel que sm(x) < e, et s et An tels que

s(x) < € et . < s sur C An . Alors t := s + S est surmédiane
et nous avons t(x) < 2 € et u £ t sur CAn . Donc u est un

potentiel.

Dans la proposition suivante les hypothéses faites sur le noyau
V n'interviennent que dans la notion de fonction surmédiane et son
indépendance par rapport aux résolvantes (WA)A>O et aux fonctions
a choisies, ainsi que dans l'implication (f) = (a) .

PROPOSITION 3.4. Supposons que V soit strictement propre et qu'til

satisfasse au principe de domination. Les énoncés suivants sont

équivalents
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a) 1l existe une suite d'ensembles mesurables (B_) croissan~

te vers E et telle que les fonetions V ZB soZe::jZes potentiels
bornés. 7
b) Il existe une fonction bornée strictement positive g € e*
telle que V g soit un potentiel borné.
c) Il existe une fomction finie strictement positive g € E*
telle que V g soit un potentiel fint.
d) Il existe une suite d'ensembles mesurables (Bn)n€lN erois-—
sante vers E et telle que les fonetions V JB soient des
n

potentiels finis.
e) Pour toute fonction f € Y telle que V f soit finite, V f
est un potentiel.

f) Pour toute fonetion f € EY telle que f et V f soient

bornées, V f est un potentiel.

Démonstration. (a) = (b) . Soit V 1B < c, avec des nombres finis
n

® -1 ,-n ;
Zn=1 c, 2 1Bn répond 3 la gquestion

ch > 1 . La fonction g :=
d'apreés le Lemme 3.3.
(b) = (c) est évident.
(c) = (d). Les ensembles Bn := {g 2 1/n} répondent a la question

puisque V 1B <snVag.
n
. + . A ;
(d) = (e). Soit f € E telle que V f soit finie. Les fonctions

. + ;
fn :=f An 1B appartiennent a E , et les V fn forment une suite
n
de potentiels spécifiquement croissante vers V f qui est donc un
potentiel d'aprés Lemme 3.3.
(e) = (f) est évident.

(f£) = (a) résulte du fait que V est strictement propre.

Maintenant nous sommes en mesure d'adapter la méthode de Taylor
[8] pour construire des résolvantes non nécessairement sous-markovien-
nes a noyau potentiel non borné. Le théoréme suivant contient le
Théoréme 2 de Taylor [8] puisque tout noyau propre satisfaisant au

principe complet du maximum est strictement propre.

THEOREME 3.6. Sott V wun nmoyau strictement propre satisfaisant au
principe de domination. Supposons que E soit réunion d'une

sutte croissante (An) d'ensembles mesurables tels que les

n €IN
fonections V JA sotent des potentiels finis par rapport ad
n
(An)n em Alors il existe une résolvante unique (VA)A>O a

noyau potentiel %) =V
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Démonstration. L'unicité résulte du Corollaire 2.3 et de la Proposi-
tion 1.3. Montrons l'existence de la résolvante associée a V .

D'aprés Proposition 3.4, 1l'ensemble E est réunion d'une suite

3 L]
croissante (Kn)nGIJ d'ensembles mesurables tels que les V 1Kn < e,
soient des potentiels bornés par des nombres finis < > 1 . La fonction
o — — . + . P
=1 cn1 270 1K appartient a & , est strictement positive,

n

et vérifie a < 1 et V a< 1 . Posons a == 1 A na pour tout

a :=1

n €N . La suite (an) tend vers 1 en croissant, les fonctions

n €N
v ay sont bornées, et pour tout ensemble Kn il y a un indice m € N
tel que

K < {am =1} ={a 2 1/m} .

Désignons par Ec l'espace vectoriel des fonctions mesurables bornées

Lo +
f € Eb telles que {f # 0} < K~ pour un indice n €N , et par Ec
le cbne convexe des fonctions positives de Ec . Alors pour tout

f € Ec les fonctions f/an sont bornées. Pour tout n €N , la

formule
vl o= V(an f) pour tout f € et
définit un noyau borné v? sur (E,E) qui satisfait au principe de

domination. La suite (Vn f) tend vers V f en croissant.

n €N
D'aprés Corollaire 2.3 et Théoréme 1.7 il existe des résolvantes

(V;\’l)bO sur (E,E) 23 noyau potentiel Y: =v" .

Fixons A > O et £ € E; et posons k  := Vn(f/an) pour tout
n € N . Les fonctions kn appartiennent a et , sont bornées, et
kn = V? f d&s que n est assez grand. De 1l'équation résolvante il
vient
n
k, =V ((f/an) - A kn) = V(f - A a, kn) .

Nous allons montrer gque la suite (kn) est décroissante. Suppo-

n €N
sons, pour m< n , qu'il y ait un x € E tel que km(x) < kn(x) v
Nous avons k_ - k = X V(a k - a_ k) , et la Proposition 2.2 (e)
n m m m n'n
entraine (kn - km)(y) > 0 pour au moins un point y € {amkm - ankn>0}.

Mais alors (km,_ kn)(y) > O puisque O < a, £ a, , et ceci est une

contradiction.
Il en résulte que la limite VA f := limn*m V? f existe pour
+
tout A > O et tout £ € E et ! s i
c ’ gu'elle est mesurable. Soit (fn)neni
’ . + ‘
une suite de fonctions de Eo » décroissante vers O en tout point

X € E . On a alors
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. o ; m _
llmn_m V)\ fn(x) = 1nfm el 1nfn —_ V)\ fn(x) o .

D'aprés le théoreéme de Daniell-Stone les formes linéaires positives
f - VA
v s'étendent a des noyaux sur (E,E), non tornés en général, mais

A
4 restriction bornée sur tout ensemble Kn .

f(x) sur Ec définissent des mesures sur (E,E) , et les

Il reste a montrer que (V est une résolvante a noyau

A aso
potentiel Vo =V . Ceci se fait de la méme maniére que dans Taylor

[8]. On trouvera une exposition compldte dans Barth [1].

Remarques 3.6. 1) Soit (VA)A>O la résolvante construite sous les
hypotheéses du théoréme précédent. En appliquant encore une fois le
crittre de Meyer [7], IX.T 70, on voit que les fonctions surmédianes
par rapport a (V)\)>\>O coincident avec les fonctions surmédianes par
rapport aux résolvantes (w>\))\>O qui ont été utilisées dans la
Définition 3.2 pour définir la notion de potentiel.

2) Soit V un noyau borné satisfaisant au principe faible de
domination. D'aprés Théoréme 1.7 il existe alors une résolvante de
noyau potentiel V permettant de définir les fonctions surmédianes.

Posons An := E pour tout n € N . La fonction V 1 =V ‘IA est
n

alors bornée et un potentiel par rapport a (An)n€IJ puisque la
fonction constante O est surmédiane et la deuxiéme condition est

vide.
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