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Vorwort zur zweiten Auflage ’

Wir haben in-der Neuauflage einige Unklarheiten beseitigt und den
Text durch Beispiele iiber unendlich oft differenzierbare Funktionen
(Partition der Eins) und iiber differenzierbare Abbildungen (mit kon-
stantem Rang) erginzt.

H. GRAUERT

W. FiscHER
Februar 1973

Vorwort zur ersten Auflage

Der nun vorliegende zweite Teil der dreibindigen Darstellung der
Differential- und Integralrechnung ist der Differentialrechnung der
Funktionen mehrerer reellen Verinderlichen und den gewdhnlichen
Differentialgleichungen gewidmet. Er ist gedacht etwa fiir Studenten
im zweiten bis dritten Semester — dementsprechend wird vom Leser
nur die Kenntnis des wesentlichen Teils des Stoffs von Band I und dar-
iiber hinaus Bekanntschaft mit dem Begriff des Vektorraums erwartet.

Die Autoren haben sich wieder um einen strengen und systemati-
schen Aufbau der Theorie bemiiht. Dabei waren sie bestrebt, unndtige
Abstraktionen und Verallgemeinerungen zu vermeiden, sie haben Jedoch
gleichzeitig versucht, Definitionen und Methoden so zu bringen, dafi sie
sich moglichst unmittelbar auf allgemeinste Fille iibertragen lassen.
Beispielsweise besagt die Definition der (totalen) Differenzierbarkeit (in
anderen Worten): Eine reelle Funktion f, die in einer offenen Umgebung
U eines Punktes x, in einem Zahlenraum R~ erklirt ist, heifit in )
. differenizierbar, wenn es eine in x, stetige Abbildung x— 4, von U in
den dualen Raum Hom (R, R) gibt, so daf f(x)=f (xo) + 4z (x — x,)
. ﬁﬂt Diese Definition iibertrigt sich auf den Fall, wo x, Punkt eines
separierten topologischen Vektorraumes E ist und die Werte von f in
einem ebensolchen Vektorraum F liegen.

Man hat dazu den Raum Hom (E, F) der stetigen linearen Ab-
~ bildungen von E in F mit einer Pseudotopologie zu versehen !: Man

4 ! Vgl. FrouLicHER/BucHER: Calculus in Vector Spaces without Norm.
_ Lecture Notes, Springer, Berlin 1966.



VIII Vorwort

betrachtet z.B. genau die Filter & auf Hom (E, F) als gegen 0O kon-
vergent, die folgende Eigenschaft haben: Fiir jeden Filter % auf E mit
9N-A— 0 gilt L(A)—0 in F. Dabei ist N der Filter der Nullumge-
bungen in R, 91-A wird von den NA mit Ne It und A€ A erzeugt,
Q(A) von den L(A)= Ang(A) mit LeQ und A €. Man kann nun

die Differenzierbarkeit genau wie oben definieren, nur ist unter x — 4,
jetzt eine in x, stetige Abbildung von U in Hom (E, F) zu verstehen.
Man zeigt: Da die natiirliche Abbildung Hom (E, F)XE — F stetig ist,
ist Ay, eindeutig bestimmt und kann als Ableitung von f im Punkt x,
bezeichnet werden, Auch jetzt folgt aus der Differenzierbarkeit die
Stetigkeit; es gilt die Kettenregel. Um zu zeigen, dafl die Differenzier-
barkeit eine lokale Eigenschaft ist, muff man noch voraussetzen, dafl in E
zu jedem eindimensionalen Unterraum ein abgeschlossener Supplemen-
tirraum existiert (das ist z.B. bei lokalkonvexen Vektorriumen der
Fall). — Die Pseudotopologie auf Hom (E, F) wird nur dann zu einer
Topologie, wenn man es mit normierten Vektorriumen zu tun hat;
dann ergibt sich die starke oder Norm-Topologie auf Hom (E, F).
In der Tat scheint die Klasse der Banachriume die grofite Klasse von
topologischen Vektorrdumen zu sein, auf die sich die tieferen Sitze der
Differentialrechnung iibertragen lassen.

Es sollen noch einige Angaben iiber den Inhalt des Buches folgen.

Im ersten Kapitel wird der n-dimensionale Raum R" eingefiihrt.
Dann werden Wege im R” behandelt, insbesondere die Bogenlinge und
der ausgezeichnete Parameter, und zwar so, daf im dritten Band
Kurvenintegrale lings rektifizierbarer Wege erklirt werden kdnnen.

Das zweite Kapitel befafit sich mit der Topologie des R” Die
grundlegenden Begriffe wie ,Umgebung® werden so formuliert, dafl
sie fiir allgemeine topologische Riume sinnvoll bleiben. Besonders
betont werden der Begriff der kompakten Menge und die verschiedenen
Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen.

Kapitel III beginnt mit der Definition der Differenzierbarkeit und
fiihrt bis zur Taylorschen Formel und Taylorschen Reihe fiir Funktio-
nen von mehreren Verinderlichen.

In Kapitel IV werden zunichst kontra- und kovariante Tangential-
vektoren (Differentiale) sowie Pfaffsche Formen auf exakte Weise
definiert. Die dabei benutzten Sitze der linearen Algebra werden ohne
Beweis angegeben. Dann werden regulire Abbildungen und implizite
Funktionen eingehend untersucht. Schliefllich wird in der Sprache der
Differentiale die Auffindung lokaler Extrema mit Nebenbedingungen
durch die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren dargestellt.

Bei der Behandling der gewohnlichen Differentialgleichungen in
der zweiten Hilfte des Buches konnte natiirlich namentlich bei den
Losungsmethoden keine Vollstindigkeit angestrebt werden. Es werden
aber einerseits die fiir den Physiker wichtigen Differentialgleichungen
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ausfiihrlich und exakt diskutiert, andererseits werden auch die fiir den
Mathematiker wichtigen Existenz-, Eindeutigkeits- und Stabilitdtssitze
gebracht. Kapitel V fiihrt in Problemstellung und Methoden ein. Hier
wird auch die Schwingungsgleichung emgehend studiert.

Der Peanosche Existenzsatz wird in Kapitel VI hergeleitet. An-
schliefend werden Eindeutigkeit und globales Verhalten der Losungen
auf Grund der (lokalen) Lipschitz-Bedingung untersucht. Die wichtig-
sten Stabilititsaussagen und Sitze iiber Definitionsbereich und Differen-
zierbarkeit der allgemeinen Losung ¢ (x, £, ), d. h. der Losung in Ab-
hingigkeit von den Anfangswerten, beschlieflen dieses Kapitel.

Im folgenden Kapitel beschiftigen wir uns mit dem Zusammenhang
zwischen Differentialgleichungen und Pfaffschen Formen. Die letzteren
erweisen sich wegen ihrer Koordinatenunabhingigkeit als angemessen
zur geometrischen Untersuchung der Integralkurvenschar einer Diffe-
rentialgleichung in der Nihe einer isolierten Singularitit. SchliefSlich
werden das Picard-Lindeléfsche Iterationsverfahren und die Potenz-
reihenmethode dargestellt.

Das achte Kapitel enthilt die Untersuchung der Systeme von
gewohnlichen Differentialgleichungen und der Differentialgleichungen
hoherer Ordnung. Insbesondere werden lineare Systeme behandelt;
bis auf den Satz iiber die Jordansche Normalform einer Matrix werden
alle bendtigten Tatsachen iiber die Eigenwerte und -vektoren sowie
iiber die Matrixexponentialfunktion hier bewiesen. Kapitel und Buch
enden mit der L6sung einiger fiir die Anwendungen wichtigen speziellen
Differentialgleichungen: der Besselschen, der Legendreschen und der
Schrodingerschen (d. h. der radialen Komponente der Schrodinger-
gleichung des Wasserstoffatoms). Diese Gleichungen werden als Rand-
wertaufgaben betrachtet; bei der letztgenannten ergibt sich das inter-
essante Phinomen, dafl nur fiir eine diskrete Folge von Werten des
Parameters (d. i. im wesentlichen die Energie) Losungen existieren, die
den Randbedingungen geniigen — entsprechend der von der Quanten-
theorie geforderten diskreten Folge von Energieniveaus des Atoms.

Géttingen, im November 1967
H. GRAUERT
P W. FIsCHER
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I. Kapitel
Wege im R®

§ 1. Der n-dimensionale Raum

Es sei » eine natiirliche Zahl. Unter dem n-dimensionalen reellen
Zahlenraum (in Zeichen: R®) wollen wir die Menge aller geordneten
n-tupel (21, ..., zn) von reellen Zahlen verstehen:

R® = {(x1,...,%s): 2y€R fiir v=1,...,n}.

Ein Element des R” nennen wir auch Punkt und bezeichnen es ab-
kiirzend durch einen Frakturbuchstaben, z.B. (z1,...,2,) = .

Auf der Menge R 1aBt sich die algebraische Struktur eines
Vektorraums iiber dem Korper R (kurz: eines reellen Vektorraums)
einfithren: Zu zwei Elementen = (21, ..., zx) und 9 = (y1, ..., Yn)
werde als Summe definiert

t+y9y=(@1+y1,..., %0 + ya) eR7;

zu einer reellen Zahl @ und einem Element f = (2, ..., z,) e R®
werde als Produkt definiert

ary= (az1,...,ax,)eR®,

Mit Hilfe der Additionsaxiome fiir den reellen Zahlkorper priift man
leicht nach, daB R” unter der eben eingefiihrten Addition eine
kommutative Gruppe bildet. Das neutrale Element ist das n-tupel
(, ..., 0), der ,,Nullvektor‘ oder ,,Nullpunkt des R#*, den wir der
Einfachheit halber auch mit 0 bezeichnen, sofern MiBverstandnisse
nicht zu befiirchten sind. — Ebenso verifiziert man unter Hinzu-
ziehung der Multiplikations- und Distributivititsaxiome von R
folgende Regeln:

(@+dr=ar+bx, ax+y =ar+ay,
abr) = (ab)z, l-z=¢

fir alle z, e R”, a,beR.

Steht bei einer Betrachtung die Vektorraumstruktur des R”» im
Vordergrund, so wird man die Elemente des R” als Vektoren be-
zeichnen. '



2 Wege im R»

Analog zur Veranschaulichung von R durch die Zahlengerade 148t
sich ein anschauliches Modell des R2 konstruieren: In der Ebene be-
trachte man zwei aufeinander senkrecht stehende Geraden. Ihr,
Schnittpunkt heile O. Auf einer der Geraden lege man einen Punkt £;
fest, auf der anderen dann einen Punkt Es, und zwar so, daB Es
von O denselben Abstand hat wie £ und daB8 die Punkte O, E,, E;
im ,,positiven‘‘, d.h. dem Uhrzeigersinn entgegengesetzten Drehsinn
aufeinander folgen. Die Gerade durch O, E, heiBle z,-Achse (v=1, 2).
Man trage nun auf jeder dieser Achsen die reellen Zahlen propor-
tional zu ihrer GroBe so ab, daB die Zahl 0 iiber dem Punkt O liegt,
die Zahl 1 iiber dem Punkt E,,
und die negativen Zahlen iiber

PXaidae den Punkten des von O aus-
i gehenden, E, nicht enthalten-
i M baerd den Strahls dieser Achse.

Jedem Element (z;, z3) € R2
ordnen wir nun den Punkt der
TE; Ebene zu, iiber dessen Projektion
auf die z,-Achse (parallel zur
E, x-Adse  andern Achse genommen) die
1 Xy Zahl z, liegt. Damit wird eine ein-
eindeutige Zuordnung zwischen

Fig. 1. Koordinaten in der Ebene den Elementen von R2 und allen
Punkten der Ebene hergestellt.

Fiir den'R3 kann in dhnlicher Weise ein anschauliches Modell
konstruiert werden.

Die bei diesen Konstruktionen verwandten geometrischen Vor-
stellungen sind hier nicht mathematisch prazisiert worden. Daher
sind die Modelle als Beweishilfsmittel untauglich, wohl aber sind sie
von Wert als Hilfsmittel der Vorstellung. :

Wir wollen nun den Begriff des Abstands zweier Punkte im R?
erkliren. Dazu sind einige Vorbe ~eitungen notig.

(5

Definition 1.1. Sind ¢ = (x1, ..., Za), Y = (Y1, -.., Yn) irgend zwei
n
Vektoren des R, so wird die reelle Zahl > zy y, das Skalarprodukt

y=1

von ¢ und ) genannt und mat x - 1) bezeichnet.
Mit Hilfe der Korperaxiome von R erkennt man sofort die
Richtigkeit von

Satz 1.1. Das Skalarprodukt geniigt folgenden Regeln:

(@ z°Y =9z, i ol R
(b) (x1+zz)-t)=zx-n+zz't)’} . lez,gl’«fzé]ge :
() (ap):9 =a('y),

(d) z-x=0, r-r=0giltgenau firy=0.
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b

Regel (b) folgt z.B. so: Es sei 13 = (21", ...,2{)) fir 1=1,2
und 9 = (y1, ..., Ya)- Dannist 1 + g2 = (2P + 22, ..., 2P + 2),
also

n n ;
G+ H= Zl(x(.l’ + o)y = Zl(ﬁ‘;” Yr + 2P yy)
n n
= leil’ Yr + leiz’ yr=n-y+iz-y.

n
Regel (d) ergibt sich so: Ist ¢ = (21, ..., 2s), s0ist £ = > a?
y=1
als Summe von Quadraten nicht negativ und verschwindet genau
dann, wenn alle z, verschwinden. — Fiir ¢ - ¢ schreiben wir auch g2.
Mit Hilfe des Skalarproduktes definieren wir nun eine Norm ge-
nannte Abbildung des R” in R, indem wir jedem r € R als Norm

von ¢ die Zahl ||z = }/z2 zuordnen.

Satz 1.2. Die Norm hat die folgenden Eigenschaften:
(1) |zl =0; |z] = 0 gilt genau firy =0
2) la-z]l=|a|-[zl,
@) lz+ol=lzl+Ivl
fiir alle ¢, y e R*,a e R.

Regel (1) ist die Ubersetzung der Regel (d) fiir das Skalarprodukt
Regel (2) folgt sofort aus Regel (¢). Um Regel (3) zu verifizieren,
beweisen wir zuerst den

- Satz 1.3 (Schwarzsche Ungleichung). Fir zwei Vektoren t, 1y € R®
gilt stets (x-p)2 < 2 - y2. Das Gleichheitszeichen steht hierbei genau
dann, wenn ¢ und ) linear abhingig sind.

Beweis. Ist ) = 0,sohat man -0 =¢-(04+0)=x-0+4 -0,
also -0 = 0. In diesem Fall verschwinden beide Seiten der be-
haupteten Ungleichung.

Ist y+ 0, so gilt wegen (1) auch | y| +0. Wenn wir noch y2=
(I9])2 bedenken, kénnen wir fiir beliebiges ¢ € R schreiben

¥ - )2
0=+ o =(Fd +e- 1ot} +o2— T2

- Nun kann man ¢ so wihlen, daB("n" + t||t)||) 0 ist. Dann erhalt

man 0 < 12 — %- und daraus die Behauptung. Sind ¢ und

 linear unabhiingig, so verschwindet x + ¢ t) fiir kein ¢, also ist stets
0 < (r+t1)?% und damit wird die behauptete Ungleichung streng.
Sind ¢ und 1) linear abhingig, so gibt es wegen y + 0 ein #o so, dafl

\ 2+4y=0 Dannist aber 27 + to] ] = —to] 9] + tal ] =0,
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und wir bekommen das Gleichheitszeichen in der Schwarzschen Un-
gleichung. :

Folgerung. [r- 9| < z| - [ 9] fér &, peR™.
Das folgt durch Wurzelziehen aus der Schwarzschen Ungleichung.

Zum Nachweis von (3) in Satz 1.2 betrachten wir
lt+9l2=(c+ v)?
=2+ 219+ 2 _ nach (a) und (b)
=2 +2[c 9|+ 92
=zl*>+2]zl-Ivl +Ivl> nachder Folgerung
= (lz] +I92.

Nach Wurzelziehen hat man (3).

Ist auf dem R” eine reellwertige Funktion gegeben, die den
Regeln (1) bis (3) geniigt, so nennen wir diese Funktion eine Norm
und sprechen von einem normierten reellen Vektorraum. Die oben
mittels des Skalarproduktes definierte Funktion wollen wir die
euklidische Norm nennen.

Man kann dem R” auch andere Normen aufpragen. Bei spateren
Untersuchungen werden wir oft fiir z = (21, ..., ») setzen

|t] = max |z,|.
ye=1

Man verifiziert leicht (1) und (2); (3) folgt so:
|t + 9| = max |z, + y»| <max(|z,| + |yy|) < max|z,| 4 max |y,

=|g| + |9]-

Mit Hilfe der euklidischen Norm wollen wir jetzt den euklidischen
Abstand (Distanz) zweier Punkte des R* definieren, indem wir fiir

, ) e R» setzen

Satz 1.4. Die Distanz hat folgende Eigenschaften:
(1) dist(r,p) =0; dist(z, y) = 0 genau dann, wenn ¢ = v,
(2') dist (g, ) =dist (9, z),
(3") dist (g, 3) = dist (z, ) + dist (1, 3)
fiir alle ¢, vy, 3 e Rn.
(1') ist die Ubersetzung der Regel (1) fiir die Norm (2') folgt aus
(2) fir a = — 1; (3’) folgt aus (3) so:
dist (g, 3) = |3 — £ = ls—o+9—zl =ls—9l + 19—zl

= dist(y, 3) + dist (g, p)-
Deutet man g, 1), 3 anschaulich als Eckpunkte eines Dreiecks, so

besagt (3'), daB die Lange einer Dreieckseite nicht grofer ist als die
Summe der éngen der beiden anderen Seiten. Man nennt (3') und
auch die Ungleichung (3) daher die ,,Dreiecksungleichung*.
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Ist zu einer beliebigen Menge X = {r, v, ...} eine Funktion
gegeben, die jedem Paar (, §)) von Elementen von X eine reelle Zahl
dist (z,h) zuordnet,und geniigt diese Funktion den Regeln (1) bis (3'),s0

man, sie sei eine Metrik auf X und nennt X einen metrischen Raum.

In derselben Weise, wie der euklidische Abstand auf dem R” aus
der euklidischen Norm gewonnen wurde, kann man aus jeder
anderen Norm des R” eine Metrik auf dem R~ gewmnen (aber nicht
jede Metrik kommt von einer Norm).

§ 2. Wege

Es sei I ein offenes oder abgeschlossenes Intervall in R. Auf 7
seien n reelle Funktionen ¢y, ..., ¢, gegeben. Man kann dann jedem
t € I den Punkt @ (t) = (@1(t), ..., @a(t)) € R? zuordnen. Eine solche
Zuordnung heiBt eine Abbildung @: I — Rn.

Definition 2.1. Eine Abbildung @: I — R" heipt stetig bzw. k-mal

_ differenzierbar bzw. k-mal stetig differenzierbar, wenn die Funktionen

@1(8), ..., pn(t) stetig bzw. k-mal differenzierbar bzw. k-mal stetig
differenzierbar sind.

Ist @ k-mal differenzierbar, so bezeichnen wir fiir jedes natiirliche
I mit I < k den Vektor (¢ (), ..., P (t)) mit DO (t).

Definition 2.2. Eine stetige Abbzldung @: I — Rn eines Intervalls
I in den R™ heiPt parametrisierter Weg, die Bildmenge @ (I) heift Spur
des parametrisierten Weges. Ist I ein abgeschlossenes Intervall [a, b],
80 sprechen wir von einem abgeschlossenen parametrisierten Weg und
nennen @ (a) seinen Anfangspunkt, @ (b) seinen Endpunkt.

Ist I = (a,b) oder I = [a,b)], so durchlduft, anschaulich ge-
sprochen, der Punkt @(¢) den ,,Weg* @(I), wenn ¢ von a nach b
lauft. Unser Interesse richtet sich aber nicht so sehr auf die ,,Ge-
schwindigkeit der Durchlaufung‘‘ von @ (), die durch die Abbildung
® gegeben wird, sondern mehr auf den ,,Durchlaufungssinn‘. Im
folgenden wollen wir den Begriff des Weges so fassen, daB8 wir nicht
an die spezielle Parametrisierung @ gebunden sind.

Definition 2.3. Es seien I und I* Intervalle, die beide offen oder
beide abgeschlossen sind. Eine Funktion g: I* — I heifft Parameter-
transformation (von I* auf I), wenn gilt:

(a) g ist stetig,

(b) g ist monoton wachsend,

(c) g bildet I* auf I ab (g ist surjektiv).

Ist g Parametertransformation von [a*, b*] auf [a, b], so gilt
g(a*) = a und g(b*) = b wegen (b) und (c).

Sind g: I* > I und h: I** — I* Parametertransformationen,
80 ist auch goh: I** —~ I eine Parametertransformation. Der
einfache Beweis soll dem Leser iiberlassen bleiben.
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Ist &@: I ->R" ein parametrisierter Weg und g: I* — I eine
Parametertransformation, so ist auch @* = dog: I* - R" ein
parametrisierter Weg, denn mit @ (t) = (p1(£), ..., @a(t)) ist D*(t*)
= (p10g(t*), ..., pa 0 g (t*)) fiir t* € I'*, und die zusammengesetzten
Funktionen g, og sind stetig. Wegen g (I*) = I ist ®*(1*) =D (g(I*))
= @(I). Ist I = [a, b] und I* = [a*, b*], so ist D* (a*)=D(g(a*))
= @ (a) und D*(b*) = D(g(b*)) = D(b). Spur sowie Anfangs- und
Endpunkt der durch @ und &* = @ og parametrisierten Wege
stimmen also iiberein.

Definition 2.4. Es seien @:1 —>R® und D*: I* > R* zwes
paramelrisierte Wege. Sie heifen stark dquivalent, wenn es eine
Parametertransformation g: I* — I oder eine Parametertransfor-
mation g*: I — I* gibt, so dafp DP* = D o g bzw. D = D* o g* gilt.
Sie heifen dquivalent, wenn es paramelrisierte Wege @y, ..., D; mit
Dy = D und @y = D* gibt, so daf Dy und D1 fir A=1,...,1stark
dquivalent sind.

Die dadurch auf der Menge der parametrisierten Wege im R”»
definierte Relation ist in der Tat eine Aquivalenzrelation: Sie ist
offensichtlich refleziv (d.h. jedes @ ist zu sich selbst dquivalent) und
symmetrisch (d.h. ist @, zu D3 dquivalent, so auch Py zu ;). Aus der
Definition folgt sofort, daB die Relation auch transitiv ist (d.h. ist
@, zu D, dquivalent und P, zu D3, so ist auch P; zu D3 dquivalent).

Durch diese Aquivalenzrelation wird die Menge der para-
metrisierten Wege in Teilmengen, sogenannte Agquivalenzklassgn,
zerlegt: Zur Aquivalenzklasse eines parametrisierten Weges gehoren
genau die parametrisierten Wege, die zu ihm aquivalent sind. Jeder
parametrisierte Weg gehért also zu einer Aquivalenzklasse, und der
Durchschnitt zweier verschiedener Aquivalenzklassen ist leer.

Definition 2.5. Ein Weg ist eine Aquivalenzklasse von parametri-
sterten Wegen.

Der Begriff ,,Spur eines Weges** ist in eindeutiger Weise definiert,
denn stark dquivalente parametrisierte Wege haben die gleiche Spur,
also haben auch dquivalente parametrisierte Wege die gleiche Spur.
Ebenso hingen die Begriffe ,,abgeschlossener Weg*, ,,Anfangs- und
Endpunkt* nicht von der Parametrisierung ab.

Als Beispiel betrachten wir im R2 die Menge

A= {(xly xZ): x% + x% = l) Z2 20})
anschaulich gesprochen die abgeschlossene obere Halfte der Einheits-
kreislinie. Ist I = [— 1, 1], so wird durch @(f) = (— ¢, J/1 — 2),
t € I, eine stetige Abbildung von I in den R2 definiert, es ist @ (— 1)
= (1,0),D(1) = (— 1, 0) und @ (I) = A (vgl. § 5). D erlaubt es also,
A als parametrisierten Weg aufzufassen. — Mit I* = [0, #] wird
durch @* (¢*) = (cos ¢*, sin t*), t* € I*, eine andere Parametrisierung
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von A gegeben. @ und @* sind dquivalent, es ist namlich g(t*)
= — cos t* eine Parametertransformation von I* auf I und es gilt
O*=Dog. .

EmWeg hat, anschaulich gesprochen, einen ,,Durchlaufungssmn
(oder eine ,,Onentlerung“) V??gn' wollen nun préazisieren, was man
_ unter dem ,,im entgegengesetzten Sinn durchlaufenen Weg
verstehen hat.

Zu einem Intervall I erkliren wir nun das Intervall sril=
{teR: — te I}. Ist @: I - R» ein parametrisierter Weg, so defi-
nieren wir einen parametrisierten Weg @—: —I—>R" durch
D (t)=D(—t). Es gilt &—(— I) = D (1), also haben @~ und D die
gleiche Spur. Ist I = [a, b], so ist — I = [— b, — a], und es gilt
@D (—b) = D(b) und P (— a) = P(a). Anfangs- und Endpunkt
werden also beim Ubergang von @ zu @- vertauscht.

Ist g: I* — I eine Parametertransformation und @, =P oy,
so gilt DL () =DPog(—t) =D og(t) mit g-(t) = — g(— ¢) fir
jedes t € — I*. Die Abbildung g—: — I* — — I ist, wie man leicht
nachpriift, eine Parametertransformation. Also sind &~ und @
stark dquivalent. Daraus kann man schlieBen: Sind @; und @,
dquivalent, so sind auch @7 und @5 aquivalent.

Durchliuft @ eine Aquivalenzklasse W von parametrisierten
Wegen, so liegen also die parametrisierten Wege @~ alle in einer
Aquivalenzklasse, die wir mit — W bezeichnen wollen. Wir sagen,
— W gehe aus W durch Umkehrung der Orientierung hervor.

Fillt der Endpunkt eines Weges W1 mit dem Anfangspunkt eines
zweiten Weges W zusammen, so kann ein Punkt anschaulich beide
Wege hintereinander durchlaufen. Wir wollen auch diesen Begriff
prazisieren. Es sei- 45,, I,—>R»* eine Parametrisierung von
Wy (u = 1, 2), dabei sei I, = [ay, b,): Es gelte @, (b1) = @Dy (az). Wir
setzen I, o = [b1,b1 + (b2 — a2)] und definieren eine Parameter-
transformation g: I, — Iy durch g(f) =¢ — b; 4 a». Es ist I =
Ly, o = [a1, b1 + (b2 — ag)]. Wir definieren einen parametrisierten
Weg @: I - R durch

[ D1(?) fir tel
‘p(t)—{qﬁzog(t) fir tel,.

@ ist wohldefiniert, denn in I3 N Iy = {b;} gilt @2 0 g(b1) = D2 (a2)
- = @, (b;) nach Voraussetzung. @ ist stetig: Das ist klar fiir te[a;, b;)
- und i€ (by, b1 + (b2 — a2)], da D; bzw. D3 0 g dort stetig sind. Die
- Stetigkeit in b; folgt sofort aus der Stetigkeit von @; und @209
dort und der Gleichung @ (b1) = D2 0 g(b1). — Der Anfangspunkt
- des parametrisierten Weges @ ist @, (a1), also der Anfangspunkt von
: W; Entsprechend ist der Endpunkt von @ der Endpunkt von Ws.
- Die Spur von @ ist die Vereinigung der Spuren @; (1) und @z (I3)
"ﬁl og(Iy).
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Ersetzt man @; und @3 durch dquivalente Parametrisierungen
&% und &%, so fiihrt die obige Konstruktion, angewandt auf @¥ und
@¥, zu einem parametrisiertelr Weg ®@*, der aquivalent zu @ ist.
Der Beweis bleibt dem Leser iiberlassen. Die Aquivalenzklasse von @
hingt also nur von W; und W3 ab. Wir bezeichnen sie mit W; + W
und nennen sie die Summe der Wege W1 und Ws.

Induktiv kann man nun die Summe von endlich vielen ab-
geschlossenen Wegen Wi, ..., W; definieren (= 2), sofern fir
A=1,...,1 — 1 jedesmal der Endpunkt von W, mit dem Anfangs-
punkt von W4, iibereinstimmt: Wir nehmen an, es sei ! = 3 und die
Summe von je ! — 1 solchen Wegen sei schon definiert. Dann setzen
wir Wi+ ...+ Wi=(Wi+ ...+ W)+ W,

Diese Addition ist assoziativ in folgendem Sinn: Ist die Summe
Wi + ... + W, fir eine Beklammerung definiert, so auch fiir jede
andere, und sie stellt jedesmal den gleichen Weg dar.

Es sollen nun einige spezielle Klassen von Wegen eingefiihrt
werden, die uns in spiteren Betrachtungen begegnen werden.

Definition 2.6. Ein abgeschlossener Weg heift geschlossen, wenn sein
Endpunkt mit dem Anfangspunkt tibereinstimmi.

Definition 2.7. Ein Weg heifit einfach geschlossen, wenn er ge-
schlossen ist und es eine Parametrisierung @: [a, b] — R» gibt, die auf -
[a, b) eineindeutig ist.

Definition 2.8. Ein Weg W heift glatt, wenn es eine stetig differen-
zierbare Parametrisierung @: I —>R® von W gibt, fiir die @’ (t) +0
18t fiir jedes t € I. Eine solche Parametrisierung heifit glait.

Nicht jede.stetig differenzierbare Parametrisierung eines glatten
Weges ist glatt. Zum Beispiel ist D (¢) = (¢, ¢8) fur te[— 1,1] =1
eine glatte Parametrisierang’ von {(z,¥): z =y, |z| < 1}. Durch
¢ (t) = t3 wird eine Parametertransformation von I auf sich gegeben,
fir die @* = @ o g nicht glatt ist. Es ist namlich &* (t) = (i3, 13),
(D*)'(t) = (32, 3¢2), also (P*)'(0) = (0, 0).

Definition 2.9. Ein Weg heift stiickweise glait, wenn er als Summe
von endlich vielen glatten Wegen dargestellt werden kann.

§ 3. Bogenlinge

Die Linge eines abgeschlossenen Weges wird als Grenze der
euklidischen Lénge approximierender Streckenziige (Sehnenpoly-
gone) erklart. Prazise ausgedriickt:

Sei W ein Weg im R#, @: I —R” eine Parametrisierung von
W, I = [a, b]. Eine Zerlegung 8 von I ist ein (I 4 1)-Tupel (to, ..., &)
reeller Zahlen (I beliebige natiirliche Zahl), fir die a = < ...<
<t =1b gilt. Ist B gegeben, so setzen wir r; = D (t;) € P(I) fir
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A=0,..., 1 Die Liange des durch d1e z gelegten ,,Sehnenpolygons*
ist da,nn

L(W,3)= zdlSt(Ez 1,21.)—2 g2 — ga-1] -

EL g

.4 3 85

Fig. 2. Weg mit Sehnenpolygon
Wird 8 durch eine Zerlegung 8’ verfeinert, die auBer den zu §
gehorenden Teilpunkten ¢; noch einen weiteren Teilpunkt ¢’ enthalt,
fiir den etwa tu—1 < t' < t, gilt, und ist ¢’ = D(t'), so gilt

L(W B8) = S‘ HEJ. —ta-1

*f e — za- 1H+ll£u—£u—1ll x Z IIEA—ZQA 1

m
é ||EA—IA 1+ It —tual + lza—2

+ Z lea —z2-1]
A=u+1

1 =L(W, 8.
- Durch mehrmalige Anwendung dieses Schlusses ergibt sich: Ist 3’
. eine beliebige Verfeinerung von 3, so ist L(W, 8) < L(W, 8'). Es
- ist daher sinnvoll, zu setzen:
~_ Definition 3.1. Die Linge des abgeschlossenen Weges W ist L(W)
- =supL(W, B), wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen 3 von I
- zu nehmen ist. W heift rektifizierbar, wenn L(W) < oo istl.
 Esgeniigt offenbar auch, das Supremum iiber alle Verfeinerungen

@»ffesten Zerlegung zu nehmen.

o 1 Wir schreiben statt + o oft einfach oo.



