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INTRODUCTION

Ce livre fait suite 4 notre ouvrage "Etude gtométrique des
espaces vectoriels - Une introduction" (Lecture Notes in Mathematics,
vol. L89). La matiére qu'il contient a fait l'objet d'un séminaire
que nous avons tenu & l'Universit® de Lidge durant le premier semestre

1976.

Notre but était d'exposer de fagon rigoureuse l'essentiel de
la théorie des polyédres convexes. Nous n'avons cependant pas
perdu de vue les convexes quelcongues, donnant & chaque proposi-
tion son champ d'application le plus large.

A l'exemple de aernikov, nous avons étudié 1les polyédres en
dimension quelconque (finie ou non), mais d'un point de vue géo-
métrique, permettant un traitement plus maniable et plus intuitif
que celui, algébrique, de cet auteur.

En dehors de passages ol l'originalité n'est pas compatible
avec la concision, tel le paragraphe consacré aux polytopes par-
ticuliers, nous nous sommes €loignés des traités existants.
Ainsi, nous ne nous sommes nullement confinés a 1'étude des poly-
topes, englobant dans notre travail les polyédres jusqu'aux di-
mensions infinies. Ceci nous a conduit & présenter des preuves
débarrassées des raisonnements a l'emporte-pidce gu'inspire la
connaissance trop physique que nous possédons des polytopes con-

vexes de IRB.

Noug avons aussi traité de fagon originale les diagrammes de
Gale, grace a la théorie des représentations de Mc Mullen, et
les syst®mes d'inéquations linéaires.

Certains résultats nouveaux émaillent notre texte, tels
la caractérisation des polyddres convexes de dimension infinie,
divers critéres de séparation de polyddres (notamment une démons-
tration, que nous a communiquée Klee, d'un de ses théorémes dont
aucune preuve n'avait encore été publiée), et une description

des simplexes de Choquet sans droites de md.

Nous remercions vivement le Fonds National Belge de la Re-
cherche Scientifique (F.N.R.S.) qui a subsidié notre séminaire.

Nos remerciements vont aussi 2 Peter Mc Mullen qui nous a
aidés & mettre au point certaines parties de notre ouvrage.



Que les nombreuses personnes qui, & la récente rencontre

z . rs re -

d'0berwolfach consacrée a la convexité, nous ont encourages a
écrire ce livre, trouvent ici l'expression de notre gratitude.

Messieurs les Professeurs Jongmans, Valette et Varlet, nos
colldgues et nos éléves qui ont partlclpe 4 notre séminaire, nous
ont apporté une aide précieuse, qu'ils en soient remerciés!

Enfin, Madame Streel a tout mis en oeuyre pour que ces notes
se présentent sous l'aspect le meilleur, grace & son excellente
dactylographie.

Lidge, octobre 1976,

Jacques Bair René Fourneau

Depuis 1'époque ol nous avons tenu ce séminaire, la matilre
dont il traitait a évolué. Nous avons pris en considération les
diverses améliorations et nouveautés connues & ce jour. Elles ont
été regroupées, pour l'essentiel, dans "compléments et guide
bibliographique " en fin de volume sauf -lorsque 1! insertion dans
le corps du texte apporte un éclairage nouveau et utile a la ma-
tidre exposée., Nous avons également tenté d'actualiser la ‘biblio-
graphie, qui couvre 1l'essentiel du sujet.

Nous tenons & remercier ici les personnes qui nous soutien-
nent moralement par leur considération scientifigque et leurs en-
couragements pendant la période difficile que nous vivons.

Lidge, février 1980.

Jacques Bair René Fourneau




GUIDE POUR LE LECTEUR

La table des dépendances des divers chapitres est repré-
sentée ci-dessous. Nous y avons inclus les relations avec cer-
tains chapitres du tome I de cet ouvrage (les numéros de ces

chapitres sont précédés de =).

%ol
I
*.I1II1.4
II
*,I1I1.2.5
III
v v VII VIII IX
vI.1 Vi.2 et VI.3 VIi.4

Des commentaires bibliographiques relatifs & chaque chapitre
se trouvent en fin de volume.



TABLE DES MATIERES

GUIDE POUR LE LECTEUR seceseseoscccococssnnanccassasnsanecse VII
NOTATIONS ET TERMINOLOGIE et es st es s ssescssa st acseanannne 1

CHAPITRE I : SEPARATION DE DEUX ENSEMBLES CONVEXES

I.1. Séparation franche de deux ensembles convexes 2
I.2., Hyperplans, fonctions d'appui et ensembles cernés 8
I.3. Séparation forte de deux ensembles convexes sees 19

CHAPITRE II : FACES ET FACETTES DES CONVEXES

II.1. Définition des faces S 22
II.2. Propriétés des faces en dimension gquelcongque +.. 22
1I.3. Propriétés des faces des convexes de

dimension finie seeesesccccsvrsscsccsscossnsancos 27
II.4. Facettes et DpoONEMS seeeeencccncocessacsccncncns 30
II.5. Variétés et demi-variétés extrémes, facettes

irréductibles ecesesccsssvrsescnssssorssasccacsssas 36
JI.6. Polaritéd et FacCeS sesssesctacssoecancenneosnnnons 40

CHAPITRE III : LES POLYEDRES CONVEXES

ITI.1. Généralités sur les poly&dres CONVEXES sessccoss 52
IIl.2. Faces et facettes des polyddres CONVEXES esssses 60
III.3. Caractérisations des poly2dres convexes de

dimension finie ecessececscccssssvcscassssonsconns 69
III.4. Polarité des polyddres CONVEXES eeeesesccccensos 78
ITI.5. Dualité des polyddres-type combinatoire eecesses 85
ITII.6. Quotients et configurations sommitales sesvasene 93
I1I.7. Types combinatoires fortS eeecesseessesteccsscnss 95

CHAPITRE IV : LES POLYTOPES

IV.1. Généralités sur les pPolytopes eevecesos

IV.2., Faces des DpOlyltoPeS esevsccssocsscocnsesccnscsssns 104
IVe3. Polytopes particuliers sesssssscscscoscceacoences 107
IVe4e EqQuation A'EULET eeeeoscecececoosccsesseacsssonsossas 123
IVe5. Diagrammes de Schlegel senesvevsesesssvrssscsssees 129
IV.6. Les lattis F(P) et F*(P) veveeooansoanonnaneenes 131

el



Vi

CHAPITRE V : REPRESENTATIONS DE POLYEDRES

« s s o
on Ao s
* L]

g <a<g<d

Représentations assocides & #(U) eevecovocccoss
Point associé & un élément de #(U) eevevssnsans
Représentations lindaires de U ssesesccccncocas
Propriétés des représentations associées a #(U)
et des points associés aux éléments de #(U) ....
Représentations de M{U) ceverersennvancesscsosans
Canes-types R I T I T A

141
145
150

CHAPITRE VI s APPLICATIONS DE LA THEORIE DES REPRESENTATIONS

VIi.1T« Diagrammes de Gale sesssssssecscsscssnnsssccsscse
VI.2. Décomposition de polytopes CONYEXes ssesevssocns
VI.3s Adaptabilité homothétique et cones=-type seceses
VI.4. Quelques propriétés du volume des polytopes ...
VI.5. Un écart sur #T(U) e sesecsatartetancnrsaananne

Vi.6b. Métrisation des quotients de types combinatoires
forts et l'espace (@T (md),D) cestsesesnaannane

CHAPITRE VII : APPLICATIONS DES POLYEDRES A LA SEPARATION

VII.1. Ensembles

quasi-poly€drauX eseeesescscsscssonens

VII1.2., Séparation de polyddres CONVEXES eeasccocssscne
VII.3. Séparation de plusieurs ensembles seecocscsocss
VII.4. Théordme de Hahn-Banach pour des poly&dres

convexes

L R I R R I

CHAPITRE VIII : RETOUR AUX SIMPLEXES DE CHOQUET

VIII.1. Simplexes

de Choquet algébriquement fermés ...

VIII.2. Quasi-simplexes et simplexes de Choqguet ouverts
VIII.3. Les simplexes de Choquet sans droites eceessecee

CHAPITRE IX s SYSTEMES D'INEQUATIONS LINEAIRES

IX.1. Généralités P R T T I

IX.2. Critdres de rés0lubilité eeeeesecsesscsscsssnsce

IX.3. Inéquations conséquences d'un systime
d'inéquations eseesecccsrscsssncessesssensoscsanse

IX.4. Stabilité

COMPLEMENTS ET GUIDE
BIBLIOGRAPHIE eac.s
INDEX TERMINOLOGIQUE

INDEX DES SYMBOLES

LR I I I R N R I I I I S A NN I I S I I AT

BIBLIOGRAPHIQUE ceeceececscnccsescoons

@ 0600 s e er o0 r et et eR BB LRI RERsTLEOESOEOLETEES

161
172
176
178
182

184

192
195
202

209

213
216
225

236
237

243
248

251
262
281

283



INDEX DES SYMBOLES

Cet index est un complément a celui de [*] &

3(P)

oodimLA

C(v,d)

d
exp A

£(p)

et s s s s e s s

et s ceesss 0

g G C e es s r e Es s e

fk tesesesosssossecnen

fi .o
F(a)
g*(P)
F,/F,4
F(P,u)
r(a)
n, ..
% (&%)
L(U)
N(A)

N*(A)

ss 08 0

P R B AN N R A ]

LI NN

o0 800

@0 o esesre e s e

e e e a s

Co®e se 0 s s e e

So0e e e s s s e s e vace

* 0 o0

129
66

120

127
54
54
22

131
93
95
36

12

137

HF(U) ceeenosncsacns 134
#T(U) Cesresenanans 148

P(A)  soesecansovnse 31

@(md) ccsececsenan 184
£ (md) ceesseenans 184

g

"1

POS A sesescscsreace 1
Ge s s B s s B e 145
socessserrserero 146

]
p

p*

R ) 147

Gessesserscasans 148

8 (IK) ccoesessocces 12

G(EyE¥*)  cevenesnsse 40

G(E*,E)  ccesssvesess 40

+

22

tcoesessesnannan 40
toeseccesasenenno 43
toonecersssanses 44
seseecsrrsssessnnn 45

Ceeeereeecrenesns 45,142

seessessscesreenc 85

R



NOTATIONS ET TERMINOLOGIE

Nous reprenons les notations et la terminologie du tome I
de cet ouvrage (auquel il sera fait référence par [*]).

Nous y ajouterons guelgues notions.

Si A est une partie de l'espace vectoriel réel E, 1l'envelop~
pe positive de A, notée pos A, est le plus petit cone convexe
pointé de sommet O incluant A. Si A n'est pas vide, pos A est
l'ensemble des combinaisons linéaires & coefficients non négatifs

de points de Aj de plus pos P = {O}.

Si A C E est un convexe d'internat non vide, nous dirocns que

A est une gellule convexe. Si, de plus, lA = E, nous parlerons

de cellule proprement convexe.

De méme, une gcellule étoilée est un ensemble étoilé dont

1'internat du mirador n'est pas vide.

Enfin, nous utiliserons la distance de Hausdorff définie

sur l'ensemble %ORd) des compacts convexes de md par

d4;(K,L) = inf {a > 0 1+ KCL+aB et LCK +aB} VK,L ¢ %(®") ,

ot B est la boule (euclidienne) unité fermée dejmd. La topologie

induite sur %Gﬁd) par cette distance est appelée topologie de
Hausdorff.




CHAPITRE 1

SEPARATION DE DEUX ENSEMBLES CONVEXES

I.17. SEPARATION FRANCHE DE DEUX ENSEMBLES CONVEXES

I.1.,1., Soient A une cellule proprement convexe et B un convexe non

vide; A et B peuvent Stre séparés si et seulement si B ne rencon-

tre pas * A,
Si B n tA-= ¢#, il existe deux ensembles convexes M et N, com-

posant une partition de E, tels que *hC M et B N; comme M possd-
de un point proprement interne, l'intersection P = M n ®N ntest
pas E tout entier : elle est un hyperplan dont les deux demi-espaces
fermés associés sont °M et °N [#;111.1.1,p.75]. Lthyperplen P sépa-
re bien A et B,

La réciproque est évidente puisque iA est inclus dans le demi-

espace ouvert complémentaire du demi-espace fermé incluant B.

I.1.2, Divers auteurs, dont Jongmans [2] et Klee [12], ont essay§,
dans le théordme précédent, de réduire les hypothdses imposées A
l'ensemble A, et notamment de supprimer la condition lA = B, Mais
le fait de supposer que les deux ensembles A.B & séparer sont de
codimension non nulle ouvre la porte & 1'éventualité de voir 4A,B
situés dans un méme hyperplan H; celui-ci sépare trivialement A,B
méme si, par exemple, A est inclus dans B. On est ainsi conduit 2
relever ses exigences et & examiner dans quelles conditions deux
ensembles, contenus ou non dans un méeme hyperplan, peuvent gtre

séparés franchement, c'est-i-dire séparés par un hyperplan qui ne

les contient pas tous les deux.
Nous allons caractériser de fagon trds simple la séparation
franche de deux cellules convexes; pour cela, nous avons besoin de

deux résultats préliminaires.



Lemme 1. Deux parties non vides A, B de E peuvent étre fran-
chement séperdes si et seulement si l'lorigine peut etre franche:

ment séparée de A-B.

Si 1'hyperplean d'équation f(.) = a sépare franchement A4 et B,
on peut supposer sans restriction f(A) C [a,+w[, f(B) S ]—w,a] et
£(a) u £(B) % {a}. D&s lors, {0} # £(A-B) C [0,+[ : le noyau de f
sépare franchement {0} de A-B.

Réciproquement, si un hyperplan de niveau d'une forme linéaire
f non nulle sur E gsépare franchement {0} de A-B, on peut admettre
que {0} # £(A-B) ¢ [0,+=[, de sorte que f(a) = f(b) quels que
soient a € A4, b € B, Si donc g = inf f(A) et v = sup £(B), alors
p = v3 lthyperplan de niveau yu de f sépare franchement A de B,
sinon f(4-B) = {o}.

Lemme 2. Soit A une cellule convexe contenue dans un demi-
espgce fermé T3 A n'est pes inclus dans l'hyperplgn H gssocié & T
g8i_et seulement si H et iA sont digsjoints.

Lorsque A n'gst pas inelus dans H, supposons l'existence dlun

point z dans H n *A. Pour tout point x appartenant & A\ H, la droi-
te (x:2z) insdre z dans A et, d¥s lors, possdde des points de A

dans les deux demi-espaces ouverts associés & Hj cette dernidre
affirmation contredit l'inclusion de A dans ZI.

La réciproque est immédiate.

I.1.3. Deux cellules convexes A et B pewyvent dtre franchement sépa-~

réeg si et seulement si ‘a et ] gont disjoints,

Si A,B sont franchement séparés par l'hyperplan H, ils sont
respectivement inclus dgns }es demi-espaces fermés 21, 22 associés
4 H. Un point commun & 1A, ‘B appartiendrait 3 21 n z, = H et con-
duirait & la conclusion absurde que A et B sont inclus dans H (lem—
me 2).

Réeciproquement, supposons iA et iB disjoints, de sorte que
i(A-B) =iy -1 [#3I.8.4,c p.34] ne contient pas 1'origine., Si
ltenveloppe lindaire lD = 1A - lB de D = A-B ne contient pas non
plus l'origine, un hyperplan homogine paralldle & 1p sépare fran-
chement {0} de D; A et B peuvent donc étre franchement séparés

(lemme 1). Au contraire, si O € lD, 1p = 24 - *B est 1tinternat



propre de D pour l'espace vectoriel lD; il existe dans 1D un hyper-
plen homogdne G qui sépere (franchement) {0} de D (I.1.1). Un
hyperplan F de E passant par G sans contenir "D sépare franchement

{0} de D dens E, ce qui renvoie de nouvesu au lemme 1.

En corollaire, on peut dire gque deux ensembles convexes non
vides de dimension finie admettent une sdéparation franche s'ils
sont disjoints, puisque tout ensemble convexe de dimension finie
est une cellule convexe [%;IV.1.1,p.138]; de plus, deux cellules
convexes disjointes peuvent toujours &tre franchement séparées,
Quand les deux cellules convexes se rencontrent, on peut obtenir
un critére de séparation en faisant appel 2 la notion de contiguité
introduite par S.N. fernikov ([2;p.838]) : deux ensembles convexes
non vides A et B sont gcontigus s'ils se rencontrent et s'il existe
un point a distinct de l!'origine tel que (A+Aa) N B = ¢ ou, ce qui
revient au méme, tel que A N (B—Aa) = ¢ pour tout réel A positif.
Moyennant cette définition, on obtient le critdre suivant qui géné-
ralise un résultat de S.N. Cernikov ([Z;Theorem 3,P.838]).

Deux cellules convexes A,B gui se Trencontrent peuvent etre sépardes

pi et seulement si elles sont contigies.
Si le sous-espace 1(A—B) = lA - lB ne coincide pas avec E,

A et B sont inclus dans un méme hyperplan, ce qui prouve que A,B
sont séparés et contigus.
Nous pouvons donc supposer sans restriction que 1(A—B) = E.
Nous allons montrer que si A et B sont contigus, l'origine
n'est pas interne 3 A-B, ce qui permettra d'affirmer la suffisance
gra6e sux résultats précédents. Soit a un point arbitraire, mais
distinct de l'origine. Si O ¢ i(A—B) -1y - i [#;1.8.4,p.34], 1a
droite (0Oza) ins2re O dans A-B : il existe donc un réel A, POSitif
tel que —Aoa appartient 3 A-B, ce qui entraine que A + xoa rencon-
tre B, contrairement au fait que A et B sont contigus.
Réciproquement, si A et B sont séparés, il existe une forme
linéaire f non nulle et un réel g tels gque B C [x €¢E : £f(x) = a}
et A C {x € B s £f(x) > g}. Pour un point a de E tel que £f(a) = 1,
A+ re C [x €E s £(x) = q+ A}, dtodt (A+Aa) N B = # pour tout
A D> O 31 A et B sont donc contigus.



Signalons encore que l'énoncé principal de ce paragraphe est

i i .
A ou "B est vides pour s'en con-

en défaut quand un des ensembles
vaincre, il suffit de prendre pour A4 un ensemble ubiquitaire dans
un espace E de dimension infinie [*;IV.1.5,p.139] et pour B un
convexe non vide disjoint de A; A et B ne peuvent pas &tre séparés
puisque A ne peut étre inclus dans aucun demi-espace fermé. Pour

ce cas, on dispose toutefois d'une propriété de rechange 3

T.1.4. 8i A egt _une cellule convexe de codimension finie et B un

ensemble convexe non vide disjoint de lA, il existe une séparation
franche de A,B.

Ce théordme est connu lorsque la codimension de A est nulle
(1.1.1).

Etendons-le de la codimension m-1 & m. Soit a un point non

bY

. P . 1
situé dans le sous-espace vectoriel paralldle & ~A. Les convexes

C =4+ [0:a] et D = & ~ [0:a], de codimension m-1, ont des inter-
nats non vides 1C = T4 + lJosaf et S Jesal, qui ne peuvent
tous deux rencontrer By cer si c € B n iC, d € Bn iD, on pourrait
écrire ¢ = x + ya (x EiA, 0< y<1), a=y-%a (y GiA,‘O <d<1);
Ylb (8¢ +yd) = oy ;
Admettons en conséquence que B soit disjoint de C; par l'hypothdse

par suite, (®x +yy) serait commun & a et B,

de récurrence, un hyperplan H sépare franchement B de C, donc sé-
pare B de A, Si cette séparetion n'est pas franche, la codimension
de A4 au sein de H est m~1 s il existe 3 nouveau dans H un hyper-
plan G qui sépare franchement 4,B., Un hyperplan de E qui passe par

G sans contenir H répond & la question.

I.7,5, Yersion géométrigue du théordme de Hahn-Banech. Si A est
une cellule convexe, toute variété linéaire non vide B disjointe
de iA est incluse dans un hyperplan disjoint de “A.

Les deux ensembles A,B peuvent otre franchement séparés per
un hyperplan H(I.1.,3). Ou bien H contient B et H N “A = § (I.1.2,
lemme 2)., Ou bien B n'est pas inclus dang H ¢ l'hyperplan paralld-

le & H mené par un point quelconque de B répond & la question,



I.1.6, Le théordme de Hahn-Banach admet de nombreuses extensions

et variantes : nous en toucherons quelques mots plus loin. Voici

un résultat dont va découler trids simplement une version analyti-
que de ce théordme, ainsi qu'une généralisation du théordme de
Krein-Rutman, Rappelons avant tout qu'une fonction réelle f définie
sur un ensemble convexe non vide C est dite gonvexe sur C lorsque
fax+(1-1)y] = af(x) + (1- -A) £(y) pour tous points x,y de C et tout
réel A de ]0,1[ [*;5p.118].

Solent f une forme linéaire sur un Sous-espace vectoriel F de
E, & une fonction convexe sur une cellule convexe G dont l'internat
Zepcontre F. Si f est majorée par g sur F iG, elle admet une
extension linésire 1 3 E pajorée par g sur G,

Considérons dans l'espace vectoriel E X R, les ensembles

{(xya) € G xXRsq > g(x)} et B = {(xy0) € P xR £(x) = a}

qui sont respectivement 1'épigraphe de g et 1le graphe de f.

Il est facile de démontrer que A est une cellule convexe
(adapter 1la preuve de [*-III 3.1, 3,p.119]) dont 1l'internat est dig-
301nt du sous-espace B de E x IR puisque f est majorée par g sur
Fn 'G. La version géométrique du théordme de Hahn-Banach (1.1.5)
garantit l'ex1stence d'une forme linéaire non. nulle ¢ sur E xR,
dont le noyau ¢ ({O}) 1nclut B, et telle que "4 C p (]0,+w[).

Pour tout point a de F n G, p(a,f(a)) = 0 < ¢(a,1+g(a)), par suite
9(0,1+g(a)-£(a)) = [1+g(a)-£(a)] 9(0,1) > 0, dtod 9(0,1) > O,
Par ailleurs, g¢(x,p) = 0 équivaut 3 ¢(x,0) + pg(0,1) = 0, ou

encore & y = - v g’1 ; ceci révdle instantanément 1l'existence et

l'unicité de p, de méme que la lindarité de le forme 1 définie sur

Epar 1 ¢+ x — p; de plus,
9(x,1) = 9(x,A) - o(x,1(x)) = [2-1(x)] o(0,1).

Cette forme linéaire 1 sur E est majorde sur G par g; en effet,
pour tout point x de G, le point (x,g(x)) appartient visiblement
a2 Ta, drod p(x,g(x)) = [g(x)-1(x)] ¢(0,1) > 0, ce qui entralne
g(x) = 1(x). De méme, 1 est une extension lindeire de f 3 E, car,
pour tout point y de F, (y,f(y)) € B, dtol

o(y,£(y)) = [£(3)-1(3)] ¢(0,1) = 0 et £(y) = 1(y).



