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Vorwort der Herausgeber

Professor Alexander Dinghas war wihrend seiner letzten Lebensjahre mit
der Aufgabe beschidftigt, eine zusammenfassende Darstellung der Theorie
der Wertverteilung zu verfassen. Sein Ziel war, die bei dieser Lehre
verwendeten verschiedenen Methoden einheitlich zu behandeln, wobei
auch seine eigenen Beitridge in diesem Gebiet, die bisher nur in ein-
zelnen Publikationen erschienen waren und einem grdBeren Leserkreis
weniger bekannt sind, weitgehend beriicksichtigt werden sollten. Beson-
ders ist zu betonen, daB das letzte Kapitel seines Werkes der Wertver-
teilung von Funktionen gewidmet ist, die in mehrfach zusammenhdngenden
Gebieten meromorph sind. Diese von G. af H&llstrdm entwickelte Theorie
ist bis jetzt ebenfalls nur durch Einzelpublikationen zugdnglich ge-
wesen.

Vor seinem unerwarteten Tod im April 1974 hatte Professor
Dinghas die Arbeit an seinem Buch fast zu Ende gefiihrt. Wihrend seiner
letzten schweren Erkrankung HuBerte er den Wunsch, daB die Unterzeich-
neten das Manuskript in druckfertige Form und dann zur Verdffentlichung
bringen sollten.

Diese Aufgabe hat mehr Zeit in Anspruch genommen, als vorgesehen
war. Es hat sich herausgestellt, daB es nétig war, Verdeutlichungen,
Ergédnzungen und Korrekturen vorzunehmen, vor allem in den zwei letzten
Kapiteln des Werkes. Die Herausgeber m&chten an dieser Stelle nicht
verabsdumen, Herrn H. Begehr fiir die Milhe bei der Korrektur des ge-
samten Werkes sowie fiir seine wertvolle Mitarbeit bei der Neuerstel-
lung des fiinften Kapitels aufrichtig zu danken. Herrn L. Volkmann sind
wir flir die Korrektur der zwei ersten Kapitel, fiir die Arbeit bei der
Herstellung des Literaturverzeichnisses sowie fir die Redigierung der
letzten Reinschrift zu Dank verpflichtet.

Die letzte Maschinenschrift hat Frau Christa Siewert mit groBer
Sorgfalt angefertigt. Wir danken ihr, sowie Frau Ursula Stolze, die
das unvollendete Manuskript noch fiir Professor Dinghas mit Maschine
geschrieben hatte, und allen Sekretdrinnen des I. Mathematischen Insti-
tutes der Freien Universitit Berlin, die bei der Herstellung des Buches
mitgeholfen haben.

Es war der Wunsch von Professor Dinghas, daB sein Werk in eng-
lischer Sprache erscheinen sollte. Herr R. Zavodnik hatte sich freund-
lichst bereit erklirt, die Ubersetzung des Manuskriptes ins Englische
vorzunehmen. Um eine weitere Verzdgerung des Erscheinens zu vermeiden,
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haben sich die Unterzeichneten entschlossen, das Werk in deutscher
Sprache zu verdffentlichen. Eine M&glichkeit dafiir hat sich auch er-
geben, als Professor B. Eckmann und Professor A. Dold das Werk in die

Lecture Notes des Springer-Verlags aufgenommen haben.

Helsinki und Bukarest, im November 1978

Rolf Nevanlinna Cabiria Andreian Cazacu



Vorwort des Verfassers

Die vorliegende Einflihrung in die Nevanlinnasche Wertverteilungstheo-
rie idst, éhhlich wie meine im Bibliographischen Institut erschienene
Einfiihrung in die Cauchy-WeierstraBsche Funktionentheorie und die in
der gelben Springer-Sammlung vor mehreren Jahren gedruckten Vorlesungen
Uber Funktionentheorie, aus Seminaren und Vorlesungen hervorgegangen,
die ich verschiedentlich an der Freien Universit&dt Berlin gehalten
habe. MaBgebend fiir die Gestaltung des Buches und die Stoffauswahl
waren jedoch neben einer einsemestrigen Vorlesung an der Freien Uni-
versitédt iber Wertverteilung und Uniformisierungstheorie 1969 und An-
fang 1970 eine Vorlesungsreihe tiber Special Topics on Complex Functions
im Akademischen Jahr 1970-71 an der Fordham University New York, und
die unter Dinghas [14]1,[15] und [16] im Literaturverzeichnis angefiihr-
ten Aufsé&tze liber die Nevanlinnasche Wertverteilungstheorie.

Riemann war wohl der erste Mathematiker gewesen, der mit tiefem
Blick fiir differentialgeometrische Zusammenh&dnge nachdriicklich darauf
hingewiesen und dies zur Grundlage seiner Konzeption einer allgemeinen
Theorie der Funktionen einer komplexen Verdnderlichen gemacht hat, daB
sdmtliche, durch direktes Operieren auf die komplexe Verinderliche gz
erhaltenen Ergebnisse, mehr oder weniger verborgene Eigenschaften des
Euler—Clairaut—d'Alembert—Cauchyschen (jetzt Cauchy-Riemannschen) Dif-
ferentialgleichungssystems wiederspiegeln. Somit wurde er zum Begriinder
eines neuen Gebietes der Mathematik, n&mlich der Funktionentheorie auf
Fl&dchen mit konformer Struktur. Riemanns Methoden und Begriffsbildun-
gen, insbesondere die Auffassung des Wertbereiches einer analytischen
Funktion als einer die komplexe Ebene mehrfach iiberdeckenden Flé&che,
haben die Entwicklung der Funktionentheorie nachhaltig und richtung-
bestimmend beeinflusBt.

Historisch betrachtet entwickelte sich die Wertverteilungstheo-
rie aus der logarithmischen Methode. Letztere kann wiederum bis Rie-
mann (Benutzung einer Randwertformel vom Greenschen Typus), Cauchy
(Formel iiber die logarithmische Ableitung einer meromorphen Funktion),
Jensen (Jensensche Formel) und Carleman (harmonische Majoranten) zu-
rickverfolgt werden. Als geschlossene Theorie und in deren allge-
meinster Form wurde erstmalig die logarithmische Methode von F. und R,
Nevanlinna in der groB angelegten Abhandlung: "tber die Eigenschaften
analytischer Funktionen in der Umgebung einer singuliren Stelle oder
Linie" aus dem Jahre 1922 entwickelt. Hier und in den bald darauf ein-
setzenden Arbeiten von R. Nevanlinna Uber den Picard-Borelschen Satz
wurde nicht nur eine Reihe klassischer Sitze der Funktionentheorie
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einheitlich bewiesen und wesentlich verallgemeinert, sondern neben den
Grundlagen der Wertverteilungstheorie meromorpher Funktionen in der
komplexen Ebene auch das Riistzeug einer allgemeinen Theorie der Ab-
bildung (Ahlfors, Chern, Noshiro, Sario) von geeignet punktierten Rie-
mannschen Fldchen beliebigen Geschlechts in Riemannsche Fl&chen ge-
schaffen.

Uberraschenderweise haben sowohl die logarithmische Methode als
auch die Wertverteilungstheorie trotz augenscheinlicher Erfolge und
der Tatsache, daB der grdBte Teil der funktionentheoretischen For-
schung begrifflich und methodisch von ihr wesentlich und nachhaltig
beeinfluBt wurde,lnoch keinen festen, gesicherten Platz im Univer-
sitdts-Unterrichtsplan gefunden. Das liegt nicht nur an Verschiebungen
der Schwerpunkte im Unterrichtsplan vieler Universit&ten, sondern auch
an begrifflichen Schwierigkeiten, die dem heutzutage auf allgemeine
Strukturen und Kategorien gedrillten Anfinger den Kontakt mit den
Grundgedanken der Theorie erschweren.

Der Leser, der irgendwie Nutzen vom Lesen des vorliegenden Bu-
ches ziehen will, muB auBer dem guten Willen zur unabldssigen Mitar-
beit und der Fdhigkeit, allzu kurz entwickelte Beweise durchzugehen
und nach Beispielen zu suchen, auch eine gute Kenntnis der elementa-
ren klassischen Analysis, insbesondere die Kenntnis des reellen und
komplexen Linienintegrals, mitbringen. DaB er auch irgendwann eine
Vorlesung iliber klassische Funktionentheorie gehdrt oder zumindest ein
Buch dariiber gelesen haben muB, bedarf hier ebenfalls keiner eingehen-
den Begriindung.

Uber die Gliederung des Buches sei hier folgendes gesagt:

Kapitel 1 bringt sowohl als Hilfe fiir den Anfénger als auch aus
dem Wunsch heraus, den Zusammenhang mit der historischen Entwicklung
zu wahren, die grundlegenden Eigenschaften der harmonischen und der
stetigen subharmonischen Funktionen sowie das Maximumprinzip filir diese
beiden Klassen und den Hauptgedanken der Carlemanschen Methode der
harmonischen Majoranten. Entwickelt werden noch die dem Anfédnger nicht
allzu geldufigen Hilfsmittel, sofern diese fiir das Verst#indnis von
spédteren Zusammenhingen notwendig sind. Erginzt werden diese Hilfs-
mittel durch klassische S&itze der Potentialtheorie (Gedankenkreis
von GauB-Ostrogradski-Green) und Indexs#tze vom (Cauchy-)Jensen-
Nevanlinnaschen Typus. Zur vollen Geltung kommen allerdings diese
Entwicklungen erst in den Kapiteln 4 und 5.

Die Kapitel 2 und 3 haben den Zweck, den Leser mit denjenigen
Funktionen vertraut zu machen, die spidter in den Kapiteln 4 und 5
eine grundlegende Rolle spielen werden. Diese Funktionen sind an
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erster Stelle die Greensche Funktion, die Evans-Selbergsche Kapazitdts-
funktion und die klassische Poincarésche automorphe Invariante. F. Ne-
vanlinnas Entdeckung, daB diese Funktion nicht nur mit dem Picardschen
Satz, sondern auch mit der gesamten Nevanlinnaschen Wertverteilungs-
theorie auf das engste verkniipft ist, bedeutet einen wesentlichen Fort-
schritt in der Entwicklung der Wertverteilungstheorie und leitet in
methodischer Hinsicht, zusammen mit den weiterfiihrenden Arbeiten von
Ahlfors (Heranziehung der GauB-Bonnetschen Formel) , die Geometrisie-
rung der Nevanlinnaschen Theorie der meromorphen Funktionen ein.

Die Kapitel 4 und 5 bringen die klassische Nevanlinnasche Wert-
verteilungstheorie und wesentliche Teile der spdteren Verallgemeine-
rungen durch Ahlfors, G. af H&llstrdm und Chern. DaB hier sdmtliche
bekannte Beweisanordnungen (R. Nevanlinna 1925, F. Nevanlinna 1927,
Ahlfors 1936 und Dinghas 1973) des zweiten Nevanlinnaschen Fundamen-
talsatzes unter Hervorhebung gemeinsamer Beriihrungspunkte und Hinweis
auf methodische Unterschiede zur Darstellung kamen, lag wiederum an
meinem Wunsch, das Interesse des Lesers fiir funktionentheoretische
Zusammenhdnge zu erwecken.

Aus Raumersparnis und aus dem Gefiihl heraus, daB die ausgezeich-
nete Monographie von Sario-Noshiro eine vollstdndige (wenn auch fiir
die Anfdnger etwas zu hohe), kaum zu verbessernde Darstellung der
Fortschritte der Wertverteilungstheorie nach R. Nevanlinna und G. af
Hdllstrom liefert, sind die Entwicklungen des Kapitels 5 kurz gehal-
ten. Was ausfiilhrlich gebracht werden konnte, war die G. af Hillstrom-
sche Theorie der meromorphen Funktionen und die Ahlforssche differen-
tialgeometrische Methode. AuBer kurzer Hinweise in den Ergédnzungen
wurden nicht gebracht die H. Selbergsche Theorie der Wertverteilung
algebroider Funktionen, die Ahlforssche Theorie der Uberlagerungs-
flédchen und die Chernsche Verallgemeinerung der Nevanlinnaschen Wert-
verteilungstheorie. Bei der Einflihrung der Nevanlinnaschen Begriffs-
bildungen, wie etwa die charakteristische Funktion, die Anzahlfunktion
und die Schmiegungsfunktion (die hier allgemeiner als sonst definiert
wird), habe ich mich bemiiht, so wenig wie méglich Anderungen an den
klassischen Bezeichnungen vorzunehmen. Vereinzelte Versuche, besonders
jlingerer Mathematiker, fiir jede mehr oder weniger wichtige Verallge-
meinerung eines Begriffes gleichzeitig ein neues, an die alte Bezeich-
nung kaum erinnerndes Symbol durchzusetzen, erinnern an die (erfolg-
losen) Bemiihungen Echnatons, den Namen seines Vaters Amenophis III
von jeder S&dule und aus jeder Inschrift auszumeiBeln. Andererseits war
es notwendig gewesen, auch hier bei der Einflihrung der Nevanlinnaschen
charakteristischen Funktion (in lokaler Form) Verallgemeinerungén und



Prizisierungen vorzunehmen und - zur Umgehung von singuldren Integra-
len - klassische Konvexit&tseigenschaften auf direktem Wege zu bewei-
sen.

Sowohl die Ergidnzungen als auch die Aufgaben gehdren eigentlich
zum Text und unterscheiden sich von ihm lediglich durch die Kiirze der
Darstellung bzw. der Anleitung. Die historischen Notizen am Ende je-
des Kapitels, insbesondere diejenigen am Ende des Kapitels 5, sind
unvollst&ndig und beziehen sich vorwiegend auf den hier behandelten
Stoff. Das gleiche gilt flir die Literaturangaben.

Bei der Benennung von Sitzen durch zwei oder drei Namen bedeutet
der Bindestrich eine allgemein akzeptierte Bezeichnung. Dagegen soll
ein Punkt dazwischen wesentliche Mitwirkung bei der (endgliltigen) Ge-
staltung des betreffenden Satzes zum Ausdruck bringen.

Die Wahl der Ergdnzungen sowie der Ubungsaufgaben wurde derart
getroffen, daB der Leser, besonders der Studierende, einen mdglichst
breiten Eindruck von der Leistungsfdhigkeit der logarithmischen Me-
thode und, wie bereits erwdhnt, so viel wie m&glich neue Methoden
tibermittelt erh&dlt.

Zu danken habe ich Herrn Professor Dr. R. Nevanlinna fir sein
Interesse an meiner Forschung und seine Ermunterung, dieses Buch zu

Ende zu schreiben.

Berlin, Freie Universit&dt, September 1970, und
Stddtisches Behring-Krankenhaus, Januar 1974,

New York, Fordham University, April 1971 und August 1972,
Baden-Baden, Mdrz 1973

Alexander Dinghas
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Erster Teil
DIE LOGARITHMISCHE METHODE UND DIE ANALYTISCH-POTENTIALTHEORETISCHEN

GRUNDLAGEN DER NEVANLINNASCHEN WERTVERTEILUNGSTHEORIE

Kapitel 1

Harmonische Funktionen. Das Maximumprinzip fiir harmonische und stetige

subharmonische Funktionen. Klassische Integralidentitidten. Die Grund-

formel der logarithmischen Methode. Anwendungen

1. Allgemeine Definitionen. Der Begriff der harmonischen und der

stetigen subharmonischen Funktion. Das Maximumprinzip. Ubergang zu kom-

plexwertigen Abbildungen. Im folgenden soll bedeuten:

(49 C die (offene) komplexe Ebene.

(ii) z = x+iy (x,y reell) einen Punkt von € .

(iii) =z = x-iy den zu =z konjugierten Punkt.

(iv) ” die AbschluBoperation bei Punktmengen von € .

(v) G, Go Gebiete von € bzw. & .

(vi) Y Dbzw. (Y) Kurven bzw. Kurvensysteme (YO,—Y1,...,—Yn) von

sich nicht iiberschneidenden einfach geschlossenen, stiickweise zweimal

stetig differenzierbaren Kurven (als &duBere Kurve), Y1""’Yn .

v
(o]
Jede Kurve wird als positiv orientiert vorausgesetzt und auf die Bo-

genldnge bezogen.

(vii) do bzw. do(z) (auch dcz oder dx dy ) das euklidische
Fldchenelement von € in =z .
(viii) ds bzw. ds(g) (auch dsC oder |dz| ) das Bogenelement
einer Kurve vy in ¢ € vy .
(ix) Bei gegebenem (auf s bezogenem) Kurvenbogen Y , g% den Ope-
rator

9 dx , 9 dy . 9x 9 , dy 3
1 1) 5% ds * 3y ds (besser: A By)'
(x) = den Operator

an P

- 9 dy , 8 dx . -9y 3 ,dx 93

B2 3% ds T dy ds (besser: ds 3x T ds oy )'

Offenbar gilt, falls =z, z als unabhidngige Ver&dnderliche aufgefafBt

werden,



3 3 DTSt
(1:.3) S asTe s Eid g e id 2
ds 0z 3z
und
1 3 ] Vi
(1.4) Sessadg s =odgns —1 82
L i5n 2z 0z
(i) A (auch AZ ) den (zweidimensionalen) Laplaceschen Operator
B, e
(1. 5) —_— +t —= = 4 —
ax® . ay? 9z 3z

fiid )il £oec (genauer: f € C*[G] ) eine (im allgemeinen reellwer-
tige) Funktion mit der Eigenschaft:

(xiii) Flir o > O ganz, c” (genauer: c*[G] ) die Klasse derjenigen
in G definierten reellwertigen Funktionen £ = {f(x,y)} = {f(z,z)}
(kurz: {£(z)} ), die stetige partielle Ableitungen in G nach x und
y von der Ordnung o besitzen. Wie iiblich soll C die Klasse der
auf G definierten stetigen Funktionen bedeuten.

(xiv) U(z) bzw. U'(z) ( =z € 6 ) eine Umgebung bzw. eine punktier-

te Umgebung von 1z . (Der Fall 2z = «» wird durch die Transformation
1

AR ( 2z # 0,0 ) auf den Fall z' = O =zuriickgefiihrt,)
(xv) Fir f£f . € clG] ist wu(r,f(z)) der durch die Gleichung
2T
= ac _ 1 i6
(6. u(r,f(z)) = T f(z+1) T = 5 J f(z+re ") de
lzl=r ()
definierte Mittelwert von £ . Hierbei wird =z+f{ aus einer Umgebung

u'i(z) ( U(z) € G ) genommen, welche die punktierte Kreisscheibe
Z i+ Cé v

YT o < g = {o} = {z: o<zl <r}

und ihren Umkreis enthilt. Ist 2z = O , so wird pu(r,f) anstelle
u(r,£(0)) geschrieben. Offenbar gilt

(1.8) lim pu(r,£(z)) = £(z2)
r-0

Die Eigenschaft

(1.9) u(r,£(z)) = f£(z) (kurz: uf = £ )



fiir samtliche Punkte 2z eines Gebietes G von € ist fiir die Klas-
se der gleich zu definierenden harmonischen Funktionen charakteristisch.
Definition. Sei G ein Gebiet von € . Dann wird jede reell-
wertige Funktion {u(z)} mit den Eigenschaften
(1 u € C[G] wund
(2) pu = u in jedem Punkt von G
harmonisch in G genannt.
Geniigt die stetige reellwertige Funktion {u(z)} statt der
Gleichheit (2) der Ungleichung
(27" . puzu
so wird u eine in G stetige subharmonische Funktion genannt.
Ist {-u(z)} eine in G stetige subharmonische Funktion, so
wird u eine in G stetige superharmonische Funktion genannt.
Satz (Maximumprinzip flir harmonische und stetige subharmonische

Funktionen). Sei

(1 10) M = Mu = 1lim sup u(z) (zE@G ).
z-9G

Dann gilt entweder u < My oder u = MO in jedem Punkt von G .
Das (urspriinglich auf Cauchy zurilickgehende) Maximumprinzip ist
Spezialfall des allgemeineren Satzes:
Satz (Carlemans Prinzip der harmonischen Majoranten). Sei u
eine stetige subharmonische Funktion in einem Gebiet G . Man nehme
an, die in G definierte harmonische Funktion {h(z)} habe die

Eigenschaft

IA
(@]

(1. 11) lim sup {u(z) - h(z)}
z-9G

Dann gilt entweder u < h oder u = h in jedem Punkt von G .

Beweis. Man setze ugy = u-h und
{1 12) Mu = sup u.(z) .
o Z€EG 2
Dann hat u, die Eigenschaft MuO > u, in G , und es gilt entweder
uo(zo)= MuO mit einem Zg € G oder
lim uo(zn) = MuO oder lim uo(zn) = Muo
z ~Zq n-xo

fliir eine (Cauchy-)Folge {zn}T in G . Im ersten Falle muB Muo end-

lich und somit (nach der Ungleichung uuy > u, ) u, konstant und

gleich Muo in der Umgebung von Zo sein. Das hat wiederum zur



