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Preface

The geometric approach to the algebraic theory of quadratic forms is the study
of projective quadrics over arbitrary fields. Function fields of quadrics were a
basic ingredient already in the proof of the Arason—Pfister Hauptsatz of 1971
(or even in Pfister’'s 1965 construction of fields with prescribed level); they
are central in the investigation of deep properties of quadratic forms, such
as their splitting pattern, but also in the construction of fields which exhibit
particular properties, such as a given u-invariant. Recently, finer geometric
tools have been brought to bear on problems from the algebraic theory of
quadratic forms: results on Chow groups of quadrics led to an efficient use of
motives, and ultimately to Voevodsky’s proof of the Milnor conjecture.

The goal of the June 2000 summer school at Université d’Artois in Lens
(France), organized locally by J. Burési, N. Karpenko and P. Mammone, was
to survey three aspects of the algebraic theory of quadratic forms where geo-
metric methods had led to spectacular advances. Bruno Kahn was invited to
talk on the unramified cohomology of quadrics, Alexander Vishik on motives
of quadrics, and Oleg Izhboldin on his construction of fields whose u-invariant
is 9. However, Izhboldin passed away unexpectedly on April 17, 2000. His work
was surveyed by Karpenko, who had collaborated with Izhboldin on several
papers.

The closely related texts collected in this volume were written from some-
what different perspectives. The reader will find below:

1. The notes from the lectures of B. Kahn [K], A. Vishik [V] and N. Karpenko
[K1] prepared and updated by the authors. Additional material has been
included, in particular in Vishik’s notes.

2. Two papers left unfinished by O. Izhboldin, and edited by N. Karpenko.
The first paper [I1] was essentially complete and formed the basis for the
first part of Karpenko’s lectures. The second [12] is only a sketch, listing
properties and examples that Izhboldin intended to develop in subsequent
work.
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3. A paper by N. Karpenko [K2] which provides complete proofs for the
statements that Izhboldin listed in [I2].

To give a more precise overview, we introduce some notation. Let F be
an arbitrary field of characteristic different from 2. To every quadratic form!
q in at least two variables over F' corresponds the projective quadric (Q with
equation ¢ = 0 (which has an F-rational point if and only if ¢ is isotropic).
The quadric @ is a smooth variety if ¢ is nonsingular (which we always assume
in the sequel); its dimension is dim (@) = dimgq — 2, and it is irreducible if ¢
is not the hyperbolic plane H. We may then consider its function field F'(Q),
which is also referred to as the function field of ¢ and denoted F'(q).

The field extension F'(Q)/F' is of particular interest. Much insight into
quadratic forms could be obtained if we knew which quadratic forms over F
become isotropic over F'(Q). This question can be readily rephrased into geo-
metric terms: a quadratic form ¢’ over F' becomes isotropic over F(q) if and
only if there is a rational map Q- — =@’ between the corresponding quad-
rics. If there are rational maps in both directions Q= = >Q’, the quadrics
are stably birationally equivalent, and the quadratic forms ¢ and ¢’ are also
called stably birationally equivalent. By the preceding observation, this rela-
tion, denoted ¢ -y q', holds if and only if the forms ¢p(, and qj,,(q) are both
isotropic.

A very useful geometric construction is to view the quadric @ as an object
in a category where the maps are given by Chow correspondences. We thus
get the (Chow-) motive M (Q) of the quadric, whose structure carries a lot of
information on the form ¢. For example, Vishik has shown? that the motives
M(Q), M(Q') associated with quadratic forms ¢, ¢ are isomorphic if and only
if every field extension E of F' produces the same amount of splitting in ¢ and
¢, i.e., the quadratic forms ¢ and ¢}, have the same Witt index, a notion
which is spelled out next.

Recall from [Sch, Corollary 5.11 of Chap. 1] that every quadratic form q
has a (Witt) decomposition into an orthogonal sum of an anisotropic quadratic
form gan, called an anisotropic kernel of ¢, and a certain number of hyperbolic
planes H,

>~ Qan LH L ... L H.
iw (q)

The number iy (g) of hyperbolic planes in this decomposition (which is unique
up to isomorphism) is called the Witt index of q. Even if ¢ is anisotropic (i.e.,
iw(q) = 0), it obviously becomes isotropic over F(q), and we have a Witt
decomposition over F'(gq),

qrg ~q LH L ... 1 H

! With the usual abuse of terminology, a quadratic form is sometimes viewed as
a quadratic polynomial, sometimes as a quadratic map on a vector space or a
quadratic space.

% See [12, Sect. 1].
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where ¢; is an anisotropic form over F'(q). Letting Fy = F(q), we may iterate
this construction. The process terminates in a finite number of steps since
dimg > dimgq; > ---. We thus obtain the generic splitting tower of g, first
constructed by M. Knebusch [Kn],

FCF C---CF,.

Clearly, 0 < iw(qr,) < iw(qr,) < -+ < iw(qp,). It turns out that for any
field extension E/F, the Witt index iy (qg) is equal to one of the indices
tw (qr,). The splitting pattern of q is the set

{iw(gr) | E a field extension of F} = {iw(qr,),.--,iw(qr,)}

Variants of this notion appear in [V] and [I1]: Vishik calls (incremental) split-
ting pattern® of g the sequence

i(g) = (ir(a)...in(a))

defined by i1(q) = iw(qr,) and i;(q) = iw(qr;) — iw(qr,_,) for j > 1. The
integer 4;(¢) indeed measures the Witt index increment resulting from the
field extension F;/F;_1; it is called a higher Witt index of q. On the other
hand, Izhboldin concentrates on the dimension of the anisotropic kernels and
sets

Dim(q) = {dim(gg)an | F a field extension of F'}.

By counting dimensions in the Witt decomposition of qg, we obtain
dimq = dimgp = dim(qg)an + 2iw (qr),

hence the set Dim(q) and the splitting pattern of ¢ carry the same information.

Vishik’s contribution [V] to this volume is intended as a general introduc-
tion to the state-of-the-art in the theory of motives of quadrics. After setting
up the basic principles, he proves the main structure theorems on motives of
quadrics. The study of direct sum decompositions of these motives is a power-
ful tool for investigating the dimensions of anisotropic forms in the powers of
the fundamental ideal of the Witt ring, the stable equivalence of quadrics
and splitting patterns of quadratic forms. This last application is particularly
developed in the last section of [V], where all the possible splitting patterns
of odd-dimensional forms of dimension at most 21 and of even-dimensional
forms of dimension at most 12 are determined.

The papers of Karpenko [K1, K2] and Izhboldin [I1, I2] are closely inter-
twined. They also rely less on motives and more on elementary arguments.
As mentioned above, [K1] is an exposition of Izhboldin’s results in [[1] and on

3 No confusion should arise since Vishik’s splitting patterns are sequences, whereas
the “usual” splitting patterns are sets.
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the u-invariant. Recall from [Sch, Sect. 16 of Chap. 2| that the u-invariant of
a field F'is

u(F) = sup{dim ¢ | ¢ anisotropic quadratic form over F'}.

Quadratically closed fields have w-invariant 1, but no other field with odd
u-invariant was known before Izhboldin’s construction of a field with u-
invariant 9. In the second part of [K1], Karpenko discusses the strategy of this
construction and provides alternative proofs for the main results on which it
is based. In the first part, he gives a simple proof of a theorem of Izhboldin on
the first Witt index i;(q) of quadratic forms of dimension 2™ + 3. Izhboldin’s
original proof is given in [I1], while [I2] classifies the pairs of quadratic forms
of dimension at most 9 which are stably equivalent and lists without proofs
assorted isotropy criteria for quadratic forms over function fields of quadrics.
The proofs of Izhboldin’s claims are given in [K2], which also contains an
extensive discussion of correspondences on odd-dimensional quadrics.

In [K], Kahn studies the field extension F(Q)/F from a different angle.
The induced scalar extension map in Galois cohomology with coefficients po =
{£1}, called the restriction map

Res: H"(F, p2) — H"(F(Q), p2)

is a typical case of the maps he considers. For every closed point z of @ of
codimension 1, the image of this map lies in the kernel of the residue map

9p: H'(F(Q), p2) — H"'(F (), pa2)-

Therefore, we may restrict the target of Res to the unramified cohomology
group
HL(F(Q).p) = [ Kerd,.

zeQW

The kernel and cokernel of the restriction map H"™(F, pus) — H(F(Q), p2)
were studied by Kahn-Rost—Sujatha [KRS] and Kahn-Sujatha [KS1, KS2] for
n < 4. In his contribution to this volume, Kahn develops a vast generalization
which applies to various cohomology theories besides Galois cohomology with
po coefficients, and to arbitrary smooth projective varieties besides quadrics.
If X is a smooth projective variety which is also geometrically cellular, there
are two spectral sequences converging to the motivic cohomology of X. Results
on the restriction map are obtained by comparing these two sequences, since
one of them contains the unramified cohomology of X in its Es-term. The
unramified cohomology of quadrics occurs as a crucial ingredient in the other
papers collected here, see [K1, Sect. 2.3], [K2, Lemma 7.5], [V, Lemmas 6.14
and 7.12].

The untimely death of Oleg Izhboldin was felt as a great loss by all the
contributors to this volume, who decided to dedicate it to his memory. A
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tribute to his work, written by his former thesis advisor Alexandr Merkurjev,
and posted on the web site www-math.univ-mlv.fr/~abakumov/oleg/, is in-
cluded as an appendix. We are grateful to A. Merkurjev and E. Abakumov
for the permission to reproduce it.
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Cohomologie non ramifiée des quadriques

Bruno Kahn

Institut de Mathématiques de Jussieu
175-179 rue du Chevaleret

75013 Paris, France

kahn@math. jussieu.fr

Introduction

Le but de ce texte est de donner un survol de techniques permettant le cal-
cul de la cohomologie non ramifiée de certaines variétés projectives homogenes
en poids < 3. Bien que la cohomologie non ramifiée soit un invariant biration-
nel des variétés propres et lisses (cf. théoreme 3.3), ces techniques exigent la
donnée d’un modele projectif lisse explicite.

Dans les §§1, 2 et 3, on rappelle les bases de la théorie : suite spectrale
de coniveau, complexes de Cousin, complexes de Gersten, conjecture de Gers-
ten. Ces rappels, essentiellement fondés sur larticle [6], sont formulés pour
une « théorie cohomologique a supports » quelconque qui satisfait a certains
axiomes convenables. Des exemples de telles théories sont donnés au §4.

A partir du §6, on choisit comme théorie cohomologique la cohomo-
logie motivique étale a coefficients entiers et on suppose que les variétés
considérées sont lisses et géométriquement cellulaires (c’est-a-dire admettent
une décomposition cellulaire sur la cloture algébrique) : c’est le cas par
exemple des variétés projectives homogenes. On introduit le complément in-
dispensable aux suites spectrales de coniveau : les suites spectrales dites « des
poids », cf. [13]. La construction de ces suites spectrales repose sur la théorie
des motifs triangulés de Voevodsky [44], ce qui oblige pour I'instant & supposer
que le corps de base k est de caractéristique zéro.

Si X est une k-variété projective homogene, on souhaite calculer le noyau
et le conoyau des homomorphismes

H"*%(k,Z(n)) — H(X,Z(n)),n > 0. (*)

La méthode est de considérer ensemble la suite spectrale de coniveau et la
suite spectrale des poids, chacune en poids n : elles convergent toutes les deux
vers la cohomologie motivique de poids n de X. La cohomologie non ramifiée
faisant partie du terme E5 de la premiére suite spectrale et le terme Fo de la
seconde étant en grande partie calculable, on peut espérer étudier (*) de cette
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maniere. Des exemples sont donnés dans les §86 a 10 : la plupart concernent
I’étude de (*) pour les quadriques et pour n < 3, faite en collaboration avec
Rost et Sujatha. Un bref apergu de I’application de ces techniques aux groupes
SK; et SKy des algebres centrales simples est également donné au §9.

1 Partie non ramifiée d’une théorie cohomologique

Définition 1.1 (pour ce mini-cours). a) Soit k£ un anneau de base (nce-
thérien régulier). Nous utiliserons la catégorie P/k suivante :
~ Les objets de P/k sont les couples (X, Z), on X est un schéma régulier
de type fini sur £ et Z est un fermé (réduit) de X.
— Un morphisme f: (X', Z') — (X, Z) est un morphisme f: X’ — X tel
que f~Y(2)c Z'.
b) Une théorie cohomologique (a supports) sur P/k est une famille de foncteurs

(h?: (P/k)” — Ab)yez
(X, Z) — h%(X)

vérifiant la condition suivante : pour tout triplet (Z C Y C X) avec (X,Y),
(X,Z) € P/k, on a une longue suite exacte

c= hG(X) = AL (X) = b (X - Z) = hETH(X) — ...

fonctorielle en (X,Y, Z) en un sens évident.

On note h9(X) = h% (X) et on remarque que hj(X) = 0 pour tout (¢, X).
Définition 1.2. La théorie h? vérifie 'excision Zariski (resp. Nisnevich) si
elle est additive :

hyu (X T X") =h%(X) ® h, (X')

et si f*: h%(X) = h%,(X')lorsque f: (X', Z') — (X, Z) est donnée par une
immersion ouverte (resp. par un morphisme étale) tel que Z' = f~1(Z) et
f 725z

Si h* vérifie excision Zariski, pour tout recouvrement ouvert X = U UV
on a une longue suite exacte de Mayer—Vietoris :

ce S RI(X) = RIU) B hU(V) = hA(UNV) — kit (X) — ...

Si h* vérifie I’excision Zariski, on peut construire des complexes de Cousin
et une suite spectrale de coniveau (Grothendieck) :

A) Soit Z= BCZyC Zyy C---C Zy=X) une chaine de fermés. Les
suites exactes

- jpHla—1 - jra i
o gt () T ey I e (X - Zpia)

kPq

—— BRI (X) — ..
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définissent un couple exact

p+l,q—1
p+lq~] 2 Dp4

Era

(ot kP est de degré (0,41)), avec D1 = h’;;"(X), Era = I’?‘LZ (X —
Zp+1). Cela donne une suite spectrale de type cohomologique qui converge
vers DU = h"(X), la filtration associée étant

FPR™(X) = Im(h,’ép(X) - h"(X))

avec

E{"q — EPA(I, d]) q k_]

B) On suppose X équidimensionnel de dimension d et on ne s’intéresse
qu'aux Z tels que codimy Z,, > p. On passe a la limite sur ces Z : on obtient
un nouveau couple exact, avec

DP4 =lim A% (X) =: hEH1(X)

Z
P.q _ 1; ptq _
BP9 =limhh™ , (X = Zyp).
Z

En utilisant ’excision Zariski, on trouve un isomorphisme

limh'?, (X = Zp)~ @ hEH(X)
Z reX(®)
ot X?) = {r e X | codimy {z} = p} et
p+q - : pt+q
hETI(X) = llﬂ} {T}GU(U)
U ouvert
(groupe de cohomologie locale), ce qui donne la forme classique du terme FE;
de la suite spectrale de coniveau :
EPT = @ htiX) = hrH(X). (1)
rex®

La filtration & laquelle elle aboutit est la filtration par la codimension du
support

N Xy = Im(h%(X)—»h'”(X))

codimx Z>p

- U Ker(h"(X)—»h"(X—Z)).

codimy Z>p
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Définition 1.3. a) Le complexe de Cousin en degré q de h sur X est le
complexe des termes E; de la suite spectrale :

0- @ mx) "L @ nrix) AL

T€X(0) zeX M)

0,
ll b

l” l.q ar1
P mrox) L

re X (p)

b) La cohomologie non ramifiée de h sur X (en degré q) est le groupe

0,q
B9t = Ker( @ h1(X) o @ hFUX)) = bt (X).
reX (O reX (1)

Si X=X I---1IX,,onahi(X)=hi(X;)= Hj}ch, h(U), ou n; est
le point générique de X; : ce groupe ne dépend que de 7; et noua le noterons
habituellement h9(n;) ou h9(K;) si n; = Spec K;. On a hd, = P, hd.(X;).
Pour X connexe, on a donc

h?,r(X):Ker<h,"(n)—> P h},ﬂ(X)).

zeX ()

2 Pureté; complexes de Cousin et complexes de Gersten

On se donne une théorie cohomologique graduée
h*: (X,Z) — h%(X,n), q,neZ.

(L’entier n s’appelle le poids.)

Définition 2.1. h* est pure si, pour tout (X, Z) € P/k avec X régulier et Z
régulier purement de codimension ¢ dans X, on s’est donné des isomorphismes

mx.z: h7*(Z,n —c) = h%(X,n)

contravariants en les (X, Z) comme au-dessus (a ¢ fixé).

(On dit que h* est faiblement pure si la pureté n’est exigée que pour X
et Z lisses sur k : si k est un corps parfait, cela revient au méme.) Si k
est raisonnable (par exemple un corps ou SpecZ), cette condition entraine
I’excision Nisnevich : c¢’est évident pour des couples comme dans la définition,
et en général on s’y ramene par récurrence ncethérienne en considérant le lieu
non régulier de Z, qui est fermé et différent de Z.

Si h* est pure, la suite spectrale (1) prend la forme peut-étre plus familiere

EII,,,, _ EB h1=P k() ) = h”+"(X) (2)

rzeX®)
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En particulier, les complexes de Cousin deviennent des complexes de Gers-
ten (on suppose X connexe pour simplifier) :

0 — hY(r(X EB Y (k(x),n — 1) @ h' 2 (k(x),n —2)..

zeX ) reX ()

et on retrouve une définition plus familiere de Ay, :

he (X,n) = Ker(h"(ﬁ(X).'n) — @ h M k(a)n - 1)).
reX()
Remarque 2.2. Dans certains cas, on n’a la pureté qu’a isomorphisme pres;
pour obtenir des isomorphismes de pureté canoniques, on doit introduire des
variantes de la théorie h, a coefficients dans des fibrés en droites. C’est le cas
notamment pour les groupes de Witt triangulaires de Barge-Sansuc—Vogel,
Pardon, Ranicki et Balmer-Walter ([3], voir aussi [39]).

3 Conjecture de Gersten

Définition 3.1. Pour tout (p, ¢), on note £ le faisceau associé au préfaisceau
Zariski
U — EPYU) @ hb+rl

reU(r)

On a ainsi pour tout ¢ un complexe de faisceaux
0— HI — () q gl L' BN g{).q -

avec les £ flasques pour la topologie de Zariski, ot H? est le faisceau associé
au préfaisceau U — h9(U).

Définition 3.2. On dit que h vérifie la conjecture de Gersten sur X si ce
complexe est eract pour tout q.

Si c’est le cas, le complexe
0 — Sihq . gll.q e gr.q _

définit une résolution flasque de H?, et on peut écrire le terme F»> de la suite
spectrale de coniveau

EVT = HP (X, HY).

Théoréme 3.3 (Gabber [8], essentiellement). Supposons que k soit un
corps infini. Alors, pour que h vérifie la conjecture de Gersten sur tout X lisse
sur k, il suffit que les deuzr conditions suivantes soient vérifiées :

(1) h vérifie l'excision Nisnevich.
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(2) Lemme clé. Pour tout n, pour tout ouvert V de A}, pour tout fermé F C 'V
et pour tout q € Z, le diagramme de gauche est commutatif :

hi, (AY) <2 by (V) AL 1Pl
hi(V) 4

0U S~ est la section a linfini.

La condition (2) est vérifie dans chacun des cas suivants :

(3) h est invariante par homotopie : pour tout V lisse, h*(V) = h*(Al,) (il
suffit que ce soit vrai pour V. comme en (2)).

(4) h est «orientable» : il existe une théorie cohomologique e et, pour tout
(X, Z) € Py, une application

Pic(X) — Hom(eZ(X),h, (X))

naturelle en (X, Z), d’ou (pour (X,Z) = (P{,,P})) un homomorphisme
Qay F

[O(1)]-[0]
- >

*
€p

5 (PL)

e (V)

hiy (PL)

et, pour (V, F') comme en (2), l'application

(m*,av,F)
-

hL(V) @ eh (V) h,;lF (P})

est un isomorphisme.

Preuve. Voir [6]. Pour k fini, on s’en tire en supposant l'existence de transferts
sur h (pour des revétements étales provenant d’extensions du corps de base).
O

Conséquences pour la cohomologie non ramifiée

Théoréme 3.4. Sous les hypothéses (1) et (2) du théoréme 3.3, pour toute
variété X lisse sur k :

a) hi (X) ~ HY), (X, H?) ~ HR; (X, H), ou HY;, désigne la cohomologie de
Nisnevich (ceci s’étend a tous les termes Ey de la suite spectrale de coniveau,
et ne sera pas utilisé ici).

b) Si X est de plus propre, hl (X) est un invariant birationnel.

c) Soient X, Y lisses et intégres et p: X — Y un morphisme propre. Sup-

posons que la fibre générique de p soit k(Y )-birationnelle a l’espace projectif

P4 Alors, hi (X) ", ha

(Y)- a 4(Y) est un isomorphisme.



