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EQUATIONS DE HUA ET NOYAU DE POISSON

Nicole BERLINE et Michéle VERGNE

INTRODUCTION

Introduisons cette étude par 1'exemple dont elle est issue [ %1.
Considérons le domaine ﬂm,n . €™ formé des matrices Z (& m lignes et n
colonnes, m < n) telles que Im - 722% soit définie positive. Le domaine Q
admet un bord de Shilov : 1l'ensemble S des matrices U telles que o™ = Im’

un noyau de Cauchy - Szegd, et par suite un noyau de Poisson positif

1 *® 0, ~2n
P(Z,U0) = O] dét(Im-ZZ ) | der.(Im-ZU*)| tel que, si F est une fonction

holomorphe dans Q qui se prolonge continliment 3 la fronti&re, alors
F(z) = f P(Z,U) F(U) dU
S

Le noyau de Poisson peut &tre décrit de fagon invariante : Soit G v SU(m,n)
le groupe des transformatioms biholomorphes de ; pour tout Z € Q le
stabilisateur KL de Z dans G agit transitivement sur S ; la mesure P(z,U) dU
est la mesure (unique) sur S, invariante sous Kz, de masse totale l. Par
suite, pour toute fonction ¢ sur S, 1'intégrale de Poisson

i(f’(l) :I P(Z,U)@ (U) dU est une fonction harmonique dans Q.
S

De plus, Hua a montré que la fonction Z —> P(Z,U) est annulde par 1'opératew

différentiel d'ordre 2 (@ valeurs matricielles)
* * .t
A, = (T, -22) 3, (I, -272) 3,

(la trace de Az est le Laplacien de o) et Stein a posé le probléme de
»
caractériser, comme solutions d'un systéme d'équations différentielles,

les intégrales de Poisson des fonctions sur le bord de Shilov.

Nous montrons que 1'opérateur A, répond @ cette question.

Plus généralement soient G/K un espace hermitien symétrique ( que
nous supposons irré&ductible : on passe facilement au cas général) et
la réalisation d'Harish —Chandra de G/K comme ouvert borné de 1'espace
tangent holomorphe 2 1'origine p+. L'action de G se prolonge a la
frontiére de Q dans p", le bord de Shilov S est une orbite sous G et sous

K'[1l+] et 1'intégrale de Poisson d'une fonction  sur § est encore donnée par

\I".Q (2) = [sq(u) duy(u) pour Z € Q .



ou U, est 1'unique mesure de masse 1 sur S invariante par le stabilisateur
K, de Z dans G [12].

Lorsque G/K est de type tube, Johnson et Koranyi - généralisant les
résultats précédents de Koranyi-Malliavin [13] et Johnson [S’]sl - ont
caractérisé les intégrales de Poisson du bord de Shilov par un systéme d'é-
quations différentielles d'ordre 2, analogue & 1'opérateur de Hua ci-dessus
[10 ] . Remarquons que, si G/K est de type tube, le bord de Shilov S est dé&fini
par le systéme d'équations algébriques (de degré 2) %‘[U,ﬁ 1= Z (ot Z est
1'élément du centre de 1'algébre de Lie kc de K qui définit la structure
complexe de G/K). L'opérateur de Johnson - Koranyi , que nous noterons C(3,3)

peut s'interpréter comme une "quantification" de cette &quation de S.

Lorsque G/K n'est pas de type tube, le bord de Shilov n'est pas, en
général, défini par des &quations de degré 2 et 1'opérateur C(3,9) n'annule
plus les int&grales de Poisson ; cependant les &lé&ments Ude S satisfont toujours
le systéme (de degré 3) % [[ U, U, U] =TU. Nous "quantifions" ce systéme

en un opérateur différentiel C(d, 9, ) et obtenons le

Théoréme : Soit F une fonction harmonique sur G/K. Alors F est 1'intégrale
de Poisson d'une hyperfonction sur le bord de Shilov si et seulement si
c(3, 3, 3 F=0

Indiquons le plan de cet arti.le :

Dans la section 1, nous expliquons comment le probléme &tudié s'interpréte
en termes de dualité entre séries principales.

La section 2 est consacrée aux notations et rappels concernant les espaces

-

hermitiens symétriques, et 3 1'énoncé précis des résultats.
Les sections 3 et 4 sont consacrées aux démonstrations.

Vans la section 5, qui es* heuristique,nous relions & la "méthode des
orbites" les €quations satisfaites par les intégrales de Poisson du bord de

Shilov ou, plus généralement, d'un des bords de Sataké - Furstenberg- Moore.

Nous remercions S. Helgason, K. Johnson, V. Kac, M. Kashiwara, A. Koraryi,
D. Peterson, E. Stein et D. Vogan qui ont contribué 3 notre compré&hension de

ces questions.

Nicole Berline remercie le M.I.T. de son hospitalité pendant 1'automme
1979.



1. Généralités sur le noyau de Poisson.

Dans cette section G est un groupe semi-simple connexe, de décompo-
sition d'Iwasawa G = KAN. Nous rappelons la définition et les propriétés
du noyau de Poisson associé au "bord maximal" G/MAN.

1.1. On notera g,k etc... les algébres de Lie de G,K, etc...

et gc, kc, etc... leurs complexifications. On notera £ (resp. r) la repré-
sentation naturelle & gauche, (resp. 3 droite) du groupe G,
de son algébre de Lie 8g» et de son algébre enveloppante Us= U(gc), dans

un espace de fonctions sur G 3 valeurs dans un espace vectoriel complexe.
Si G, est un sous-groupe fermé de G et v un G,-module, on considérera

les sections du fibré G xG] v comme des fonctions sur G & valeurs dans v

en particulier, on identifiera les fonctions sur G/Gl aux fonctions sur G

invariantes &8 droite par Gl’

1.2. Soit dk la mesure de Haar de masse | sur K.
L'intégrale de Poisson d'une fonction f sur G/MAN est définie par
Pf(g) = IK f(gk)dk pour g € G
Il est clair que Pf est une fonction sur G/K et que P commute aux
translations & gauche par G.

Notons UX 1a sous-algébre de U formée des &léments invariants par
1'action adjointe de K. Alors ® N Uk est un idéal bilatére de UK et 1la
représentation r induit un isomorphisme de UK/ X n Uk‘ sur 1'algébre
De/r) des opérateurs différentiels sur G/K qui commutent aux translations
3 gauche {2(g), g € 6} | "' 1
On notera U§ 1'ensemble UK N lUg des &léments sans terme constant de Ux. Une
fonction F sur G/K est dite harmonique si elle est E et 8i r(u)F = O pour

tout u € UE 5

L'intégrale de Poisson Pf est harmonique pour toute fonction f sur

G/MAN. [1 'l



NotonSng; le module d'Harish - Chandra formé des fonctions K-finies
a gauche sur G/MAN. Alors P induit un isomorphisme dedgo sur 1'espace des
fonctions harmoniques et K - finies sur G/K, [ 5,6]-

Si F est une fonction harmonique sur G/K, alors F est somme de la

série de ses K~types : F = L _ FA [3 ]. Chacune des fonctions K-finies
AEK )
FA est intégrale de Poisson Pfk d'une fonction fke'éo et la série

fo converge vers une hyperfonction f sur G/MAN telle que F = Pf. Ainsi la
transformation P se prolonge en une bijection de 1'espace des hyperfonctions

sur G/MAN sur 1'espace des fonctions harmoniques sur G/K[M ]

1.3. Dans le cas oii G/K est hermitien symétrique, le bord de Shilov S est
homogéne sous K, donc a fortiori sous G, et on peut choisir un point base
Uo € S tel que le stabilisateur de U, dans G soit un parabolique Q contenant
MAN (voir% Jci-dessous). On identifie ainsi S a G/Q et il est clair que,si P

. v
est une fonction sur S,on a Py =Pyg.

1.4. Revenons au cas général. Soit V C Jeo un sous (K, U) - module. Notons
V 1'adhérence de V dans 1'espace des hyperfonctions sur G/MAN.

Le probléme de caractériser les intégrales de Poisson du bord de Shilov
apparalt comme un cas particulier du probléme général de caractériser,
par un systéme d'8quations différentielles, les fonctions sur G/K qui s'&cri-

vent Pf, avec £€E€V. Ce probléme admet la solution abstraite suivante :

Proposition : Soit uV 1'idéal & gauche de U, formé des Eléments u tels
que r(u) Pf = O pour toute f € V. Alors une fonction F sur G/K est 1'intégrale
de Poisson d'une hyperfonction f € V si et seulement si elle est c” et
satisfait r(u) F = O pour tout u € Uv.

Ce résultat a &té observé par plusieurs auteurs (Koranyi, Kashiwara, ...).
Faute de référence nous en exposons la démonstration, qui repose sur des

considérations de dualité que nous utiliserons de toutes fagons dans la suite.



1.5. Soit Q un sous-groupe parabolique de G, contenant MAN. Notons

C (G/Q) 1'espace des fonctions continues sur G/Q et néﬂo(Q) le module
d'Harish - Chandra, formé des fonctions K - finies(a gauche) sur G/Q.
Soit @ 1'algébre de Lie de Q.

Soit 6Q le caractére de Q défini par

GQ(h) = |dét Adg/q(h) | pour he q.

Soit C(GQ) 1'espace des fonctions continues (p sur G (& valeurs complexes)
qui vérifient

Y (gh) = SQ(h) @ (g pour g€ G et h€Q
et ~£ ( 6Q) le module d'Harish -(handra formé des fonctions Y € C(GQ)
qui sont K-finies & gauche.

Il existe sur C(GQ) une forme linéaire positive G-invariante (unique

@ un scalaire prés) donnée par

= (k) dk
G/Qq) IK ¢

Pour des fonctions € et ¥ sur G posons

4, ¥) = f YE ¥k dk
K

Si f € C(G/Q) et Y € C(GQ) alors f¢ € C(GQ) et la forme bilindaire
ci-dessus définit donc une dualité G-invariante entre C(G/Q) et C(GQ). Cette
dualité identifie 12 (6.) au module d'Harish.-Chandra des formes linéaires
Q

K-finies sur .£O(Q).

Il y a dans .Zg(GQ) un unique &lément K-invariant CPQ tel que
lPQ(k) = 1 pour k € K.

On peut alors écrire 1'intégrale de Poisson d'une fonction

f € C(G/Q) C C(G/MAN) sous la forme

P (g) -f (l(g—l)f(k)qu(k)dk=(2(g_l)f,t{’Q) = (£, &) P
K



On en déduit immédiatement le

Lemme 1.5. : Soient £ € C (G/Q) et u€ U . On a

r(e) PE () = (2T HE, L@@

1.6. Appliquons ce qui préc&de au cas du parabolique minimal MAN. Notons
gimplement & le caractére de MAN introduit en 1.4, -?_P (8) le module
correspondant et o Son vecteur K-fixe. Reprenons les notations de la
proposition 1.3 et notons V'l 1'orthogonal de V dans,f (8). Le lemme 1.4

entraine le suivant :

Lemme 1.6. : L'id&al & gauche Uv coincide avec 1'ensemble des u € U
tels que L(w)Y € vd (c'est-a-dire 1'annulateur de ¢, mod vt |, &lément de

L@ /vt

1.7. 14 L{,jeetivité de la transformation de Poisson se traduit algébri-

quement par 1'&noncé suivant :

Théoréme . Le vecteur \(0 engendre£ (8) comme U-module. L'annulateur

de (fo dans U est 1'idéal i gauche engendré par k et Ulf

La démonstration de la proposition 1.3 s'en déduit maintenant facile-
ment : soit F une fonction C* sur G/K telle que r(u) F = 0 pour tout
u € Uv. Comme Uy contient u‘f la fonction F est harmonique, donc intégrale
de Poisson Pf d'une hyperfonction f sur G/MAN. En développant F en série de
fonctions K-finies on peut supposer que f € 20. le Lemme 1.4 entraine que
f est orthogonale au sous-module £( UV) ¥, de'g (8). Mais du théoréme qu'on
vient de rappeler on déduit, grice au lemme 1.6, 1'égalité l(uv) ¢, = vt .

On a donc f € V, cqfd.

1. 8. Par un raisonnement analogue, la dualité entreﬁo et é)(& permet,

grice au théoréme 1.7, de déterminer des systémes de générateurs de 1'idé&al



a gauche Uv :

Proposition : Soit ¥ un idéal 3 gauche de U tel que
ue + u UE Cc x C Uv. Si toute f 620 telle que rt(¥) Pf = o appartient

au sous -module V alors X = Uv.

Démonstration : Gradce au lemme 1.5, 1'hypothése s'écrit
4
VRSO @ Al P

"
1.9. Considérons le cas oi V est le sous—espace de-g . formé des fonctions

invariantes & droite par un parabolique Q2> MAN. On identifie V & io(Q),
et, par suite,g( GQ) 520/ fo(q)* et \PQ a mod (PO(Q)J' . L'adhérence
de £0(Q) dans 1'espace des hyperfonctions sur G/MAN coincide avec 1'espace
des hyperfonctions sur G/Q (considérées comme hyperfonctions sur G/MAN,

invariantes par Q). On a donc, dans ce cas :

Proposition : Soit UQ 1'idéal 3 gauche de U formé des &léments u tels que
r(u) Pf = 0 pour toute fonction f sur G/Q. Alors

1) UQ coincide avec 1'annulateur de q’Q dans U

2) Soit F une fonction sur G/K. Alors F est 1'intégrale de Poisson

d'une hyperfonction sur G/Q si et seulement si r(u) F = O pour tout

uEUQ.

1.10. Nous présenterons dans la section 5 une description conjecturale de
la variété caractéristique de 1'idéal UQ’ suggérée par la "philosophie" de
la méthode des orbites. Mais le résultat principal de cet article est la
caractérisation des intégrales de Poisson du bord de Shilov d'un domaine
hermitien symétrique, autrement dit, la détermination explicite d'un ensem-
ble de générateurs de 1'idéal UQ dans la situation, remarquablement pri-

vilégiée, ol G/K est isomorphe & un domaine borné hermitien symétrique Q

et ol Q est le stabilisateur d'un point du bord de Shilov de Q.



2. Dans cette section nous faisons les rappels nécessaires concernant

les domaines hermitiens symétriques et nous &nongons nos résultats.

2.1. On considére un espace hermitien symétrique irréductible non compact G/K.

On note g = k ® p 1a décomposition de Cartan. On note X —> X la conjugaison

dans 4, par rapport i g.

+ - + -
Ona g, = kc @ p®p , avec p.=p @p ,

+

+ ~ - + -
kg » Pl Sp° ., kg, plSp , Ilp,p]1 G ke
(p*.p'1=0 , Ip,pl=0.
La représentation adjointe de kc dans y:i+ (ou dans p ) est irréductible.

Le centre de k est de dimension 1, et on note Z 1'élément du centre de kc tel

que [Z,X] = X pour tout XE€ p* . Onaz€ ik .

2.2. Soit h une sous-algébre abélienne maximale de k . Alors hc est une sous-
algébre de Cartan de 9¢ *

On note A 1'ensemble des racines de hc dans gc .

On note gc(a) 1'espace radiciel de racine a € A. On a Z;Fx_) = gc(-u).

On note &g 1'ensemble {a € A 9g(®) C k} des racines compactes et Ap 1'ensemble
{a€a , go(a) C p)} des racines non compactes.

On pose A; = {a €4, gc(u) c p+} et on choisit un ordre (provisoire,voir 2.7))

-+

P

sur A tel que A scit 1'ensemble des racines positives non compactes.

2.3. Pour toute o € A , on choisit des vecteurs Eu € gc(u) et E-—a € gc(-u)
de fagon que [E‘x 5 E__u] = Ha , avec “(Hu) = 2. On peut faire en sorte que

= +
= € .
E-a Ea y lorsque o Ap

24. On dit que deux racines a et B sont fortement orthogonales si a+B et a-8
ne sont pas racines. On construit un ensemble maximal de racines fortement

orthogonales ‘l’,,...,‘l’r en prenant pour V] la plus haute racine positive non



compacte puis, pour j = 1,2,... en prenant pour wj+l la plus haute racine posi-
tive non compacte fortement orthogonale a wl,...,wj.
2.5. On note h_ le sous-espace CHW ®...© CH, de hC‘ Lorsque deux formes

i r

linéaires a , B sur hc ont méme restriction a4 h_ on écrit a= B,

On note g la restriction de wi ah_ ,pouri=1,,..,r

2.6. Théoréme [-15 1
1) On note Iy 1'ensemble des poids non nulg de h_ dans [ Alors X est 1'un
des deux ensembles suivants

a) K= { s lsi,jer,iti).

H
N =

1
Yi + 5 Y: o T Y,

v 1 1 3 3 4 o
b) A= {# T ETY ot sty lei,der, i $ i} .

Le domaine G/K est de type tube si et seulement si on est dans le cas a) [ 1.

n
2) Une racine non compacte a une restriction non nulle a h_ . Soit A ” 1'en~-

P

semble des poids de h; dans p+ . Alors dans le cas a)

e 1 § . s .
Apf - {E(Yi"'Yj) ’ Yi s el , jgr,i4i + J } s
dans le cas b)

i,je<r,itj}.

/A

v 1 1
Aﬁv = {"z'(Yi"'Yj) ’ Yi » 7 Yi s 1
3) Si a €EA et a = ¢i alors a = wi "

Vu 3) on abusera des notations en écrivant Y; & la place de v;-

2.7. 11 existe un ordre sur A tel que A _ soit toujours 1'ensemble des racines
. . p
positives non compactes et que, en notant AZ 1'ensemble des racines positives
n,
compactes et AZ 1'ensemble
+ 5
{alh- , a € 8, a,h-f 0} on ait
dans le cas a)
Ve 1 s s
Ak = {E(Yi-Yj) » 11 <3 <r)
dans le cas b)

el .
b= Gy L Tsi<icniVgy, , Icicr).



On supposera désormais que A est muni de cet ordre 1a.

N
Pour B € A on note

8 (B) = IGB 8¢ ()

ajh_ =8
1'espace radiciel de g¢ par rapport 3 h_ correspondant.
On pose kc(B) = kc n gc(B) et PC(B) = P n gm(B)-

D'aprés le théoréme 2.6 on a, pour 1 i , j<r, i + j

Yo+,
ge—5D cp

Y: < Y.

i Y
9¢C—5) C k¢

Y. Y. Y
8¢5 = kg5 @ pgl5) -
yity.
De plus la dimension de gc(yi) est égale 3 1, la dimension de gc(——i—l)
Y Y
est indépendante de (i,j), pour i4j, les dimensions de kc(j;) et pm(Tfﬁ sont

égales et indépendantes de i.

—

2.8. Posons Z_ =
o 2 Y,

Si G/K est de type tubeon a Z = Zo et ad Z a pour valeurs propres O, 1|
et -1, les espaces propres correspondants &tant hm i p+ ¥ p- .

Si G/K n'est pas de type tube, alors ad Z0 a pour valeurs propres O, 1, *
On notera a la multiplicité de la valeur propre %-et b celle de la valeur

propre 1. L'espace propre de valeur propre 1 est contenu dans ;f ;5 les sous-

+ B 1 ~
espaces de p et kc formés de vecteurs propres de valeur propre E~ont meme

[+

dimension, égale a 7.

2.9. On pose X_ = ¥ E_, s 18 locuus® s
2 Vi

Comme on a supposé que E_ = Y on a XY € p . On pose

Ti

a=RX & ... RX s
Y1 Yr

i i

N —



Alors a est une sous—algébre abélienne maximale de p.

2.10, Soit Gc le groupe simplement connexe d'algébre de Lie 9¢:

On considére la "transformation de Cayley" c € G& , définie par
- 3 - - <
c=c¢ ...c. ol c, =exp ¢ 5 (Eyi E_Yi)) .
On a (comme cela se voit facilement dans SL(%C))

Ade (H ) =X
Y3 Y

ot i i
r r » T
c =exp (- z E ) exp( z (Log \IZ)HY ) exp( Z E_).
i=1 i i=1 i i=1 Vi
On a donc
Adc(h_) = ac -

Pour alléger les notations on écrira désormais c au lieu de Adc et pour
» o g % Eds
u € h_ , on notera c(u) la forme linéaire sur ac définie par

c)(X) = u(¢ (X)) pour XE€ ag *

"
L'ensemble R des racines de a dans g coincide donc avec c(A)la .

On munit R de 1'ordre pour lequel 1'ensemble R des racines positives est
esp.

A LS - o
c (A +(J Ak)' On note n+§ﬁ ) la somme des sous—espaces radiciels correspondant
resp.

aux éléments de R+(YLR+). Ona g=keae n* , décomposition d'Iwasawa de g.

l -
2.11. Posons Ao o (XY] +ooot er). On a A0 = c(Zo). Les valeurs propres de
ad Ao sont donc O, *1, * % . On note nl (resp. nI/Z) 1'espace propre de valeur

[

propre 1 (resp. %) ; on note g(o) l'espace propre de valeur propre O et on pose

° =n"0gl). ona
WwWele nl/Z & n‘
dimn'/?=a , dinn' =b .
-1/2 - i 1
2.12. Notons n (resp. n ) l'espace propre de valeur propre - 7 (resp. -1)

de adg Ao et posons
g=n'e w2 g g(o)
On a alors

q= gn c(kc +p) .
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2.13. On note Kc le sous-groupe analytique de G¢ d'algébre de Lie kc . L'ap~-
plication (X,k,Y) V> expX k expY est un difféomorphisme holomorphe de

p+x Kq: X p_ sur un ouvert U de G(:' On note Pi= exp pt les sous-groupes
analytiques, abéliens, de Gc , d'algébres de Lie pt . Alors KC P est un sous-
groupe parabolique maximal de Gc et la variété M = GG/KCP_ est un espace
hermitien symétrique compact.

L'application X +—> expX KG P~ est un difféomorphisme holomorphe de p+
sur un ouvert de M.

On écrira

g = expX(g) k(g) expY(g)
la décomposition d'un &lément g € U selon Pt Ke P .

On suppose que G et K sont les sous—-groupes analytiques de Gc d'algébres
de Lieget k. OnaGCUet GN Ko P =K . L'application g+ X(g) induit
un difféomorphisme holomorphe de G/K sur un ouvert borné Q de p+ (c'est la
réalisation d'Harisch-Chandra de G/K comme domaine borné [ ]).

On considére 1'adhérence 2 de Q dans p+ et le bord de Shilov SCQ\®
défini par 1'algébre des fonctions continues sur & et holomorphes dans Q.

Le groupe G agit naturellement sur M et préserve R . Le bord de Shilov §

r
est une G-orbite . Le point Uo = - ( z E_ ) de p+ appartient 4 S ; donc,

i=1 Y4

d'aprés 2.10, le bord S considéré comme sous-ensemble de M, est la G-orbite
du point ¢ Kc P . Le stabilisateur dans G de ce point est le sous-groupe para-
bolique Q =GNec K, P ! 3 i1 a pour algébre de Lie 1'algébre q définie

C
en (2.12). [ 14 ]

Soit A (resp. N ) le sous groupe analytique de G d'algébre de Lie a
(resp. n°). Soit M le centralisateur de A dans K. Le sous groupe M A N est un
sous groupe parabolique minimal de G. On a MAN < Q. On peut donc considérer
les [hyper]-fonctions sur S comme des [hyper Jfonctions sur le bord maximal

G/MAN™, invariantes i droite par Q.



