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INTRODUCTION

Une modification d'espaces analytiques (ou de variétés algébriques)

est un diagramme commutatif

de morphismes d'espaces analytiques (ou de variét&s algébriques) oll p
et f sont propres et surjectifs, i et j sont des plongements fermés
et f induit un isomorphisme de X' \ i(Y') sur X \ j(Y).

Le probléme de l'existence des modifications se pose de la maniere

suivante. Etant donné les diagrammes

(C) p (D) p

trouver sous quelles conditions

(C'") il existe X,j:Y — X et f:X' — X tels que

y! —_> X!

el
Hh



soit une modification (existence d'une contraction)

(D) il existe X', i:Y¥' — X' et f:X' — X tels que
¥! _-_91 X'
D f
J
Y —=5 X

soit une modification (existence d'une dilatation).

Le but de ce livre est de donner une exposition des résultats prin-

cipaux concernants la théorie des modifications analytiques (i.e. ces

modifications d'espaces analytiques) et les qguestions liées.

Le livre se compose de cing chapitres, chacun desquels est préceéde
par une introduction. Ici donc nous nous bornons a rappeler trés rapi-
dement les étapes les plus significatives dans le développement de la
théorie.

On peut dire que la théorie débute avec le travail fondamental de
Castelnuovo et Enriques sur la théorie des surfaces algeébriques ([ 291]),
qui est née en géometrie algébrique en liaison avec le probléme de la
décomposition en produit d'éclatements des transformations birationnel-
les et de l'existence des modéles minimaux. Dans cette direction les
résultats principaux ont été démontrés par Hironaka et Moifezon ([ 48],
[68], [691]).

Dans le cas analytique le premier résultat sur l'existence des
"contractions & un point" (i.e. Y est un noint) est d@ a Grauert ([40])

qui dégage la notion de négativité faible d'un fibré et qui démontre

que la contraction de X' & X existe pourvu que le fibré normal de
Y' dans X' soit faiblement négatif.
Le thé&oréme d'existence des contractions dans le cas ol dimc Y > 0

est di a Nakano (cas lisse) et Fujiki ([ 731, [38], [37]).



Mais déja Moi¥ezon avait &tudié en détail le cas ol Y',X' et Y
étaient des variétés analytiques compactes connexes ayant le nombre ma-

ximal de fonctions méromorphes globales (variétés de MoiSezon) ([ 68]).

Un autre cadre naturel pour 1l'étude des modifications est celui
des espaces algébriques de M. Artin ([13], [58]). A M. Artin on doit

la notion de modification formelle d'espaces algébriques (ou analyti-

ques) formels et la démonstration de 1l'existence des modifications 4
partir de l'existence des modifications formelles ([15]) (la démonstra-
tion de la version analytique des théorémes d'existence de Artin a con-
stitud une des motivations principales des recherches des auteurs ([71])).

D'autre part Artin démontre aussi que la catégorie des espaces
algébriques complets sur € est équivalente a celle des espaces de
Moi¥ezon (thBor@me d'algébrisation) ainsi révélant que certains problé-
mes concernants les modifications analytiques sont, en fait, des problée-
mes de nature algébrique.

En effet, il existe un lien trés étroit entre les modifications
analytiques, les espaces de Moifezon (et les espaces alg8briques sur ().
Les fibres d'une modification analytique sont des espaces de Moiezon
donc des espaces algébriques et, réciproquement, tout espace de MoiSezon
peut se plonger comme "sous-espace exceptionnel" d'une modification ([381]).

De plus on peut dégager une notion relative d'espace de Moigezon, de

facon que si f:(Y',X') — (Y,X) est une modification, X' est de
Moifezon relativement a X et Y' est de MoiSezon relativement a Y.
Cette notion est due & MoiSezon ([ 71]). On démontre alors un théoréme

d'algébrisation des espaces de Moi¥ezon relatifs, analogue & celui de
Artin et on trouve que toutes les modifications sont relativement algé-
brisables ([3]).

En utilisant ce théoréme on peut faire une étude détaillée des
faisceaux amples sur les espaces analytiques et démontrer le théoréme
de Fujiki en toute généralité (v, §3) ([41]1, [51]).

Nous nous sommes proposés, dans ce livre, de donner une description



assez compléte de tous ces faits et, dans le cas analytique d'exposer
en détail les démonstrations des résultats les plus récents. Ce qui
en résulte, il nous semble, c'est surtout qu'il existe un lien plus
étroit qu'on peut l'imaginer au début entre 1'&tude des modifications

analytiques et celui des modifications algébriques.



CHAPITRE I

GEOMETRIE ANALYTIQUE FORMELLE

Dans ce chapitre on rappelle les définitions et les faits généraux
de la théorie des espaces analytiques formels et des algébres analyti-
ques formelles en renvoyant a [44] et [ 24 ] pour les détails.

Dans le dernier paragraphe on démontre un "théoréme de rigidité"
pour les algébres analytiques formelles ([7]) qui sera & la base du

théoréme d'existence des modifications analytiques du chapitre IV.

§ 1. Espaces analytiques formels

1. Pour la théorie générale des espaces analytiques formels voir
[441]1, [20], [24].

Soient (X,OX) un espace analytique (sur € ), Y € X un sous-espa-
ce analytique fermé défini par un OX-idéal cohérent 1 et F un OX—
module cohérent. Notons F la limite projective lim proj F/lkF du

systéme {F/IkF}, k € IN.

~ A
La restriction de F a Y, qu'on note encore F, est appelée le

complété formel de F 1le long de Y. En particulier si  F = 0 on ap-:

X
pelle complété formel de X 1le long de Y 1l'espace annelé Q‘Y = (Y,OQ.
|
Si x € Y, 1l'anneau local 0 est noethérien et pour tout OX—

X

Ty X

module cohérent F le complété est un Ox—module cohérent ([201]).

Un morphisme f:X' — X d'espaces analytiques définit, de facon na-

turelle, un morphisme €:§||Y' — §|Y , o Y' = f_l(Y), gqu'on appelle

complété formel de f£.

A ~

Soient I un Ox—idéal cohérent, X = supp 0_/1 et OX la restri-

A~
ction & X du faisceau OX/I.



On apnelle (X’OX) un modéle local d'esnace analytique forrel.

Un espace analytique formel est un espace annelé en (C-alaébres

locales tel que tout point admet un voisinaae isomormhe & un modéle
local.

Les espaces analytiques formels forment une catécorie dans laquel-
le les produits fibrés finis existent, qui contient celle des espaces
analytiques ordinaires ([24]).

Si (X,OX) est un espace analytique formel notons IX le Ox—idéal

conérent défini par
I,(U) = {s €0,(U):s EM, ¥ x €U}
X x x

U étant un ouvert de X, Mx 1'idéal maximal de OX . et s, le germe
de s en x.

On appelle idéal de définition de (X,OX) tout Ox-idéal J ayant

la propriété suivante: pour tout x € X il existe un entier k = k(x)

tel que au voisinage de x on ait I; cJcC IX' Avec cette définition

IX est "le plus grand idéal de definition" de X.

Si J est un idéal de définition de X, pour tout k €N 1l'espace

annelé X = (X,OX/Jk+1) est un espace analytique ordinaire et dans

la catégorie des espaces analytiques formels on a 1l'é&galité
X = lim ind X, ([24]).

Lorsque X = X l'espace analytique Xk s'appelle le k-iéme

|y’

voisinage infinitésimal de Y dans X.

Finalement on dit gu'un morphisme d'espaces analytiques formels
*
f:X — X' est adique si pour tout idéal de définition J de X, f J

est un idéal de définition de X'.

2. Soient (X,OX) un espace analytique formel et X = lim ind Xk.

On dit que X est un espace formel de Stein si X (et donc tous les
Xk) est un espace de Stein.

Dans le cadre des espaces analytiques formels on peut poser le pro-



bléme suivant: soient X = X|Y et X' = X']Y' deux complétés formels
d'espaces analytiques; &tant donné un isomorphisme X = X' est-ce qu'il
existe un isomorphisme d'un voisinage de Y daps X sur un voisinage
de Y' dans X'?
On sait, d'aprés M. Artin ([14]) que la réponse est affirmative
dans le cas local (i.e. lorsque X,Y,X',Y' sont des germes d'espaces
analytiques). En général il y a des contrexemples ([12]).

Au chapitre IV on verra des conditions suffisantes pour l'existence

d'un tel isomorphisme.

§ 2. Alg@bres analytiques formelles

1. On appelle algébre analytique formelle tout anneau local en un

point d'un espace analytique formel.

Si A = 0X . ©st une algébre analytique formelle on appelle idéal
de definition de A tout idéal I = IX ol I est un idéal de défini-

tion d'un voisinage ouvert de x dans X.

Un homomorphisme local A — B d'algébres analytiques formelles
est dit adique si pour tout idéal de définition I de A, IB est un
idéal de définition de B.

La catégorie des algébres analytiques formelles (dans laquelle les
morphismes sont les homomorphismes locaux) contient celle des C-algébres
analytiques et celle des (C-algébres formelles (i.e. des algébres quo-

tient [Tl"”TN]/B)' Dans cette catégorie les co-produits fibrés

finis existent.

Soit A = OX , une algébre analytique formelle. Pour tout systéme
T = {Tl,..,TN} d'indéterminées notons A {Tl,..,TN}_ (ou A {T} en
abrégé) l'algébre analytique formelle 0 . Le complété de

X% &N, tx,o)

A {T}  par rapport a son idéal maximal est l'algébre A [T] = 0y x [Tl
(OX « étant le complété de OX , Ppar rapport 4 son idéal maximal) .

Un élément de A {T} est donc en particulier une série formelle

’



en T ..,TN d coefficients dans 0

4 X, x"

Soient A = OX , une algébre analytique formelle, f un élément
de A {Tl,..,TN}_ et a,,..,a, des &léments de 1'idéal maximal de A.
On peut calculer f(al,..,aN) de la maniére suivante. Les ayreeaay

" . - . N . :

déterminent, au voisinage de x, un morphisme X — (qui envoie x
P 5 . N : :

dans l'origine) d'oQ un morphisme X — X x € (qui envoie x dans

(x,0)). Il s'ensuit qu'il existe un (seul) homomorphisme

u:0 — 0 qui est 1'identité sur 0 (identifié& a un
N X, x X, x
X x ¢ ,(x,0)

sous—-anneau local de 0 N par la projection X x N — X)
X x ¢ ,(x,0)

N

et tel que u(tj) =a, , 1 < 3j<N, (t .,tN) coordonnées dans € ).

3 =3z £

,a. ) = u(f).

On pose alors par définition f(al,.. q

Si 1T CA est un idéal, f € A {Tl,..,TN}- est tel que

f(0,..,0) €I et a ceray € I alors f(a ..,aN) € I.

1’ 1’

En effet on a f(al,..,aN) € I A parce que dans ce complété f

n'est rien d'autre qu'une série formelle a coefficients dans A; donc

f(al,..,aN) € I puisque A est fidélement plat sur A.

2. Soient maintenant X, a € X et f ,..,f €0 i
1 m m
m X x ¢ ,(a,o0)
t = (tl""tm) un systéme de coordonnées de € . Dénotons par

Jf(x,t) le déterminant jacobien det (0f, /0t.); Jf(x,t) € 0 o
% J X x ¢ ,(a,o0)
On a le "théoréme des fonctions implicites":

Théoréme 1. Soient fl""f € 0 o telles que:
" X x ¢ ,(a,0), a € X
(i) fl(O) = & fm(O) = 0 mod M (Ma idéal maximal de Ox,a)

(ii) J_(a,0) $ 0 mod M.

Alors il existe g.,..,g €M tels que f.(g,,..,9 ) = 0,
1 m a —a 3j 1 m

1 < 3j <m. De plus Iyre-d, sont univogquement déterminés.
Preuve. Soit U =V x W un voisinage de (a,0) dans X x c™  tel que

fl""fm € 0 m(U). L'application U — € définie par
X x €



(y,z) — Jf(y,z) mod My est continue, donc, quitte a restreindre U,

on peut supposer Jf(y,z) $ O mod My sur U. Or, comme on a

X = 1lim ina Xk (Xk espace analytique) les fl""fm déterminent pour

tout entier k des éléments fik),..,f;k) de 0 m(U) tels que,
X, < c

pour tout (y,z) € U, on ait Jf(k)(y,z) = Jf(y,z) ¥ 0O mod My Oxk,y.

On peut alors appliquer le théoréme classique des fonctions implicites

pour obtenir des éléments uniques gik) € OX (v), 1 < i < m, tels que
k
(k) (k) (k)y _ L
£ (g, veerg "7) =0, 1 <3 < m.
A cause de l'unicité les éléments g{k),..,g;k) donnent par passage 4

la limite projective des éléments 9yr--1d de OX(V) qui satisfont

au théoréme.

Théoréme 2. Soit A = OX , &t soit f €A {1} . Si s,,..,5, sont
des indéterminées on a dans A {T,S}  la formule de Taylor.
N oo N
£ = ) z z
£(T + S) £(1) + ' 3T (T)Sj + = Gij(T’S)SiSj
j=1 3 i,j=1
o0 G €A {T,s}”, 1 < i,j < N.
Preuve. Précisons d'abord la signification de £(T + S). f est un
élément de 0 donc il définit un morphisme f:U x Vv —

X x EN,(X,O)

ol U et V sont des voisinages de x et o, respectivement dans

X et EN.
1 " 3 n N N N
D'autre part on a le "morphisme somme o:C x C — C et par
suite un morphisme g:X x eV x oV — X EN; f o g donne bien un é&lé-
ment de 0 qu'on note f(T + S).

N N
X x ¢ x¢a ,(x,0,0)

Revenons a la démonstration. On peut supposer que X est le com-
plété formel d'un espace analytique X le long d'un sous-espace analy-

tigue fermé& Y défini par un Ox—idéal I. Alors f est détérminé par

(0) (1) P (k)

une suite (f nf ises) o £ € 0 5 (U x V), U x V voisina-

X x C
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ge de Stein de (x,0) dans X X EN, et
f(k+l) f(k) e I'u x v, 1 g N). posons
X X €
N Of
g = £(T + s)-£(1)- £ a7, (TISyi
j=1
g €0 - . et il est clair que g est déterminé par
X xe¢ x ¢, (x,0,0)
une suite (g(o),g(1),...) ol g(k) € I'(U x V,g),
g(k+1)—g(k) € I'(U x V,Ik+la), 8 =0 N . telle que
X x ¢ x €
N (k)
(k) _ (k) kY s of
g = £°UT + §)-£ 7 (T)- T gp— (T)S,.
J=1 J
Il en découle que pour tout K, g(k) est dans 1l'ideéal de
0 N - engendré par les mondmes SiS, 1 <i,j <N et
X x ¢ xa ,(x,0,0) 3
donc g est dans 1'idéal de 0 engendré par les

N N
X x e xa ,(x,0,0)

mondmes SiSj, 1 <1i,j < N.

Théoréme 3. Soit ¢:A — B un homomorphisme adique d'algébres ana-

lytiques formelles. Il existe un entier N tel gque B soit isomorphe

en tant que A-algébre & un quotient A {Tl,..,TN}_/J ol J est un

idéal.
Preuve. Posons A = 0X L0 B = OX " et soit f: X' — X 1le morphi-
sme correspondant a ¢ (au voisinage de x'). Soit I un idéal de dé-

finition de X de telle sorte que 1 OX’ est un idéal de définition
de X'. Soit I = Ix et posons B1 = B/IB et A1 = A/IA. On a un
homomorphisme local Al == B1 et, comme A1 et B1 sont des anneaux

locaux d'espaces analytiques on a un homomorphisme surjectif

lll:A1 {zl,..,zq} — B,. Soient cl,..,cq des éléments de B qui re-
lévent W(zl),..,w(zq). Soient ml,..,mq € IB dont les classes modulo
IzB engendrent le B/IB-module IB/IzB. On a
£
= X S €
m, i aaBbaB ol aOLB I et baB B. Notons ch,..,cN les

éléments b .
aB



Soit A' =0 N .
X x ¢ ,(x,0)

Compte tenu de la remarque faite dans 1, il existe un seul A-homo-
morphisme wu:A' —> B qui colncide avec ¢ sur A et tel que

u(t.) = c., 1 < j <N
(3) 5 <3<

On doit montrer que u est surjectif. A ce propos soit H un

voisinage compact, semi-analytique, de Stein, de x dans X' tel que:

(1) Cyre=sC soient définis au voisinage de H

N
(ii) il existe un voisinage compact K, de Stein, de x tel que

K C f_l(H) et que 1l'homomorphisme 0 N(K % L) =% OZ,(H)
VAR
soit encore surjectif (o2 L C ™ est un voisinage compact

de Stein de l'origine, 7 = (X,OX/I) et 1' = (X’,OX,/IOX,);
2
i = 0 =
(iii) si BH LX,(H) et IK I(K), les classes modulo IK BK
des combinaisons linéaires a coefficients dans IK de
2
cq+1,..,cN engendrent le BH/IKBH-module IKBH/IKBH
(tout cela est possible puisque B, est noethérien ([241])).
Posons A& =0 N(K x L), et envisageons 1'homomorphisme
X x ¢
N N
gr u:gr Aé — g BH,gradué associé de u:Aé —* BH. Par construction,

] 2 2
' [ ] "
les homomorphismes AK/IKAK BH/IKBH et IKAK/IKAK IKBH/IKBH sont
surjectifs; par récurrence sur n, on déduit aussitdt qu'il en est de
' : ] Nay n
méme de 1'homomorphisme IKAK/IKAK IKBH/IKBH pour tout n, et a
~
fortiori, de gr u. On déduit de [28] (ch. 3, § 2, n. 8, cor. 2 du

N
théoréme 1) que l'extension de u aux complétés IK—adiques de Aé

~ ~ A
et BK, 3; et BH, est surjective. Comme tout élément de Aé (BH)
donne par restriction un élément de 0 5 (OX, X,) on en déduit

X x ¢, (x,0) !

gque u est surjectif en prenant un systéme fondamental de voisinages

de x' dans X' du type H.

§ 3. Solutions d'équations analytiques formelles et théoréme de rigidité.

1. Soit ¢:A — A' un homomorphisme adique d'algébres analytiques

formelles. On a vu que A' est isomorphe, en tant que A-algébre, & un
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quotient A {T1""TN}_/B ol B est un idéal et N un entier conve-

nable.

si B = (f,..,f) notons J(B) 1'idéal de & & PPN A
engendré par les mineurs d'ordre N de la matrice (afi/aTj) (@ > N).
Si j%l bij fj =0, 1 <1 <m est un systéme complet de relations entre
les fl""fq on note C((B) 1'idéal de A {Tl,..,TN}_ encendré par
les mineurs d'ordre g-N de la matrice (bij).

J(B) et C(C(B) seront appelés respectivement 1'idéal jacobien et

1'idéal de Cramer de B ([151]).

Les images J(¢) et C(v) dans A' de J(B) et ((B), sont
indépendantes de la raprésentation de A' comme quotient de A {T}"~

et seront appelées respectivement 1'idéal jacobien et 1'idéal de Cramer

de .

Si  f:X' — X est un morphisme adique d'espaces analytiques for-
mels on peut définir, 4 l'aide de ce qui préceéde, deux idéaux OX,—
cohérents J(f) et C(f) gqu'on appelle respectivement le faisceau

jacobien et le faisceau de Cramer de f.

Proposition 4. Un homomorphisme adigue ¢:A — A' d'algébres analyti-
ques formelles est un isomorphisme si et seulement si J(y) = C(y¢) = A'
Preuve. Si ¢ est un isomorphisme il est clair que J(¢) = C(y) = A'.
On va montrer le réciproque. Comme C(y¢) = A', il existe dans C(y)

un élément inversible, donc, avec les notations ci-dessus, C(B) contient
un élément inversible dans A, ce qui entraine que 1'idéal B = (fl""fq)
est engendré par N éléments de {fl,..,fq} on peut donc supposer

g = N. De plus J(¢) est engendré par l1'élément det (afi/aTj)

1

| A

i,j < N, qui est alors inversible puisque J(¢) = A'. Le théoréme
des fonctions implicites (§2) assure alors que le A-endomorphisme de

A {Tl,..,TN}_ qui envoie T, sur £, 1 <i <N, est un automorphisme



