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Vorwort

"Die Enfahnung des praktischen Lebens fLehnt hingegen jeden, den
auf sich achthaben will, von einer Seite die Schuierigkeiten 4in
den Ausflihrung dessen, was ihn s0 kinderleicht dinkte , gehinig
enkennen; von einen andern aber auch den Punkt des Ewrelchbaren,
wohin man durch gleichfinmige Anstrengung allen Kndfte , die 4n
unseren Gewalt sind , gelangen kann, nichtigen zu bestimmen und
welten hinauszunicken."

Den Gottingen Naturnfonschen Georng FORSTER (1787) dbern den bni-
tischen Entdecken James COOK

INHALTLICHE MOTIVATION. Intensivere Nutzung mathematischer Ideen, Methoden
und Techniken in den Einzelwissenschaften und zur LOsung praktischer Probleme

erfordert vom Mathematiker neben groBerer auBermathematischer "Anwendungsbereit-
schaft" zugleich eine umfassendere innermathematische "Orientiertheit". In der
Praxis kommt es hdufig nicht so sehr darauf an, aus ezner mathematischen Idee be-
sonders weitreichende Konsequenzen zu ziehen, sondern einen Gegenstands- oder
Problembereich moglichst angemessen mit einer Vielfalt mathematischer Theorien
versuchsweise zu lberdecken. Dafiir muB der Mathematiker Einheit und Spezifik
unterschiedlicher mathematischer Ansdtze kennen, iiber Erfahrung mit mathemati-
schen "Querverbindungen" verfiigen. Die Atiyah-Singer-Indexformel, die zu den
“tiefsten und hdartesten Ergebnissen der Mathematik gerechnet wird und in Topologie
und Analysis weiter verzweigt ist als irgendein anderes einzelnes Resultat"

(F. HIRZEBRUCH) bietet vielleicht ein besonders gutes Beispiel fiir eine solche
Einfiihrung in "die Mathematik": Bei aller Schwierigkeit und ihrem ungeheuren
Beziehungsreichtum ist die Indexformel doch abgrenzbar und so in ihrer Idee und
den verwendeten Methoden auch fiir Studenten mittlerer Semester faBlich.

Tatsdchlich ist die Atiyah-Singer-Indexformel in den letzten 15 Jahren immer
"leichter" und "durchschaubarer" geworden. Mit der Aufdeckung tiefliegender und
weitreichender Anwendungen (vgl. § I1I.4) ging in den facettenreichen immer neuen
Darstellungen der Materie vor allem durch M.F. ATIYAH und I.M. SINGER selbst wie
etwa in den eigengewichtigen Arbeiten von L. HORMANDER und anderen eine kraftvolle
methodoTogische Durchdringung des Stoffes einher. Die Quellen und Bestandteile der
Indexformel sind enger zueinander geriickt. Im Vergleich zu [PALAIS 1965], der
"klassischen" Einflihrung in die Indexformel,haben wir u.a. die folgenden Vorteile:

1. Neben dem urspriinglichen "Kobordismusbeweis" kennen wir heute zwei weitere
Beweise, wobei wir hier dem "Einbettungsbeweis", dem konzeptionell - vor allem in
seiner direkten Verbindung zum Bottschen Periodizitdtssatz - einfachsten Beweis
der Indexformel folgen werden (vgl. § III.3).

2. Die Struktur des Raumes F der Fredholmoperatoren ist heute durch den
K-theoretischen Begriff des "Indexbiindels" einer stetigen Familie von Fredholm-
operatoren (vgl. insbesondere den auf dem Kuipertheorem iiber die Zusammenzieh-
barkeit von B* » § 1.6, beruhenden Satz von Atiyah-Janich, § I.7) und durch das

VII
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praktische Beispielreservoir der Wiener-Hopf-Operatoren (vgl. § 1.9) viel lber-
sichtlicher geworden.

3. In der Theorie der Pseudodifferentialoperatoren (und Fourierintegralope-
ratoren, vgl. den Satz von Kuranishi, § II.3) erfuhr der fiir die Analysis ellip-
tischer Operatoren wesentliche Kalkiil der "Integraldifferentialoperatoren” eine
grundlegende Klarung.

4. Der Bottsche Periodizititssatz, der das topologische Fundamentaltheorem
der Indextheorie bildet, konnte in der "K-Theorie mit kompaktem Trager" viel
einfacher formuliert werden, wobei auch sein funktionalanalytischer Kern, nam-
lich der Indexsatz von Gochberg-Krein fiir Wiener-Hopf-Operatoren,deutlicher
hervortrat.

VORGESCHICHTE DIESES BUCHES. Das Buch geht auf einen Fortbildungskurs fiir Ma-
thematiklehrer (Santiago de Chile, 1971) zuriick. Sein Konzept wurde spater in wei-

teren Vortragen, in Gastvorlesungen an den Universitdten Kaiserslautern-Trier und
Marburg (Einladungen von B. GRAMSCH und M. BREUER) sowie in Seminaren in Bielefeld
mit Studenten des dritten Studienjahres erprobt.

ZUR STRUKTURIERUNG. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Topoiogie der
allgemeinen linearen Gruppe GL(N,C) , der Geometrie differenzierbarer Mannig-

faltigkeiten und dem Losungsverhalten elliptischer Differentialgleichungen? Wie
1dBt sich der analytisch definierte "Index" durch topologische Invarianten aus-
driicken? Bei der Nachzeichnung der Losung dieses Einzelproblems, die zum besseren
Verstandnis nicht in groBter Allgemeinheit und nicht in geoddtischer Kiirze er-
folgt, steht die Darstellung der gegensdtzlichen Methoden, die bei der Bezwingung
des Indexproblems ineinander greifen, im Mittelpunkt. Ich habe mich bemiihnt, hier
an einem Brennpunkt der Mathematikentwicklung unseres Jahrhunderts die Teitenden
Ideen, den tieferen Grund und die weiteren Aussichten der Verschmelzung von Topo-
logie und Analysis, dieser zwei getrennten Hauptgebiete der Mathematik, heraus-
zustellen. Zur Bewdltigung der grofen Stoffiille wurde bei den geringen Vorkennt-
nissen, die man erfahrungsgemdB nur voraussetzen kann, ein gemischter Ldsungsansatz
gewahlt. Der groBte Teil des bendtigten Stoffes wird ausfithrlich und mit allen
Detatils bewiesen:

Schlangenlemma der kohomologischen Algebra I1.2:B
Additivitdt des Index bei Komposition I.2.C

Die kompakten Operatoren bilden ein abgeschlossenes zwei-
seitiges Ideal K in der Banachalgebra B der beschrank-
ten Operatoren im Hilbertraum 1.3.C
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Rieszsches Lemma index Id + K=0 , K€ K

Atkinsonsche Darstellung des Raumes F der Fredholmopera-
toren durch die Gruppe der Einheiten der "Calkinalgebra"
B/K

Lokale Konstanz des Index
Wegweiser Zusammenhang der Einheitengruppe B~
Kuipertheorem [X,B*] = 0

Konstruktion des Indexbiindels einer stetigen Familie von
FredhoTmoperatoren

Atiyah-Janich: [X,F] = K(X)
Indexformel filir diskrete Wiener-Hopf-Operatoren

Satz von Vekua liber den Index schiefwinkliger Randwert-
systeme

Existenz von C -Zerlegungen der Eins

Satz von Kuranishi iiber die Darstellung allgemeinerer
"Fourierintegraloperatoren” als Pseudodifferential-
operatoren

Diffeomorphieinvarianz von Pseudodifferentialoperatoren
Surjektivitdt des Symbols

Abgeschlossenheit des Raumes der Pseudodifferentialopera-
toren bzgl. Komposition und Bildung der formal Adjungierten
Sobolewsatze W'(R) < cO(R), WS(T") » wS™L/2(t"-1y
und WS(IR™) + WS(R"T)

Die funktionalanalytische Ordnung eines Pseudodifferen-
tialoperators stimmt mit der "analytischen" seiner Am-
plitude Uberein

IT.

IT.

11.3.

Il.

11

11,

LI,

IX
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Hauptsstze iiber elliptische Operatoren auf geschlossenen
Mannigfaltigkeiten (Existenz einer "Parametrix", Regula-

ritit der Losungen, Endlichkeit und Homotopieinvarianz

des Index) IL.5.8

Konstruktion von "Indikatorbiindel" und "Randisomorphis-
mus" fiir elliptische Randwertsysteme von Differential-
operatoren 11.6.C

Fortsetzung des Symbols eines Systems von elliptischen
Differentialgleichungen 1. Ordnung iiber einer berandeten
Mannigfaltigkeit X auf das Ballbiindel iiber dem Rand 11.7.A

Bottscher Periodizitdtssatz I11.1:E

Indexformel im euklidischen Fall (fir Operatoren, die

im Unendlichen die Identitdt sind) I11.2.C
Indexformel fiir elliptische Operatoren auf Hyperfldchen II1I.3.A
Isomorphie von homotop gelifteten Vektorraumbiindeln Anhang

[Y,GL(N,C)] = VektN(S(Y)) , wo S(Y) die Einhdngung
von Y st Anhang

Daneben finden sich expositorische Darstellungen in Aufgabenform mit prdzisen For-
mulierungen, Losungshinweisen und Quellenangaben sowie breit eingefligte zusammen-
fassende Kommentare, in denen ich versucht habe, das erforderliche Hintergrund-
wissen bereitzustellen.

ZUM GEBRAUCH. Das Buch richtet sich an Leser mit minimalen Voraussetzungen an
Wissen und Erfahrung, denen eine bestimmte Sache, die Indexformel, ganz klar ge-
macht und denen zugleich ein gewisses MethodenbewuBtsein vermittelt werden soll.
Es ist als Lehrbuch zum Selbststudium und als Vorlage fiir ein- bis zweisemestrige
Vorlesungen aus diesem Gebiet und lber verwandte Themen, vor allem aber als Text-
buch fiir Seminare mit Studenten mittlerer Semester geschrieben worden. Die Para-
graphen bieten durchweg relativ abgeschlossene Themen, so daB sie gut zur Durch-
arbeitung an einzelne studentische Arbeitsgruppen vergeben werden konnen, die sich
bei gewichtigeren Paragraphen zur Bearbeitung der einzelnen Unterabschnitte weiter
unterteilen sollten. Fiir die Abhandlung der einzelnen Paragraphen muB man im Semi-
narplan jeweils mit ein bis vier Vortragen von 60 bis 90 Minuten Dauer rechnen.
Erfahrungsgema® kommt man bei geeigneter Auswahl in zwei Semestern mit dem Stoff
durch - bis zur Indexformel. Eine angemessene Darstellung der ganzen Anwendungs-
breite der Atiyah-Singer-Theorie diirfte dagegen im Rahmen eines normalen Mathematik-
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studiums kaum moglich sein. Das Eigengewicht der unterschiedlichen Anwendungsge-
biete ist zu groB. Es empfiehlt sich daher, sich bei der Arbeit mit Studenten auf
einen einzigen Anwendungsbereich - entsprechend den vorhandenen Vorkenntnissen

und weiterreichenden Forschungsinteressen - zu konzentrieren und dort exemplarisch
und detaillierter als in unserer Ubersicht in § III.4 die Beziehungen zur Index-
formel herauszuarbeiten.

DEFINITION DER VORKENNTNISSE. Wir setzen die folgenden Vorkenntnisse voraus:
1. Grundbegriffe der linearen Algebra (Vektorrdume, lineare Abbildungen, Ma-

trizenringe, Determinanten) und der reellen Analysis (offene, abgeschlossene,
kompakte Mengen, stetige und differenzierbare Funktionen, Integralbegriff - und
zwar spdtestens fiir §§ 8-9 auch die Grundbegriffe des Lebesgueintegrals). Viel-
leicht mit Ausnahme des Lebesgueintegrals gehort dieser Stoff zur Standardausbil-
dung des 1. Studienjahres. Fiir einen Steilkurs im Lebesgueintegral verweisen wir
auf [HIRZEBRUCH-SCHARLAU 1971, 43-51] oder [TRIEBEL 1972, 680-684].

2. Begriff des komplexen separablen Hilbertraums (Skalarprodukt, Schwarzsche
Ungleichung, Norm, Vollstdndigkeit, Orthogonalitdt, orthogonale Basis, Orthogo-
nalprojektion auf abgeschlossene Unterrdume und Identifizierung eines Hilbert-
raumes mit seinem Dualraum vermdge des Skalarproduktes). Die genauen Definitionen
und Sdtze mit vollstdndigen Beweisen findet man "iiberall" in elementarer Form,
siehe z.B. [ACHIESER-GLASMANN 1954/1968, 1-26 und 50-52] oder [DIEUDONNE 1974,
Kap. VI] oder [HIRZEBRUCH-SCHARLAU 1971, 83-93] oder [JURGENS 1970, 36-40] oder
[TRIEBEL 1972, 81-90].

3. Das Prinzip der offenen Abbildung, wonach jede stetige Abbildung von einem
Hilbertraum auf einen anderen offen ist, also offene Mengen auf offene Mengen ab-
bildet. (Dazu gehort auch als Korrolar der "Satz vom inversen Operator", wonach
die Umkehrabbildung einer bijektiven stetigen 1linearen Abbildung von einem Hil-
bertraum in einen anderen wieder stetig ist). Einen vollstadndigen Beweis findet
man z.B. in [HIRZEBRUCH-SCHARLAU 1971, 22 und 39-41]; in etwas anderer Form aber
auch in [ACHIESER-GLASMANN 1954/1968, 53f, 65f und 126] und in [TRIEBEL 1972,
199-2011.

4. Einige wenige Standardresultate aus der elementaren Theorie gewshnlicher
Differentialgleichungen. Alle wesentliche Information findet man z.B. in [ERWE
1961, 88-102] in den Abschnitten iiber "Linear homogene Differentialgleichungs-
systeme mit konstanten Koeffizienten" und "Lineare Differentialgleichungen n-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten". Wir werden im Einzelfall noch zusdtzliche
Literaturhinweise geben.

5. Begriff der differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Iwar werden wir in einem
Steilkurs die fiir uns wichtigsten Definitionen und Sitze mit ausfiihrlichen Lite-
raturhinweisen zusammenstellen. Besser ist aber, wenn der Leser - z.B. aus dem
Studium der quadratischen Fldchen (Kegelschnitte) in der linearen Algebra - zu-
mindest iber eine gewisse rdumliche Vorstellung und Rechenfertigkeit (Koordinaten-
wechsel) verfiigt.
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Teil I. Operatoren mit Index

"Wenn uns die Beantwortung eines mathematischen ProblLems nicht
gelingen will , 4o Liegt hdufig den Grund darnin , daB wir noch
nicht den aflgemeineren Gesichtspunkt enkannt haben , von dem
aus das vongefegte Problem nur als einzelnes GLied einer Kette
verwandter Probleme enscheint." (D. HILBERT, 1900)

1. Fredholmoperatoren

A. HIERARCHIE MATHEMATISCHER OBJEKTE

"In der Hierarchie von Zweigen der Mathematik sind gewisse Punkte erkemnbar, wo ein

bestimmter Ubergang von einer Abstraktionsebene zu einer héheren stattfindet. Die
erste Ebene mathematischer Abstraktion filhrt uns zu dem Konzept der einzelnen Zah—
len in der Bezeichnung z.B. durch arabische Ziffern, jedoch noch ohne jedes unbe-—
stimmte Symbol zur Darstellung einer unspezifizierten Zahl. Dies ist die Stufe ele-
mentarer Arithmetik; in der Algebra nutzen wir unbestimmte Buchstabensymbole, be—
trachten aber nur einzelne ganz bestimmte Kombinationen dieser Symbole. Die ndchste
Stufe ist die der Analysis, und ihr Grundbegriff ist die beliebige Abhingigkeit
etner Zahl von einer oder von mehreren anderen: die Funktion. Noch diffiziler ist
der Zweig der Mathematik, dessen Ausgangskonzept die Uberfilhrung einer Funktion in
eine andere 1st, oder, wie man auch sagt, der Operator.'

So charakterisierte Norbert WIENER die "Hierarchie" mathematischer Objekte
[WIENER 1933,1]. Ganz grob kann man nun sagen: Klassische Fragestellungen der Ana-
lysis ztelen vor allem auf Untersuchungen imnerhalb der dritten oder viertem Stufe;
das gilt fiir die reelle und komplexe Funktionentheorie wie auch, was uns hier be-
sonders interessiert, fir die Funktionalanalysis der Differentialoperatoren mit
Zhrer Konzentration auf Existenz— und Eindeutigkeitssdtze, Regularitit der Losun—
gen, asymptotisches oder Rand-Verhalten, wobeil die Forschung im ArbeitsprozeB zu
immer komplizierter zusammengesetzten, allgemeineren Operatoren fortschreitet,
ohne die Fragestellung meist prinzipiell zu dndern; die Arbeit bleibt hauptsdchlich
auf qualitative Ergebnisse gerichtet.

Demgegentiber waren es Topologen, wie verschiedentlich von Michael ATIYAH ver—
merkt, die sich beti der topologischen Untersuchung algebraischer Mannigfaltigkeiten
systematisch quantitativen Fragestellungen, der Bestimmung quantitativer MaBe quali-
tativen Verhaltens, der Definition globaler topologischer Invarianten, der Berech-
nung von Schnitt- und Dimensionszahlen z.B. zuwandten und so wieder die starre
Trennung der "hierarchischen Ebenen' auf breiter Front durchbrachen und Beziehungen
zwischen den Ebenen, vor allem von der zweiten und dritten Ebene (algebraische
Fldche = Nullstellenmenge einer algebraischen Funktion) zur ersten, aber auch schon

von der vierten Ebene (Laplaceoperatoren auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten,
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Cauchy—Riemann—-Operatoren, Hodge-Theorie) zur ersten zum eigentlichen Forschungs-
gegenstand machten.

Diese letzte Richtung, beginnend mit dem Werk von William V.D. HODGE, gefolgt
von Kunihiko KODAIRA und Donald SPENCER, von Henri CARTAN und Jean Pilerre SERRE,
von Friedrich HIRZEBRUCH, Michael ATIYAH und anderen, kann man vielleicht am besten
mit dem Stichwort "Differentialtopologie" oder "Analysis auf Mannigfaltigkeiten"
kennzeichnen. Dabei liegt thr Zusammenhang und <hre Besonderheit gegeniiber der
eigentlichen Analysis also darin, "daB - grob gesprochen - die Analytiker sich mit
komplizierten Operatoren und einfachen Rdumen beschiftigten (oder nur einfache
Fragen stellten), wdhrend die algebratischen Geometer und Topologen sich nur mit
einfachen Operatoren beschiftigten, aber ziemlich allgemeine Mannigfaltigkeiten
untersuchten und verfeinerte Fragen stellten". [ATIYAH 1968b, 57]. Wie sehr der
Gegensatz zwischen quantitativen und qualitativen Fragestellungen und Methoden iiber
den hier skizzierten Bereich hinaus durchgehend als eine Triebkraft der Mathematik-
entwicklung angesehen werden muB, ldBt sich z.B. bei [BRIESKORN 1974, 278-283] und
in der dort angegebenen Literatur nachlesen.

Dabet hatten Mathematiker wie Fritz NOETHER und Torsten CARLEMANN schon in den
zwanaiger Jahren im Zusammenhang mit Integralgleichungen das rein funktionalanalytische
Konzept des "Index" eines Operators entwickelt und seine wesentlichen Eigenschaften
festgestellt. Aber "obwohl die Konstruktion dieses Zweiges der Funktionalanalysis'
(die Theorie der Fredholmoperatoren) 'nicht die Entwicklung ganz besonderer Mittel
bendtigt, entwickelte er sich sehr langsam und erforderte die Anstrengungen sehr
vieler Mathematiker'" [GOCHBERG-KREIN 1957, 185]. Und obwohl sowjetische Mathe—
matiker wie Ilja N. VEKUA schon Anfang der 50er Jahre auf den Index elliptischer
Differentialgleichungen gestolBen waren, finden wir in dem zitierten Hauptwerk iber
Fredholmoperatoren noch keinen Hinweis auf diese Anwendungen. Erst nach dem pro-
grammatischen Aufsatz von Israil M. GELFAND (1959), der ein systematisches Studium
elliptischer Differentialgleichungen unter diesem quantitativen Gesichtspunkt for-—
derte wnd die Theorie der Fredholmoperatoren mit ihrem Satz ilber die Homotopiein—
varianz des Index (s.u.) dabeil als Ausgangspunkt nahm, nach den sich anschlieBenden
Arbeiten von Michail S. AGRANOWITSCH, Alexander S. DYNIN, Aisik I. VOLPERT und
schlieBlich nach den Arbeiten vor allem von Michael ATIYAH, Raoul BOTT, Klaus
JANICH und Isadore M. SINGER wurde es klar, daB die Theorie der Fredholmoperatoren
wirklich grundlegend filr eine Vielzahl quantitativer Berechnungen ist, ein echtes
Kettenglied in der Verbindung der hdheren "hierarchischen Ebenen' mit der untersten,
den Zahlen.

B. BEGRIFF DES FREDHOLMOPERATORS. Sei H ein (separabler) komplexer Hilbert-

raum und B die Banachalgebra (z.B. [HIRZEBRUCH-SCHARLAU, 29]) der beschrdnkten

linearen Operatoren T : H + H
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mit der Operatornorm

[T == sup {[Tul 5 ful <1} <=,

WO

die vom Skalarprodukt <..,..> induzierte Norm in H ist.

Ein Operator T € B heiBt Fredholmoperator, wenn

Kern T := {u ;3 u €H und Tu = 0} und
Kokern T := H/Bild T

beide endlich-dimensional sind. Das heiBt: Die homogene Gleichung Tu = 0 besitzt
nur endlich viele linear unabhdngige Losungen, und fiir die Losbarkeit der inhomoge-
nen Gleichung Tu = v ist es erforderlich, daB v einer endlichen Anzahl linearer
Bedingungen geniigt (siehe dazu unten Aufgabe 3.1 b). Wir schreiben T € F und de-

finieren den Index von T durch
index T := dim Kern T - dim Kokern T .

Fir die Dimension von Kokern T sagt man auch Kodimension von Bild T = T(H) =

= {Tu ; u € H} oder auch Defekt von T . O

ANMERKUNG: Entsprechend konnen wir definieren, wann ein beschrankter Tinearer
Operator T : H > H' Fredholmoperator heiBt, wobei H wund H' Hilbertrdume -
oder Banachrdume - oder allgemeine topologische Vektorrdume sind. Wir werden dann
die entsprechenden Raume mit  B(H, H') und F(H, H') bezeichnen. Um aber einer
Inflation von Bezeichnungen und Symbolen in diesem Abschnitt entgegenzuwirken, wer-
den wir uns soweit wie mdglich nur mit einem einzigen Hilbertraum H wund seinen
Operatoren beschaftigen. Die Ubertragung auf den allgemeinen Fall H % H' bedarf
durchweg keiner neuen Argumente.

Alle Ergebnisse lassen sich auf Banachrdume iibertragen und ein GroBteil auch auf
Fréchetrdume. Einzelheiten z.B. in [PRZEWORSKA-ROLEWICZ, 182-318]. Wir werden davon
aber keinen Gebrauch machen und uns ganz auf die Hilbertraum-Theorie beschranken
konnen, deren Abhandlung z.T. weitaus einfacher ist.

Motiviert durch die Analysis auf symmetrischen Rdumen - mit Gruppenoperation G -
hat man auch Operatoren betrachtet, deren "Index" keine ganze Zahl, sondern ein
Element des von den Charakteren endlich-dimensionaler Darstellungen von G erzeug-
ten Darstellungsringes R(G) [ATIYAH-SINGER 1968a, 519f] oder noch allgemeiner
eine Distribution auf G st [ATIYAH 1974, 9-17]. Diese weitgehend analoge Theorie
werden wir hier aber nicht behandeln - und auch nicht die Verallgemeinerung der
Fredholmtheorie auf die diskrete Situation der von-Neumann-Algebren, wie sie - mit
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reellwertigem Index - in [BREUER 1968/1969] zuerst durchgefiihrt wurde.

AUFGABE 1: L2(2+) sei der Raum der Folgen c = (co, s c2,...) komplexer

Zahlen mit quadratisch-summierbaren Absolutbetrdgen, also

LZ(ZZ+) ist in natirlicher Weise ein Hilbertraum (vgl. unten § 8). Zeige, daB die

verschiebende Abbildung
shiftt : c» (0
s ¢ (0, Co® C1° CZ"")
und die abschneidende Abbildung
shift™ : c» (c1» Cps Cgseer)

Fredholmoperatoren sind mit index(shift+) = -1 und index(shift™) = +1 .

WARNUNG: So wie wir uns LZ(Z*_) = ¢” als Limes der endlich-dimensionalen Vek-
torrdume €" , m~> , vorstellen kdnnen, 1Bt sich shift von Endomorphismen
des (" approximieren, die beziiglich der kanonischen Basis des ¢™ durch die Ma-
trix

gegeben sind. Beachte, daB Kern und Kokern dieser Endomorphismen eindimensional, ihr
Index also Null ist. (Vgl. unten Aufgabe 2.1).
Wieder eine andere Situation haben wir, wenn wir den Hilbertraum LZ(ZZ) be-
trachten, also Folgen ¢ = (...C_ps C_15 Cgs Cq» c2,...) mit
2 bt 2 2
leg1© + I eyl + lepl™) <=
0 n1 n n

und darauf den entsprechenden shift-Operator , der alle Folgenglieder um eine
Stelle weiterriickt und damit jetzt bijektiv ist, also den Index Null hat. o

2. Algebraische Eigenschaften. Operatoren von endlichem Rang

TAUFGABE 1:| Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume macht der Begriff Fredholm-
operator wenig Sinn, weil dann jede Tineare Abbildung ein "Fredholmoperator" ist
und sein Index nicht mehr von seinen "Koeffizienten" (z.B. den Zahlen in Matrixform)
abhidngt, sondern nur von der Dimension der Rdume, zwischen denen die Abbildung
operiert. Genauer: Zeige, daB jede lineare Abbildung

T:H->H',
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wo H und H' endlich-dimensionale Vektorraume, einen Index
index T = dim H - dim H'

besitzt. TIP: Man macht sich zundchst die natiirliche, weil allgemeiner geltende
Vektorraum-Isomorphie H/Kern T = Bild T klar und kommt dann (H, H' endlich-
dimensional!) zu der aus der linearen Algebra bekannten Bestimmungsgleichung

dim H - dim Kern T = dim H' - dim Kokern T .

WARNUNG: Wollte man mit den Dimensionen von H und H' gegen « gehen, so er-
hielte man nur die Formel index T = » - » . Wir bendtigen dann also eine zusdatz-
liche Theorie, um dieser Differenz einen bestimmten Wert zu geben. o

EEEEEEE:EZI Betrachte fiir zwei Fredholmoperatoren F : H+H und G : H' -~ H'
die direkte Summe
FO@G:H®H >H@H'.
Zeige, daB dann F @ G Fredholmoperator ist mit
index F ® G = index F + index G .

TIP: Zundchst rechnet man nach, daB Kern F ® G = Kern F @ Kern G und

Bild F ® G entsprechend. Dann zeigt man die Isomorphie
H @ H'/ Bild F @ Bild G = H/Bild F ® H'/Bild G .
WARNUNG: Falls H = H' , konnten wir auch die einfache (nicht-direkte) Summe
F+G:H->H
betrachten, die aber i.a. kein Fredholmoperator ist. Setze etwa G := -F . o
[AUFGABE 3:| Zeige mit algebraischen Mitteln, daB die Komposition G o F zweier

Fredholmoperatoren F : H -~ H' und G : H' - H" wieder ein Fredholmoperator ist.

TIP: Welche Ungleichung gilt zwischen
dim Kern G o F und dim Kern F + dim Kern G

und zwischen
dim Kokern G o F und dim Kokern F + dim Kokern G ?
WARNUNG: Warum gilt i.a. nicht die Gleichheit? Trotzdem 13dB3t sich aber die Ket-

tenregel index G o F = index F + index G beweisen, weil sich bei der Differenz-
bildung die Ungleichheiten herausheben. Anders als sonst meist in der Mathematik,
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wo wie z.B. beim Beweis der Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen die uns
hauptsdchlich interessierende Formel als Nebenprodukt aus dem Beweis der nicht sehr
aufregenden allgemeineren Aussage, daB die Komposition differenzierbarer Abbildun-
gen differenzierbar ist, abfallt, muB man hier allerdings zum Nachweis der Formel
etwas weiter ausholen und entweder mit funktionalanalytischen Hilfsmitteln die to-
pologische Struktur ausnutzen (siehe unten Aufgabe 3.2) - oder die algebraische
Argumentation verfeinern, was wir jetzt tun wollen. o

A. DAS SCHLANGENLEMMA. Wir erinnern an einen Grundbegriff der "Diagrammjagd":

Hl’ H2, ... sei ein System von Vektorrdaumen und Tk : Hk & Hk+1 sei flr jedes
k =1,2, ... eine lineare Abbildung. Wir nennen
T T, T3
H —

1 == Hz =
eine exakte Sequenz, wenn fiir alle k

Bild Tk = Kern Tk+1 .

Insbesondere bedeutet dann (wobei O einen O-dimensionalen Vektorraum bezeichnet)

5
0 — H, 1, H, exakt : Kern T, = 0 , also T; injektiv
T
Hy —> Hy — 0 exakt : Bild Ty = Hy , also T surjektiv
0~ H1 - H2 >0 exakt : H1 = H2

0~ H1 > H2 > H3 > 0 exakt : H3 = H2/H1 und H2 = H1 2] H3 . O

[SATZ 1 (Schlangenlemma):| Wenn in dem folgenden Diagramm von Vektorrdumen und

linearen Abbildungen die Spalten exakt, die Pfeile kommutativ (also jF = F'i wund

gF' = F"p) und die einzelnen Zeilen Fredholmoperatoren sind, dann gilt

index F - index F' + index F" =0 .

0 0 BEWEIS: (Vgl. auch die algebraische Standardlehrbuchliteratur, z.B.
l F l [MAC LANE, § II.5]). Wir fiihren den Beweis in zwei Abschnitten.

.Hl Hz .

! \ J 1. Hier wollen wir zeigen, daB die folgende Sequenz

H{ —— H;
pl i q 0 -~ Kern F > Kern F' -» Kern F" -

HY —— By ()

l l + Kokern F + Kokern F' - Kokern F" ~ 0

0 0

exakt ist. Dafiir missen wir zundchst erkldaren, wie die einzelnen



