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VI AVANT-PROPOS

En MECANIQUE DES FLUIDES, ['accent a été presque exclusivement mis sur lLes
fluides incompressibles. Nous avons tenu d conserver aux dcoulements irrota-—
tionnels d'un fluide parfait une place en rapport avec leur importance, sa-
chant bien que c'est une question sur laquelle bien sowvent on ne revient plus
dans les enseignements ultérieurs. Et dans le chapitre sur les dcoulements de
fluides visqueux, nous avons cherché essentiellement & mettre en évidence les
effets spécifiques de la viscosité, notamment 1'existence de la couche limite,
bien que l'étude approfondie de cette question (qui demande une introduction
aux techniques de perturbations singuliéres) sorte du cadre d'un premier
cours de mécanique des milieux continus.

Enfin, pour faciliter l'étude, nous avons ajouté en annexe un chapitre de
rappels sur des notions supposées avoir fait l'objet d'un enseignement anté-
rieur mais qui, l'expérience le montre, n'ont pas toujours été présentées
sous la forme la plus aisément applicable, ainsi qu'un chapitre sur la formu-
lation des équations générales en coordonnées curvilignes orthogonales permet-
tant au lecteur d'étendre les notions qu'il a acquises sans peine en coordon—
nées cartésiennes orthonormées au cas on d'autres coordonnées - cylindriques
ou sphériques notamment - se révélent fort avantageuses.

En résumé, si ce volume est un livre d'introduction, il a été congu pour
que l'étudiant puisse s'y reporter lors de ses études ultérieures.

Comme 71 était destiné a des étudiants, nous avons accepté la réalisation
d'une édition économique par reproduction photographique d'un original dacty-

~

lographié. Nous tenons Q4 remercier Madame Serot Almeras Latour qui a bien

voulu contribuer 4 cette entreprise en réalisant, avec beaucoup de patience

et de savoir faire, un travail technique de grande qualité.

P. Germain

P. Muller

Mai 1979.



AVANT-PROPOS

Le livre intitulé " Mécanique des Milieux Continus "

» publié en 1962, s'est
trouvé épuisé il y a quelques années. Il est vite apparu qu'il manquait un ou-
vrage d'introduction pouvant aider les étudiants de la maitrise de Mécanique
et de la maltrise de Mathématiques et Applications Fondamentales abordant 1'é-
tude de cette discipline. Nous avons entrepris de le refondre afin d'y appor-
ter les modifications nécessaires, et nous avons proposé d la maison MASSON

le manuscrit d'un volume, rédigé a l'intention des étudiants des universités

T

et des éléves des écoles d'ingénieurs, exposant les questions fondamentales
qui constituent le programme obligatoire du premier enseignement de Mécanique é
des Milieux Continus. Dans le choilx des sujets traités et des méthodes d'ex— é

position nous avons tenu compte de notre longue expérience. Pour garder a

1'ouvrage son caractére, nous avons notamment limité la liste des questions

abordées tout en donmnant 4 chacune de celles qui étaient retenues le déve-
loppement nécessaire pour que les idées fondamentales soient bien dégagées.
Dans la PREMIERE PARTIE, comsacrée aux notions générales, nous avons, aprés

avoir rappelé les notions fondamentales de mécanique, exposé les résultats

essentiels concernant les déformations et les lois de conservation de la phy-

sique classique, y compris la lot de conservation de l'énergie. Par contre

nous avons renoncé 4 un exposé, méme succinct, de thermodynamique des milieux ;
continus; mais nous avons indiqué néanmoins son rdle essentiel lors de la for— %
mulation des lois de comportement. 1

En MECANIQUE DES SOLIDES, nous nous sommes limités d Ll'élastostatique iso-— 3
therme en petites déformations, élasticité classique et élasticité linéaire. {5

Nous n'avons retenu ni la théorie des milieux curvilignes, ni la théorie des

plaques en flexion qui nécessitent des développements un peu techniques pour

une introduction. Mails nous avons par contre développé les applications des
méthodes de l'énergie afin de donner une premiére idée des méthodes de calcul f

approché par éléments finis.
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PREMIERE PARTIE o
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e Y-

NOTIONS FONDAMENTALES DE LA MECANIQUE
DES MILIEUX CONTINUS

.

CHAPITRE PREMIER

ke TN

RAPPEL DES NOTIONS FONDAMENTALES
DE MECANIQUE

4

4
A
{
o

OBJET DU CHAPITRE

L'étude de ce cours présuppose une certaine connaissance de la mécanique gé-

nérale. Néanmoins, <l apparait utile de rappeler au départ les notions essen— #
tielles introduites en mécanique pour schématiser les phénoménes physiques g

Ay
dont on veut rendre compte. Au cours de cette rapide introduction, on essatera j

de mettre en valeur les aspects les plus intéressants pour L'étude ultérieure
des milieux continus en mouvement.

Dans les rappels de cinématique qui font l'objet du paragraphe 1, on insiste

sur la description analytique d'un systéme en mouvement qui n'est pas en géné- :

raZ‘empZicitée au niveau des exposés introductifs de cinématique et les résul- n%
tats classiques de la cinématique du corps rigide sont présentés en faisant .b
appel aux notions ainsi introduites. Le second paragraphe est consacré d des 3
questions de cinétique. La schématisation des efforts extérieurs qui s'ewer- :

cent sur un systéme est introduite ensuite (I.3) par deux voies générales

qui conduisent (1.4) aux deux énoncés fondamentaux de la dynamique classique.

Enfin en (1.5), on analyse la nature des lois supplémentaires qu'il est néces- i
saire de formuler pour étudier les systémes de corps rigides. En conclustion, 7
il est alors possible de dégager les principales questions auxquelles <l con-
vient de répondre pour fonder la mécanique des milieux continus.

La plupart des résultats sont rappelés sans démonstration. Nous avons toute-
fois insisté plus longuement sur l'introduction des distributeurs de vitesses
d'un corps rigide et des torseurs d'efforts exercés sur un corps rigide. Cette
dualité vitesse—effort manifestée par la notion de puissance est essentielle xi

et se retrouve dans tous les développements de mécanique des milieux continus.

C'est pourquoi nous avons jugé utile de la souligner au cours de ces rappels

dans le cas trés classique des corps rigides. e




2 INTRODUCTION A LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

I.1. - CINEMATIQUE : DESCRIPTION ANALYTIQUE

D'UN SYSTEME EN MOUVEMENT .

I.1.1. - Définition du mouvement.- La cinématique fournit le cadre spatio—tem—
porel dans lequel peuvent &tre décrits les mouvements. La cinématique classique
est construite a partir de 1'espace euclidien de dimension 3 de la géométrie
classique (et de 1'espace vectoriel associé) et d'une définition du temps, ou
chronologie, reposant sur la notion de simultanéité absolue, le temps pouvant

étre représenté par une variable réelle t.

En mécanique du point ou du corps rigide, il n'est pas indispensable de pré-
ciser la notion de systéme en mouvement, tant celle-ci est intuitive. Il n'en
est pas de méme en mécanique des milieux continus. Nous avons a traiter de sys-—
témes qui peuvent au cours du temps prendre des formes trés différentes et
pourtant nous entendons parler d'un méme systéme composé des mémes particules,
en dépit des apparences changeantes que nous observons. Il est donc nécessaire

d'analyser les implications mathématiques sous—jacentes a une telle situation

physique. C'est ce que traduit 1'énoncé suivant

Une famille d'ensembles St, dépendant du temps t, définit la famille des con-
figurations st d'un systéme cinématique S en mowvement si, et seulement si,
quels que soient les temps t', t, il existe une application ponctuelle bijec-

4
tive NI(t',t) de st sur st possédant les propriétés suivantes :

Mm(t,t) = 1 (1)
me',t) = T(t",t) o M(t',t") (2)
I(t',t) o I(t,t') = 1. (3)

On note I 1'application identique (de st sur St). La deuxiéme relation est
une relation de transitivité (Fig. 1), la derniére, qui est une conséquence
des deux autres, montre que II(t,t') est la transformation réciproque de II(t',t).
La famille de sous—ensembles Dt de St, homologues par la transformation H(to,t)
to

E
d'un méme sous-ensemble D ° de S , définit une partie D du syst&me cinématique

Fig. 1.- Transitivité de l'application Il
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S en mouvement. Si on considére la famille pt lorsque t varie, on dit que 1'on
suit la partie D dans son mouvement. Les points Mt de st homologues par Il défi-
nissent un point cinématique M de S - on dit aussi une particule - et peuvent
s'interpréter comme les positions successives de la particule M que 1l'on suit
dans son mouvement.

On peut dire encore que les relations (1), (2), (3) définissent dans 1'en-
semble des "points datés" M une relation d'équivalence et que le point ciné-
matique M est une classe d'équivalence ou un élément de 1'ensemble quotient
ainsi défini.

Le systéme S est un corps rigide si, et seulement si, quels que soient t et
t', L'application NI(t',t) est une isométrie. Un point cinématique P est dit 1ié
au corps rigide S si le systéme constitué par la réunion de S et de P est lui-
méme un corps rigide. On appelle référentiel R 1'ensemble des points liés dun
corps rigide S tels que st contienne au moins 4 points non situés dans un mé-

me plan. Bien évidemment R peut &tre muni d'une géométrie euclidienne.

Reprenons maintenant le cas général d'un systéme cinématique S. On dit qu'il
est en équilibre dans le référentiel R si tous les points M de S' sont liés a
R. Dans le cas contraire, on dit que S est en mouvement dans le référentiel R
ou par rapport 4 R . Soulignons que la définition précise du mouvement d'un

systéme Tmplique la donmmée du référentiel dans lequel on L'observe.

11 est commode d'introduire dans R un repére défini par une origine O et une
base orthonormée El’ 12, §3 (pour simplifier en effet nous ne considérons, sauf
mention contraire, que des repéres orthonormés). Dans ce rep@re qui détermine
le référentiel et que nous désignerons par R , un point M® 3 un instant t fixé
a des coordonnées X5 Xys Xy qui définissent & cet instant la position dans R
de la particule M. L'application Il se traduit par des formules telles que

(i=1,2,3)),

- 1 1 1 '
x5 Fi(xl’ Xy, X3, t', £ s (4)

donnant 4 1'instant t la position Mt de 1a particule M qui a 1'instant t' occu—
pe la position Mt' définie par les coordonnées xi. En régle générale, nous sup-—
posons les fonctions Fi continues et continliment dérivables par rapport aux va-—
riables, autant de fois qu'il est nécessaire pour les calculs que nous avons a

effectuer. Nous écrirons souvent (4) sous la forme condensée

x=F(x', t', t) (5)

en désignant par exemple par x l'ensemble des 3 coordonnées x,, X,, X, Ou enco-
X 1 2 3

re la matrice unicolonne définie par ces coordonnées.
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Les fonctions Fi ne peuvent &tre choisies arbitrairement. Les relations (1)
. . 55 1 o . T
et (2) qui traduisent les propriétés ( ) de 1'application Il s'écrivent en ef-

fet (conditions nécessaires et suffisantes)

x = F(x t, t) (6)

F Axliel, ) P AF (x", £, £, £, 1) 7

ce que l'on peut encore écrire
F @Y, thht) = F(.,t", t) o F(x'; t'; t)
Par ailleurs (3) implique que si
x = F&', t,t) ,
alors

|
X 1

F(x , t, t') ;
ce résultat ne fait que traduire 1'identité
x = F(.,t" t) o Fix; t; t")

Notons enfin que x' et x" sont les positions aux instants t' et t" d'une mé-

me particule M s'il existe une valeur de t telle que
Fx", t', t) = E", t",t) , (8)

et d'ailleurs cette relation est alors vraie a tout instant t.
Afin de dégager exactement les concepts mathématiques sous—jacents plagons

nous dans 1'espace-temps en choisissant pour coordonnées

X, = X

9 3 X, =t . (9)

3’
%) = &, . (10)
Faisons le changement de variable suivant

t * 8 = E-— &Y . (11)

Les relations (5) et (11) s'écrivent, dans 1'espace-temps

= G @&, s) (12)
a condition de poser

G;(&', &) =F (x', t', t) i=1,2,3 (13)
(1) Nous avons déjd noté que la condition (3) est une conséquence de (1) et

de (2), comme on le voit en faisant t' = t dans (2).




X' ,8) = t+s . (14)

avec naturellement

s = s1 + 52

Les deux propriétés indépendantes (1) et (2) de 1'application Il s'&crivent

respectivement, dans 1'espace-temps

GE,0 = % (15)
G @, s, *s) = GG, sy 0GB, ) (16)

Selon la terminologie mathématique, un systéme S en mouvement détermine une
variété de 1'espace—temps et, sur cette variété, un groupe Il de transforma-

tions A un paramétre.

1.1.2. - Trajectoires. Lignes d'émission. Champ de vitesses. Lignes de cou—
pant. — Nous nous proposons maintenant d'introduire ou de rappeler quelques
notions de cinématique.

La trajectoire de la particule M est le lieu dans R des positions M quand

t varie. Analytiquement
X, = F(X, X, X3, T, 1= TR 17)

ol Xl’ X2’ X3, T sont fixes, définit une représentation paramétrique de la
trajectoire de la particule M qui a 1'instant T se trouve en X. L'ensemble des
trajectoires d'un syst&me S dépend en général de 3 paramétres; on 1'obtient en
effet en maintenant T fixe et en faisant varier X dans g

La ligne d'émission du point donné X a l'instant donné t est le lieu des po-
sitions x 4 l'instant t des particules qui, a un instant T , sont passées ou
passeront en X . Cette ligne d'émission est donc donnée paramétriquement par

les fonctions xi(T)
%y L Fi(Xl, X5, X4, T, t) (18)

ol Xl’ X2, X3, t ont des valeurs fixées.

La vitesse a L'instant t de la particule située en x' d l'instant t' est le

>
vecteur U dont les composantes dans R sont données par

BFi

= — ) A}

Ui = 3 (x" 5, t' st) . (19)
L

On vérifie que 1'expression est indépendante du choix du point Mt (!5t )

utilisé pour définir la trajectoire de M; en effet, pour un autre choix

n
Mt (x", t"), comme (8) est vérifiée pour tout t, on peut écrire

hER < i et
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oF. BFi
e &t v = e @, . (20)

[

Pour éviter toute confusion nous écrivons Fi(gl’ EZ’ EB’ 7', T) la fonction
Fi en distinguant, par cette notation, les variables dont elle dépend, des va-
leurs que peuvent pEendre ces variables. On peut écrire alors les composantes
du vecteur vitesse U directement en fonction de x et de t

oF.

U, (x, t) = —'

i (& 3t (% £, B) . (21)

De méme 1'accélération de la particule M a 1'instant t est donnée par ses
composantes dans R
3%F,
Ty B £) = —5 dx 6 8D . (22)
9T
Les lignes de courant sont définies d un instant t, fixé. Ce sont a cet
instant les lignes du champ des vitesses, c'est-d-dire les lignes qui en cha-
cun de leurs points ont une tangente paralléle au vecteur vitesse.Ces lignes
sont donc les intégrales du systéme différentiel
dx1 ~ dx2 B dx3
Upxps 20 %35 £) 0 Up(xps X5 23500 Ug(x5%),%5,t )

(23)

dans lequel t a la valeur fixée to-

On prendra soin de ne pas confondre trajectoires et lignes de courant. Les
premiéres sont les lieux des particules quand le temps varie. La définition de
la vitesse montre qu'elles sont solutions du systéme différentiel

dx,

1
P U (s %y, %55 ), (24)
dans lequel t est une variable, et que, par conséquent, elles ne sauraient &-
tre confondues, malgré la ressemblance de (23) et de (24), avec les secondes

qui sont les lignes du champ des vitesses 3 un instant t donné.

On dit que le mouvement est stationnaire si

- U U = ' — :
x; = Fi(x', t', t) = G, (x', t-t") (25)

Seule intervient la différence des temps s =t-t' (et non les temps t et t' eux—
mémes) .
D'aprés (21) il en résulte que le champ des vitesses G(§,t), pour un mouve-
ment stationnaire, ne dépend pas du temps t car
BGi
U & 8 = 52 %0
Dans ces conditions les lignes de courant sont définies indépendamment de t

et sont donc les mémes a tout instant. Dans ce cas particulier, lignes de cou—

rant et trajectoires sont constituées par le méme réseau de courbes. Celles-ci
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sont d'ailleurs aussi les lignes d'émission; ceci résulte trés simplement de

1'égalité (25).

I.1.3. - Description lagrangienne.- Connaitre le mouvement d'un systéme par
rapport a R, c'est connaltre les fonctions Fi traduisant 1'application Il dans
le repéreR. Ces fonctions sont donc les inconnues d'un probléme de mécanique
des milieux continus. Mais ces fonctions présentent un inconvénient majeur
elles doivent vérifier des identités assez compliquées — par exemple (7). Ceci
est évidemment 1ié & 1'introduction de variables surabondantes. Pour éviter
cette difficulté, il suffit de rapporter les configurations st du systéme a

; ; ’ o o s
une configuration particuliére S correspondant a un temps t = 0 fixé. Appe-

lons a; (i =1, 2, 3) les coordonnées de M° dans R. Les variables a;, a,s as,
t sont appelées variables de Lagrange.
Posons
F(a, 0, t) = &(a,t), F(x,t,0) = ¥(x,t) ; (26)
on a alors
x = 0(a, t), a = ¥(x, t) . (27)

La premiére égalité donne la position x & 1'instant t de la particule M re-

o ; : o o
pérée par a dans la configuration S, la seconde la valeur de a associée a la
particule qui se trouve en x a l'instant t. Les fonctions ® et ¥ forment un

couple de fonctions réciproques

x = o(¥(x, t), t),

1]

= ¥(8(a, B), ) . (28)

; . . o ] ; . . s,
Le fait que la configuration S~ soit la configuration particuliére pour

t = 0 implique les relations supplémentaires
a=292(a, 0), x = ¥(x, 0) . (29)

Réciproquement, un couple de fonctions réciproques tel que (27) peut étre
interprété comme définissant un systéme en mouvement dans R. En effet, il est

possible de définir la fonction F introduite en I.I1.I par

F(x',t',t) = o(¥(x', t"),t) = 2(.,t) o ¥(x',t") , (30)

et 1'on vérifie aisément que cette fonction F satisfait alors aux conditions
(6) et (7); pour (6), cela résulte de (28) . Pour (7), on peut poser

a = Y¥(x',t'); le second membre de (7) s'écrit alors - en vertu de (28) -
o(¥[e(a,t",t"], e} = ofa,t} = o{¥x',t"),t} ,

ce qui redonne bien le premier membre de (7). Avec une notation légérement

différente, on aurait pu écrire 1'égalité conduisant au résultat

8(.,t) 0 ¥(.,t") 0 B(.,t") o ¥(x',t") = 2(.,t) o ¥(x',t")
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Nous n'avons jamais fait appel pour établir cette réciproque aux relations
(29). En conséquence, il n'est nullement nécessaire que 1'ensemble (]) s? des
valeurs des paramétres a; constitue une configuration particuliére du syste-
me; on dit alors que s? est une configuration abstraite utilisée pour repré-
senter les différentes particules. Il n'est méme pas nécessaire que les a;
soient les coordonnées des points de s? dans le repére R. La configuration
abstraite s? peut &tre définie avec une grande généralité et cette latitude
peut €tre mise a profit dans certaines applications.

Notons pour terminer que les champs des vitesses et des accélérations sont
défgnis par :

2
u-3 @o, y - ";—‘5 @ o . 31
t

Si 1'on veut expliciter U(x, t), y(x,t), il faut remplacer a par Y¥(x, t).

En résumé, la description lagrangienne est déterminée par la seule fonction
¢(a, t) - les @i(g, t) constituant les inconnues de Lagrange décrivant le
mouvement du systéme. Cette fonction &(a, t) doit, pour tout t, admettre une
fonction réciproque ¥(x, t). Aucune condition supplémentaire (autre qu'éven-

tuellement des conditions de régularité) n'est a imposer a & .

I.1.4. - Description eulérienne. — Elle s'effectue, elle aussi, a 1'aide d'un

systéme de 4 variables indépendantes dites variables d'Euler qui sont x,, x

1 —2?
Xy et t3 les X, donnent les coordonnées de la position de la particule M a
1'instant t; les Znconnues d'Euler sont les composantes Ui(xl’ Xy x3,t) de
la vitesse de la particule M a 1'instant t. Pour justifier cette définitionm,
il faut montrer que la connaissance de ces fonctions Ui permet de définir
les fonctions Fi introduites en I.7.I1. Or celles—ci sont simplement les so-
lutions du systéme différentiel (24), xi(t), qui satisfont aux conditions
initiales suivantes : pour t = t', X, = xi 3 Xi et t' étant considérées com—
me des données. On admettra ici que les Ui(g,t) sont suffisamment réguliéres
pour que 1'existence et 1'unicité de cette solution soient garanties. Il res-
te alors a vérifier la propriété de groupe, par exemple sous la forme (7).

A cet effet il sera encore une fois intéressant de travailler dans 1'espa-—
ce—temps (voir (9) a (14)). Introduisons le vecteur vitesse quadridimensionnel

défini de maniére naturelle par :

Uy =0y, O, =0 U =0, +Ty=1 - (32)

(1) Nous notons S° cet ensemble (et non SO) pour bien spécifier que la con-
figuration de référence n'est pas nécessairement la configuration i 1'instant
t = 0.
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Le systéme (24) s'écrit alors (1)
dﬁa %
o Ua(xl’ 2ys %qs x4) =152, 3, &4 . (33)
La solution de (33) qui, pour s = 0, prend les valeurs i& sera écrite
g, = G,@&" s) (34)
et elle satisfait a 1'identité
G(@E 00 =3 - (35)

On notera que la quatriéme équation de (34) n'est autre que (11).
Prenons une valeur particuliére de s, soit s, et posons

an -3 ]
X =G (X s
o a(- ’

A (36)

La remarque suivante conduit au résultat cherché :Ga(g",s = sl) et Ga(g',s)
sont deux solutions de (33) qui pour s = s prennent la méme valeur X" d'a-
prés (35) et (36); en vertu du théoréme d'unicité elles sont identiques. Si on

pose s, = s — 8 on a donc

2 15
GlG(&) s, s, =GR, s +5) 37
ou

a1 = )
G(es 8y) 0 G(R', 5)) = G(R',s8,+s))
qui est bien la relation de groupe (16). On vérifie que cette relation s'iden-

tifie 3 la relation (7), si on pose, conformément a (9) et a (11),

1
Fi(g

-

ths £) = Gj_(f_(', s) = Gi(xi’xéaxé’t"t‘t') > (i=1,2,3) ,

car si on note iz t", alors s, = t" - t', 5, =t - t".

1 2

REMARQUE.- L'intérét d'écrire le systéme sous la forme (33) est de faire ap-
paraftre 1'invariance de la solution par translation sur la variable s. Dans le
cas oll le champ des vitesses U(x, t) ne dépend pas du temps t, le systéme (24)
est lui-méme invariant par translation sur la variable t; on peut alors raison-
ner directement sur ce systéme sans faire le changement de variables 9)-(11)
ou (13). Soit par cette étude directe, soit en remarquant que, dans ces conditions la va-—
riable %Ane figuren{dans les seconds membres de (33) ni par suite dans 1'expres—
sion des fonctions Gq, on arrive au résultat (25) : le mouvement est station-—
naire.

On peut donc énoncer le résultat suivant

Le mowvement est stationnaire si, et seulement si, le champ des vitesses

(x,t) ne dépend pas du temps t.

(1) Selon la terminologie mathématique, le champ des vitesses U est le généra-
teur infinitésimal du groupe II. Le probléme est donc de construire ce groupe
3 partir de son générateur infinitésimal.



