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Introduction

= 4 G G g "
L'objet principal de ces notes est 1'étude de la variété Bx des points fixes d'un é-
G
lément x d'un groupe algébrique affine G sur la variété B des sous-groupes de Borel

de G , en particulier dans le cas oi x est unipotent et G réductif.

Cette variété a été l'objet de divers travaux. Mentionnons en particulier ceux de
Steinberg [4é], [43], Vargas [45] et Cross (thése, Durham), dont les méthodes sont
semblables dcelles utilisées ici. Presque tous se bornent & considérer le cas ou G
est connexe; en fait ces techniques s'adaptent souvent au cas oi G n'est pas connexe,
pour autant qu'on utilise les bonnes formulations, et on a essayé de travailler dans
cette situation. En particulier, les groupes réductifs ne sont pas supposés forcément
connexes. Comme groupes réductifs non connexes apparaissant naturellement, on trouve
(0] (ou intervient la symétrie d'ordre 2 du graphe Dn) et le groupe des colinéa-

2n
tions et corrélations d'un espace projectif (ou intervient la symétrie d'ordre 2 du

4
de la symétrie d'ordre 2 du graphe E6 . On a ainsi deux familles et deux cas excep-

graphe An) . D'autres groupes proviennent de la symétrie d'ordre 3 du graphe D,6 et
tionnels. Quand la caractéristique du corps de base est égale & l'ordre de la symétrie,
on obtient de nouvelles classes unipotentes. Avec ces classes unipotentes et celles des
groupes simples connexes, on a essentiellement toutes les classes unipotentes des grou-

o
pes réductifs (en supposant résolus certains problémes concernant le groupe fini G/G ) .

Une premiére partie - "Notations et rappels" - a pour but de fixer les notations et
de formuler certaines définitions et guelques résultats sous une forme appropriée a
l'usage qui en est fait. En particulier, le groupe de Weyl est défini comme étant 1l'en-
senble des O -uEbiEes dane B B’ monl g6 la SEruEtaEe @i groupe convenable (voir

par exemple [19]).

Le chapitre I est consacré a l'étude des classes unipotentes des groupes réductifs.
Au paragraphe 1 on montre en particulier comment se ramener aux cas cités plus haut.
Le paragraphe 2 est consacré a un exposé des résultats concernant la classification des
éléments unipotents, en particulier pour les groupes classiques. Au paragraphe 3 on
traite le cas de la symétrie d'ordre 3 du graphe D4 par des calculs explicites
utilisant les formules de commutation. La méme méthode pourrait étre utilisée pour la
symétrie d'ordre 2 du graphe E6 . Les calculs seraient cependant beaucoup plus
longs et sensiblement plus longs que ceux faits en (II.10.14). On se contente de mon-
trer au paragraphe 4 qu'il n'y a qu'un nombre fini de classes unipotentes provenant
de cette symétrie du graphe E6 . La démonstration est due & G. Lusztig. C'est une
adaptation de la démonstration pour les groupes réductifs connexes de la finitude du
nombre de classes unipotentes. On en déduit que le méme résultat est vrai pour les

groupes réductifs non connexes. Ce paragraphe fait appel & des techniques et des résul-

tats qui dépassent de loin ce qui est utilisé dans le reste de 1l'ouvrage.
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La finitude du nombre de classes unipotentes se révéle extrémement utile par la sui-
te. Les lecteurs que cette démonstration rebuterait peuvent, soit accepter ce résultat,
soit rajouter aux endroits appropriés une hypothése de finitude et se contenter de sa-
voir qu'elle est vraie dans certains cas importants (groupes classiques d'aprés les
travaux de Wall [461, groupes réductifs connexes en bonne caractéristique d'aprés

Richardson [25}, etc.).

Le chapitre II est consacré a 1l'étude de Bi et a quelques applications. La plupart
du temps, on considére une composante unipotente fixe uGo de G . Les résultats les
plus complets sont obtenus pour les groupes classiques et, surtout, pour GLn . Au pa-
ragraphe 9 on étudie certaines relations d'équivalence sur les groupes de Weyl. Ces
relations d'équivalence s'apparentent a celle qui intervient dans 1'étude du spectre
primitif des algébres enveloppantes des algébres de Lie semi-simples complexes. On a
en fait la méme relation pour le type An , mais pour Bn ces relations d'équivalence

ne sont pas comparables.

Au chapitre III on suppose, pour simplifier, que G est un groupe réductif connexe.
L'ensemble X des classes unipotentes de G posséde un ordre naturel. Lorsque G==GLn,
X posséde aussi une involution décroissante. On regarde dans quelle mesure un résultat
similaire existe dans le cas général. On étudie aussi la dépendance de X par rapport
4 la caractéristique, et on met en correspondance les éléments de X avec certaines
classes unipotentes de certains sous-groupes d'un groupe dual G* de G . Tout le cha-
pitre est basé sur l'utilisation systématique de la structure d'ordre de X . Malheu-
reusement, les résultats sont obtenus par des considérations cas par cas et en utili-
sant la classification des éléments unipotents. Les résultats de ce chapitre peuvent
donc plutdt étre vus comme une partie de ce que devrait recouvrir une théorie générale

des classes unipotentes.

Deux aspects de 1'étude des classes unipotentes ont été laissés de cété. Le premier
est la théorie de Springer [37] qui met en relation les classes unipotentes de G et
les représentations complexes irréductibles du groupe de Weyl de G . Certaines opéra-
tions sur les classes unipotentes se traduisent facilement en termes de représentations
(voir, par exemple, [221), ce qui aurait pu permettre de simplifier certains énoncés
du chapitre III, mais ce n'est pas toujours le cas, surtout pour les opérations qui dé-
pendent de la caractéristique du corps de base. De plus, la théorie de Springer a pour

1'instant certaines limitations en mauvaise caractéristique.

L'autre aspect est 1'étude des nappes dans G , c'est-a-dire des sous-variétés irré-
ductibles de G formées de classes d'une méme dimension, et maximales pour cette pro-

priété. Cet aspect est 1ié a 1l'induction pour les classes unipotentes.

Beaucoup des résultats obtenus s'appliquent aussi aux éléments nilpotents des algé-
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bres de Lie des groupes réductifs. La difficulté principale provient, dans ce cas, du
fait qu'on ne dispose pas actuellement d'un théoréme de finitude pour le nombre d'or-

bites nilpotentes sans hypothése sur la caractéristique.

Certains résultats bien connus sont redémontrés dans ce travail. On en a profité
pour adopter les énoncés qui conviennent le mieux & l'usage qu'on veut en faire et
pour expliciter certains résultats annexes. C'est le cas, par exemple, pour les résul-
tats du paragraphe 1 du chapitre II concernant les centralisateurs d'éléments quasi-
semi-simples des groupes réductifs. Cela permet aussi de limiter le nombre de référen-
ces. En plus de la théorie classique des groupes algébriques affines sur un corps al-
gébriquement clos telle qu'elle est exposée dans les livres de Borel IZ] et Humphreys
[16] , les principaux résultats supposés connus sont ainsi ceux ayant trait & la fini-

tude du nombre de classes unipotentes et a la détermination de ces derniéres, et le

résultat de Steinberg selon lequel Bi n'est jamais vide [41}.

Durant la réalisation de ce travail j'ai beaucoup bénéficié de 1l'aide directe ou
indirecte de nombreux mathématiciens. Parmi eux je tiens & remercier tout particulié-
rement George Lusztig qui m'a parlé le premier de ces problémes et qui m'a stimulé et
guidé, et aussi R.W. Carter, R.W. Richardson, T.A. Springer et J. Tits. Ce travail a été
commencé a l'Université de Warwick, poursuivi & 1'IHES, & l'Ecole Polytechnique Fédé-
rale de Lausanne et & l'Université de Lausanne; j'ai bénéficié & divers moments du
soutien matériel du Fonds national suisse de la recherche scientifique et de la Royal
Society. Je désire enfin exprimer ma gratitude & Madame Suzanne Assal qui s'est char-

gée de la frappe du manuscript.

Lausanne, aodt 1980
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Notations et rappels.

B.17. Toutes les variétés algébriques considérées ici sont définies sur
un corps algébriquement clos k . On note en général p 1la caractéristi-
que de K

025 On ne considére que des groupes algébriques linéaires.

B3, Si G est un groupe algébrigue, on note BG la variété des sous-
groupes de Borel de G . Le groupe G agit par conjugaison sur BG

Nous étudions ici la variété Bs = {B' GBG|XB'= B'}, on x €6 . Cette

variété n'est jamais vide [41,9.49J et C_.(x) agit sur Bz . On note

G
G
S (x) , ou S(x) gquand aucune confusion n'est & craindre, l'ensemble des
compesantes irréductibles de BG . On écrit aussi (X ) pour ces
X o o€S(x)
composantes. Le groupe A(x) =CG(x)/CG(x]D agit sur S(x) . Soit aussi
]

Ao(x] = CGo[x]/CG(x] cAlx)

Si G' est un sous-groupe fermé de G normalisé par x , on dé-

G ’
finit de méme Bx .
Dans ce qui suit, G est toujours un groupe algébrique.

0:4 Si H est un sous-groupe de G et x€EG , on note CKH[XJ

= {hxh—1|h€H} la H-classe de conjugaison de % w Sl X est une sous-va-
riété de G , on note U(X) la variété des éléments unipotents de G
contenus dans X . Si X est H-stable, on note CZH(X] l'ensemble des
H-classes de conjugaison d'éléments de X et on écrit CUH(X] pour
ClH(U[X)] . Quand aucune confusion n'est & craindre on écrit aussi c¢f(x)
pour cﬂG(x) . el%ix) pour cEGo(x] , CL(X) pour CZG[XI , 2% x)

pour CKGO[X] , CUu(CX) pour CUG(X] et CuU®(x) pour CUGD(X) .



0:5. On note RG le radical de G et UG le radical unipotent de G
0.6. Dans ce travail, u est un élément unipotent d'un groupe agébrique.
En particulier, si s €G et si x=su est la décomposition de Jordan de

x, alors u est la partie unipotente de x et s 1la partie semi-simple.

0.7. On choisit une fois pour toutes un sous-groupe de Borel B de G
et un tore maximal T de B . On écrit U pour UB et N pour NG[B],
sauf mention expresse du contraire. On note B~ l1'unigue sous-groupe de

Borel de G tel que EnB = TUG , et on pose U = UB—
0.8. Si X est un ensemble, on note IX[ le cardinal de X , et si H
est un groupe qui agit sur X on note X/H 1'ensemble des orbites pour

cette action.

0.9. On note WG , ou W si aucune confusion n'est possible, le groupe

de Weyl de G. On le définit de la maniére suivante. Comme ensemble,
GG N R . .

W= (BxB ]/GD , 00 1'on considére 1'action diagonale. On écrira souvent

w pour une telle orbite considérée comme un élément du groupe fini W

et O0(w) pour la méme orbite considérée comme variété. Si wEWw , la

longueur de W est g(w) = dimO(w)-dim § .

Soit @ = {wEW]l(w]=1} . La loi de composition dans W est défi-
nie par
a) s2 =1 si sETq

b) si w,w',w"E W et O(w) = 0(w") o O(w') , alors w=w'w (par
% rur = g " R G
définition, O0O(w") e0(w') —{(BD,BZ]G B xBGI il existe B,IGBG tel

que (80,81) €Eo(w') et (81182)8 O(w")})

Cela fait de (W, 1) un systeme de Coxeter. Si O(w”) e O(w') =0(w),



alors 2(w) =2(w') + 2(w") . Pour tout wEW , 2(w) =

min{j EN|3 51,...,sj€H tels que W=51"'Sj}

Si Iell , on note WI le sous-groupe de W engendré par I

Il existe dans W un unique élément de longueur maximale. On
le note w
0.10. L'action diagonale de G sur BBx BG induit une action
(g,w)»g-w de G (ou 6/6°) sur W , et N est stable pour cette action.
Si wEW , on note w l'orbite de w et W= {;|w€w} . Pour tout x€G ,

wr x*w est un automorphisme de W

0.11. Nous considérons maintenant 1l'action de u sur W (c'est-a-di-
re l'action du groupe cyclique engendré par wu). On note ol(s) 1l'orbite
de s € pour cette action. Soit 5% l'unique élément de longueur maxi-

male dans wo[s] . Le groupe W= {wEW|u-w=w} est engendré par
S

Hu={s*[s€H} , et (W ,HU est un systéme de Coxeter. Si wEw' , soit

Lu[w] =min { j EN| il existe s ,stH tels que w=s;...53} . Si

e

w= s*,..s8* , alors 2 (w)=j si et seulement si 2(w) =2(s*)+...+2(s*) .
1 3 u 1 j
si u€ag® , alors w'= W et Eu[wl = 2(w) pour tout wEWw
0.12. Si w, w'EW et 2{ww')=2(w)+2(w') , alors O(ww') est le

G
produit fibré de 0(w) et 0O(w') pour les morphismes prZ:D[w)»B et

pr1:17(w’] +BG . En particulier, si [BO,BZ) €E0(ww') , il existe un unique

B1 EBG tel que (BD,B1] €E0(w) et [B,I,Bz) €0(w') . Cela définit un mor-

phisme surjectif O[ww‘)+BG 5 (BO’BZJHB‘I o S w=5;...s* et 2 (w)

J u
= j [S‘I""’Sj €M) , alors pour tout couple [BD.Bj] €E0(w) il existe une
) R G .
famille [Bil1gi.<j—1 d'éléments de B telle que (Bi_1,Bi] €D(5i) pour

1¢isj , et cette famille est unique.



BG

0.13. Soit X une sous-variété irréductible de lui asso-

cie 1'unique élément w =q5[x) de W tel que XnO(w) =X Si x€G et

o,7T €ES(x) , on pose WG(G.T] =¢G(XU xXT) On obtient ainsi une applica-

G

tion ¢ de S(x) xS(x)

aucune confusion n'est po

o}

pour l'action de G/G s

S(x) xS(x) > W

0.14. Supposons que G

NGD[T)/T » Si

8°

n ENGO[T]

G
dans B x et on écr

De cette maniére W

o]

l'action de G/G sur W

N (T)

N sur

NGO(T]/T

On note AD[G] 1

ments de I comme sommets

On note A(G) 1le triple

pe fini 6/G6° et de 1'ho

est le groupe des automor

Soit ¢

5 le sys

soit XA le sous-groupe
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rons comme un élément de W . Alors a Su donne une bijection N’ ->1 ,
et on pose o(a) = {BEH"SBCO[SG)} . On dit que -1 €W si 1'automorphis-
me Ae - de d)G peut etre réalisé par un élément de W

Soit H un sous-groupe connexe distingué de GO . I1 existe a-

lors un sous-groupe connexe distingué K de G° tel gue &° soit 1le

H K

produit presque direct de H et K , et 8% = B x B ., Cela permet d'i-

dentifier WH 48 un sous-groupe normal de W . Si H=2T , 1'identification

de wH et NH(T]/T est compatible avec les ‘inclusions WHCW et

NH[T]/TCNGD[T]/T

1,...,ozN}[avec N o= |l'l'|] , on dit gue la caractéristi-

que p est bonne si p=0 ou si p)Q'{l‘sx i])\ech, 1sigN} , ol les en-

tiers n . sont définis par la formule A = 2 n .a, , et la hauteur
A, i - A,id
1<isN
de A est h(A) = 2 Ny 4o On dit que la caractéristique p est assez
1¢ign 7

grande si p 24h(X)+3 pour tout >\€(1>[3

Quand il n'y a pas de risque de confusion, on écrit aussi ? au

lieu de ¢ , et " au lieu de <1>;

0.15. Supposons que G soit réductif et soit ><€NN[T) . On a alors
une action de x sur ¢ . Soit ¢/<x> 1'ensemble des orbites pour cette
action. Alors WX = {wEW[X-w=w} agit sur ¢/<x>

Il existe un systéeme de racines d>x et une surjection LIV >+

qui ont les propriétés suivantes

a) les fibres de T sont les x-orbites dans ¢ ;
b) wx(]'['] est une base de <bx 3
c) si A,u et A +yp sont des éléments de ¢ , alors 7w (A) + 1 ()
X X
= wm_ (x+p) et @ (-X)=-7m (X) ;
X X X
d) T induit un isomorphisme de wx sur le groupe de Weyl W de ¢ .
X X

De plus, si a€1n', soit 5; 1'élément de longueur maximale dans 1le



sous-groupe de W engendré par la x-orbite de s et soit
a

5 €Ew la réflection correspondant & la racine = (a) €9
T la) X X X
Alors s* et
o Snx[a] se correspondent par w
D16, Si P,@,... sont des sous-groupes paraboliques de G , on note

PiQi s les classes de conjugaison de P,Q,... respectivement, et
PO.QD.... les G%-classes de conjugaison de P,Q,... respectivement. La
GO-Classe de conjugaison PO contient un unigue sous-groupe quicontient
B . L'inclusion BP xBPC BG xBG induit un homomorphisme WP-+W gui est
injectif et gqui permet de considérer wp comme un sous-groupe de W . On
associe a8 P le sous-ensemble wpn N de T . Cela donne une bijection
de l'ensemble des sous-groupes paraboliques de G° contenant B sur
l'ensemble des parties de 1T . Si WPnII= I , alors WP =WI . S1i Jer1nm ,

on note PJ (resp. P?] la classe (resp. la Go—classe) de conjugaison du

normalisateur d'un sous-groupe parabolique de GO correspondant &

Supposons que G soit réductif. Si PODOB est un sous-groupe pa-
rabolique de G , on associe aussi & P 1le sous-ensemble {a CH'|X_;=P}
de I'" . Soit aussi L 1'unigue sous-groupe de Levi de P® contenant
T . Alors NL[T]/T = NPO(T)/T!:NGO(T]/T . On obtient ainsi, & identifica-

tion pres, le sous-ensemble WPHII de T et 1'inclusion WPC»W

Supposons toujours G réductif et soit P un sous-groupe para-
bolique gquelcongue de G . Soit M un sous-groupe de Levi de P° et soit
L =NP[M) . Alors L°=M=1Lnp° , L rencontre toutes les composantes de P
et P est le produit semi-direct de L par UP . On dit gu'un tel sous-

groupe est un sous-groupe de Levi de P

0.17. Soit f : X=+Y un morphisme surjectif de variétés algébrigues.
Alors : a) si toutes les fibres de f sont irréductibles et ont 1la

méme dimension et si f est un morphisme ouvert ou fermé,alors



1'image réciproque par + de toute sous-variété irréductible

de Y est irréductible.

b) Supposons que G agisse sur X et Y , tranmsitivement sur
Y , et que # soit G-équivariant. Alors si toutes les compose
tes irréductibles de X ont la méme dimension et si N est u
sous-variété de Y dont toutes les composantes irréductibles o
la méme dimension, toutes les composantes irréductibles de

F_1(Y'] ont la meéme dimension.



CHAPITRE I

CLASSES UNIPOTENTES

1 Résultats généraux sur les classes unipotentes.

1.1. On note rg(G) le rang de G , c'est-a-dire la dimension d'un
tore maximal de G . Pour tout x€EG , définissons rgx(G) =
max{rg(CG[g)]lg € xG°} . oOn a rgx(G] = rgy(G) si vy €x6° , et rgx(G)=

rg(G) si x €6G°

On dit gu'un élément de G est guasi-semi-simple s'il normalise

un sous-groupe de Borel de G et un tore maximal de ce sous-groupe. Si

g €6 normalise B , alors T et gT sont des tores maximaux de B , et
il existe donc b EB tel que bgT= T . Ainsi bg €gB est guasi-semi-

simple. En particulier, si B' € BG , toute composante de NG[B') Comn =

tient des éléments quasi-semi-simples dans G . Comme CB[T)= NB[TJ , on
a CT(x]= CT[y] si x et vy €x6° normalisent B et T

192, LEMME 5 Supposons que x €EG normalise B et T , et soit

y € xG°

Alors

al dim CT(x) arg[CG(y)]

b) CT[x] est un tore maximal de CG(x]




