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Vorwort

Im Rahmen der Quantenmechanik wird ein Begriffssystem entwickelt, welches uns
gestattet, die Vorginge der Mikrophysik widerspruchsfrei zu beschreiben. Die
Beherrschung dieses neuen Begriffsystems ist Voraussetzung fiir das Verstdndnis der
Effekte der Mikrophysik, die das Verhalten und die Eigenschaften auch makro-
skopischer Korper bestimmen und in zunehmendem MafBe Anwendung in der
modernen Technik gewinnen. Als Beispiel sei hier die Festkorperphysik genannt.

Im vorliegenden Band wird versucht, die Quantenmechanik knapp darzustellen,
aber gleichzeitig eine moglichst korrekte Interpretation zu geben und ein Begriffs-
system einzufiihren, welches den Erfordernissen der Quantenphysik gerecht wird.

Ebenso, wie eine rationelle Darstellung der Elektrodynamik erst mit Hilfe der
Vektoranalysis mdoglich ist, bedarf es zur rationellen Darstellung der Quanten-
mechanik auch eines angemessenen mathematischen Formalismus. Einige mathe-
matische Grundlagen werden der Quantenmechanik vorangestellt.

Die Kapitel 1.—3., 5., 6., 8., 9. geben einschlieBlich der angefiihrten Aufgaben eine
Darstellung wesentlicher Ziige der Quantenmechanik. Insbesondere wurde Wert auf
eine Einbeziehung der Streutheorie gelegt (Kapitel 67), da in dieser Richtung mit
weiteren wichtigen Entwicklungen im Rahmen der Quantenmechanik zu rechnen ist.
Die Erganzungen, Kapitel 4.*, 7.*%, 10.*, sollen das Blickfeld erweitern, indem iiber
einige weitere Probleme und Ergebnisse informiert wird, die in der Regel jedoch nicht
fiir die Erarbeitung des oben angefiihrten Stoffes erforderlich sind.

Auf dem Gebiet der Quantenmechanik existiert bereits eine umfangreiche Lehr-
buchliteratur. Hervorzuheben sind hier neue, moderne Zugénge zu diesem Wissens-
gebiet, die etwa in den Lehrbiichern von R. P. FeyNmaN, G. GRAEWERT, E. Fick
anfgezeigt werden. Die vorliegende Darstellung der Quantenmechanik schlieBt sich
diesen Lehrbiichern an.

Fiir zahlreiche Diskussionen bei der Vorbereitung des Manuskriptes danke ich
recht herzlich Herrn Prof. Dr. W. Kvnx sowie Herrn Dr. H. STOcKEL, der mit einer
griindlichen Durchsicht des Manuskriptes und zahlreichen Hinweisen und Anderungs-
vorschlagen wesentlich zu der Fertigstellung des Manuskripts beigetragen hat.
Weiterhin danke ich meiner Frau, RENaATE ROPKE, fiir die Unterstiitzung bei der
Erarbeitung des Manuskriptes. ‘

G. RoPgE
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~Zuysammenstellung wichtiger Beziehungen und Symbole

[©)s @), 12)s--.: Zustandsvektoren (Abschnitte 1.2., 1.3.), speziell |»): Ortszustand
(Abschnitt 1.5.), -

|, 8.): Zustand mit bestimmten Orts- und z-Koordinaten des Spins (Abschnitt 5.3.),

|, DSE, 2, D8P )2 Orts-Spin-Zustand fiir ein System mehrerer unterscheidbarer
Tellchen (8, 1),

|#8.,, 7,8, ...): Orts-Spin-Zustand fiir ein System mehrerer 1dent|scher Teilchen
(Abschnitt 8.2.).

Symmetriepostulat fiir zwei identische Teilchen (8,20):

D) 0 (D)QE@N DS . (2)Q20
"'2( )Sz, ’ 'l( )Sz, ) = ;‘L_]rl( .)Sz, ’ ’Z(Z)Sg. /o

+: Bosonen, ganzzahliger Spin; — : Fermionen, halbzahliger Spin.
{p | [ y): Skalarprodukt, komplexwertige Wahrscheinlichkeitsamplitude
(Abschnitt 1.4.)
|{# | ¥)|2: Ubergangswahrscheinlichkeit aus dem Zustand |yp) in den Zustand |¢) (1,18),
Normierungsbedingung fiir Zustandsvektoren (1,31): (y | y) = 1.
Z‘erlegungssatz fiir Zustandsvektoren (1,36):

lV’/ Z ¢l> <¢l | '/’)

|@;): vollstindiger orthonormaler Satz von Basiszustidnden.

p(r) = (r | y): Zustandsfunktion (Wellenfunktion) in der Ortsdarstellung
(Abschnitt 1.5.),

|w(r)|?: Wahrscheinlichkeitsdichte (Abschmtt 1.8.)

Zustandsfunktion eines Zustandes mit Impuls p (1,63):

el'p-r/l’

yplr) =

2mchs
k = 2xk: Plancksches Wirkungsquantum (1,5),
P = ki k= —2;: ¢, : Wellenzahlvektor (1,7),

E = ko, E: Energie, m: Kreisfrequenz (1,6).



Zusammenstellung wichtiger ‘Beziehungen und Symbole I

L, A, H, ...: Operatoren (Abschnitt 2.1.), speziell

r: Ortsoperator, p. Impulsoperator, H: Hamilton-Operator.,
Hermitezitit des Operators A: A* = A (29).
Mittelwert des Operators A im Zustand |y) (2,8):

(A) = (¢l Ay = (wl A ly).

h
[pi» X;] := pix; — X;p; = — 0;;: Vertauschung, Kommutator von Impuls und Ort
(2,59), f
[L,, L,] = ikL,: Kommutator fiir die Koordinaten des Drehimpulses (5,4).
Unscharferelation (2,63):

(AA)) ((AB)?) = — I([A B]%,

{(AA)® = (y| (A —- (4))? |p): Schwankungsquadrat von A im 7ustand () \-,02)
Ortsdarstellung (Abschnitt 2.2.):

-h @
A(x..p.)»A( .ax‘)

A(z;, p;): dynamische Variable der klassischen Mechanik,
A': quantenmechanischer Operator, der dieser Observablen zugeordnet ist.
Eigenwertgleichung fiir hermitesche Operatoren (2,10):

Alg) = ailgi),
a;: Eigenwert,
lg;): Eigenvektor. )
Energieeigenwertgleichung fiir den linearen harmonischen Oszillator (2,76):
5’ dz

2m dz? — @x() + =, (u’t’??.(’l.) E,q,(x),

: p
B, = ko (n -+ E), n = 0,1, 2, ...: Energieeigenwerte (2,94),

g | et ot
@olx) = %‘2 e * 2. Grundzustand des harmonischen Oszillators (2,92).
™ .

Energieeigenwertgleichung fiir das Wasserstoffatom (Abschnitt 5.5.):

h? 2 2
" om (E) wtllmm,(r) > . w"”""-('.) = Eu'pnlmm.(")v

2m degr
2 \2 1
E, = ——(4;0) % = 1,2, 3, ...: Energiceigenwerte (5,109),
Y1.0.01) = e~7/%2; QOrbitale fiir den Grundzustand (5,111),

Tfana
ay: Bohrscher Radius (5,94).



12 Zusammenstellung wichtiger Beziehungen und Symbole

Eigenwertgleichung fiir das Quadrat des Drehimpulses (5,8):

L?'W'imi‘ — ":’(7 =t l) x'/"iu.: :

j=0, —1—, 15 —,, ...: Drehimpulsquantenzahl (Abschnitc 5.1.),

-

Sigenwertgleichung fiir die z-Koordinate des Drehimpulses (5,8):

Llwn) == hmlyj, ,
m=1j4,7 - 1,5 —2,..., —j: km: Eigenwerte von L, (Abschnitt 5.1.)

Winkelanteil der Eigenzustinde in Ortsdarstellung (5,34):
Vi, q): Kugelfunktionen. B o

01 (0 —i\ /1 0 g . ok
= s 1. ) : Spinmatrizen (5,52).
{(l 0) i ()) (0 —-l)}

Schridinger-Gleichung (Abschuitt 3.1.):

@ k€ ;
ik — pr,l) = H v, — — ) pir, t): 139 ple, 1) == |
lbtip()) (’ié'r)'") J @ oy, 1)

H (1 —’L L) Hamilton-Operator;
or I

1
y(r, t): zeitabhiingige Zustandsfunktion (Wahrscheinlichkeitsdichteamplitude).
Stationire Losungen:
a : —iE,_l
'a—’ ]'l’u(". t),Z = Os 'l'n(rs )=e b U] ,,(I‘),
H‘Fn(") == E,.tp,.(l'), f d3py qu"(‘r)I““ =1,

Asymptotisches Verhalten der Zustandsfunktion fur einen elastischen Streuprozef
(einfallender Strahl in :-Richtung, kugelsymmetrisches Potential) (6,18):

r- =

Sk
p(r) 2= ¢ (e"" = f(#) (T),

f(9): Strenamplitude.

Zusammenhang Strenamplitude — differentieller Streuquerschnitt (6,20):
do ) ‘
i Wit )y 2
a0 - Ann

do dQ:  differenticller elastischer  Streuquerschnitt  (Wirkungsquerschnitt) pro
Raumwinkelelement.

‘i‘-“. 4



Mathematische Grundlagen

Es sollen kurz einige mathematische Begriffe, die fiir die Formulierung der Quantenmechanik
wichtig sind, eingefithrt und anhand von Beispielen erliutert werden. Auf eine ausfithrliche
Darstellung und auf mathematische Strenge wird hierbei verzichtet.

Wabhrscheinlichkeiten. Man wiederhole hierzu H. MELCHER u.a., Lehrmaterial zur
Ausbildung von Diplomlehrern, Heft 16a, Phymk -Pral-tikum. Abschn. 1.1, Potsdam
1979.

1.

Wir betrachten ein Experiment, dessen Ergebnis durch eine Messung festgehalten
wird. Dieses Experiment sei beliebig oft unter den gleichen Bedingungen wieder-
holbar, wobei wir im allgemeinen wnterschiedliche Mefwerte a; feststellen. Was

“JiBt sich iiber den Ausgang solcher Experimente vorhersagen?

Als Beispiel betrachten wir den Miinzwurf; als Messung gilt die chtstellung
ob die Zahl oben liegt (diesem Ereignis kénnen wir beispielsweise den Meliwert + 1
zuordnen) oder nicht (MeBwert beispielsweise —1).

Wir fithren das Experiment N-mal durch und stellen den MeBwert «; N;-mal fest.
Es gilt, wenn iiber alle unterschiedlichen MeBwerte (Index 7) summiert wird:

I N =N, (1)
Der Quotient N;/N wird als reIatwe Haufigkeit fiir das Auftreten des Mel-
wertes «; bezeichnet.

Fiir geniigend hdufige Wiederholungen des Experimentes nidhern sich die
relativen Haufigkeiten einem Wert, der als MeB3vorschrift fiir die theorvetisch zu
berechnende Wahrscheinlichkeit w; des entsprechenden MeBwertes a; angesehen
werden kann,

N,
N

)

Der Spezialfall, dafi immer der gleiche MeBwert a; angenommnien wird (Sicher-
heit), ist in (2) fiir w; = J;; enthalten. Aus (1) folgt, daB die Summe der Withr
scheinlichkeiten M w; eins ist.
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4. Mit den durch (2) gegebenen relativen Haufigkeiten laBit sich ein mittlerer

MeBwert (A), d. h. der Mittelwert der MelBreihe

S f\';a,- —_— 3 wia;, (3)
i

fiir geniigend grofles N bestimmen.

. Im allgemeinen streuen die einzelnen MeBwerte a; um diesen Mittelwert (3). Als

Map der Strewung wird der Mittelwert ((AA4)?) des Abweichungsquadrates
(A4)?2 = (4 — (A))* genommen:
(AP = (4 — (D = = 5 Nia; — (A 5oz 5w as — (AN

N—oo = &
Ao ' @
Dieses ,,mittlere Schwankungsquadrat’® wird null, wenn ein MeBwert mit
Sicherheit angenommen wird.

Die Wurzel V((AA)*) aus dem mittleren Schwankungsquadrat wird als
l 'mahdr[e bezeichnet.

. Als Beispiel hatten wir den Miinzwurf betrachtet. Die Wahrscheinlichkeit, dafl

die Zahl oben liegt, ist 1/2. Was heifit das?

Fiir den Ausgang eines einzelnen Wurfes kann kein Ergebnis vorhergesagt
werden. Betrachten wir aber ein Experiment, das aus K Miinzwiirfen besteht,
so erwarten wir, daf bei der Hilfte der Wiirfe die Zahl oben liegt.

Wenn Z¥) die Anzahl der Wiirfe in der K-Serie ist, bei de,r'xen die Zahl oben
liegt, heift das: Der Erwartunyswert von Z5)|K ist

EOIR) = = (5)

Er stimmt gemiB (3) mit dem Mittelwert fiir K — oo iiberein.

Jedem Experiment, d. h. jeder K-Serie. liBt sich nun ein MeBwert a‘®) zu-
ordnen, indem man jeden Wurf mit --1 zihlt, wenn die Zahl oben liegt, und im
anderen Fall mit —1. Dann gilt

al®) — 7K _ (K — 7)) — 225 _ K (6)
Mit (5) erhdlt man den Erwartungswert
Wy = LB — K = K — K = 0. : | (M

. Wir fithren dieses Experiment genugend oft durch und bestlmmen die relativen

Hiufigkeiten, mit denen die einzelnen MeBwerte a;X) auftreten. Diese relativen
Hiufigkeiten ndhern sich geméfB (2) den Wahrscheinlichkeiten w,%) fiir das
Auftreten eines MeBwertes u;(%).

In Abb. 1 sind diese Wahrscheinlichkeiten fiir K = 5 (ein Experiment besteht
aus 5 Wiirfen) aufgetragen. Die moglichen MeBwerte %) sind 5, 3, 1, —1,
—3, —b. Man priife die aufgetragenen Wahrscheinlichkeiten experimentell!



= Mathematische Grundlagen 15

8. Insbesondere stellen wir fest, daR der MeBwert a'® fiir ein Experiment in
allgemeinen nicht mit dem Erwartungswert Null hzw. daBl Z‘%) nicht mit dem
Erwartungswert K[2 iibereinstimmt. Erst bei der wiederholten Durchfiihrung
des Versuches streben die Mittelwerte dieser Meliwerte gegen den Erwartungs+

W(SJ‘

I <AA VAT -Y5

-
3 5 al®

Abb. 1
Wahrscheinlichkeiten (), Mittelwert 4 und Unschirfe V{(A4)*
fiir eine Serie aus 5 Miinzwiirfen

wert. Die Streuung der Mefwerte ' um den Erwartungswert (a'®) = 0 1aft sich
berechnen, wenn man das Schwankungsquadrat ((Aea®)?) (4) mit dem
Schwankungsquadrat ((Aa'¥ V)2 einer Serie aus K — 1 Miinzwiirfen vergleicht.
Wegen

' K)o - qlK-1) + 1
fiir jedes Experiment und (7),
@k = (k-1 — (),
wird f
(Aul'\))'-". = ((a“"’)? . .(au\' 1) ])2)
- ‘(a(K—n)::,\ 4 2glK-0 k] == ((a(xfl))zj, =3 (8)
bei K-facher Wiederholung dieses Schrittes ergibt sich

{(Aatfhy = K. 9)

Mit zunehniendem A nimmt die Unschirfe Y{(Aa™®)% mit }'f zu, die relative
Tnschiirfe }{(Aa®)% /K mit 1/JK ab. In diesem Sinne kann man sagen, dab
der Erv.artungswert (a®)) = 0 um =0 besser angenommen wird, je groBer K ist.

9. Die Verteilung w%) der MeBwerte «, %, die bei einer hiiufigen Wiederholung des
K-fachen Miinzwurfes erhalten wird, ist die Binomialverteilung (Abb. 1). Dies
liBt sich anhand des Pascalschen Dreiecks verdeutlichen, soll hier aber nicht
gezeigt werden. : .

Der Hilbert-Raum. Die Sitze der Quantenmechanik lassen sich unter Verwendung
des Hilbert-Raumes besonders einfach und durchsichtig formulieren. In Kapitel 1.
werden wir zeigen, in welcher Weise die grundlegenden Aussagen der Quanten-
mechanik mathematisch durch Beziehungen im Hilbert-Raum erfafit werden kénnen.
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Jedes spezielle Problem der Quantenmechanik lafit sich mit Hilfe der Rechenregeln
fiir den Hilbert-Raum in iibersichtlicher Weise formulieren und losen.

Wir werden hier einige Eigenschaften des Hilbert-Raumes, der eine Verall-
gemeinerung des dreidimensionalen reellen Vektorraumes H; darstellt, nennen und
erlautern. Zum Verglelch sollen diese Eigenschaften parallel fiir den fj; betrachtet
werden.

1. Der Hilbert-Raum ist ein linearer komplexer Vektorraum. Wenn wir zwei Elemente
(Vektoren) dieses Vektorraumes mit |z), |y) bezeichnen, dann sind die Summe’
|z) + |y) sowie A|z) ebenfalls in diesem Vektorraum enthalten / ist eine beliebige
komplexe Zahl.

Im Falle des R, sind mit den Elementen (Vektoren) r,, ; die Elemente », -+ r,
und «r; ebenfalls in f; enthalten (Abb. 2). Im Gegensatz zum Hilbert-Raum
mul} x eine reelle Zahl sein.

n+n

£5 Abb. 2

Summe und Vielfaches von Vektoren

2. Im Hilbert-Raum ist eine multiplikative Verkniipfung (Skalarprodukt) erklirt,
die zwei Elementen |z), {y) eine komplexe Zahl (x | ) mit folgenden Eigenschaften

zuordnet :
@ |y =y|x)*, (10)
@y +y2) = |y + &9 (11)
(x| dy) = A=z |y), (12)
&= = 0. . (13)

Beispielsweise folgt aus (10), daB (v | x) reell sein muB, denn bei der Vertauschung
der Elemente geht das Skalarprodukt in das Konjugiert-Komplexe iiber. Das
Gleichheitszeichen in (13) gilt nur fiir das Null- Element |0). Die Eigenschaft (13)
gestattet es, eine Norm

Norm |z) := J{(z | x) (14)
einzufithren. ‘
Im Falle des R; erfiillt das iibliche Skalarprodukt von Vektoren die Bedin-
gungen (10) bis (13), es kann aber nur reelle Werte annehmen.

3. Jedes Element des Hilbert-Raumes lift sich aus einem Safz von linear unab-
héingigen Basiselementen |e,) durch Linearkombination erhalten.
Die Elemente [e,) werden dann als linear unabhiingig bezeichnet, wenn die
Gleichung

2 lew) en = 0) (15)



