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PREFACE

Ce volume contient la plupart des exposés d'un séminaire sur la
théorie de Hodge-Deligne dirigé par l'un des auteurs et qui s'est tenu
a Barcelone au cours de l'année 1982. Ce séminaire avait déja donné
lieu aux notes préliminaires: '"Théorie de Hodge via schémas cubiques"
qui ont été largement diffusées a partir de Juin 1982. Le volume que
nous présentons ici vient remplacer avantageusement ces notes prélimi-

naires.

J.H.M. Steenbrink a exposé dans ce séminaire quelques-uns de ses
résultats sur la théorie de Hodge-Deligne; ses exposés ont grandement
stimulé notre activité sur le sujet et nous lui en sommes trés recon-
naissants. Nous remercions vivement J. Ferrer et F. Panyella pour le
support qu'ils nous ont donné en tout moment. Mlle. R.M. Cuevas s'est
chargée de la frappe du manuscript avec soin et gentillesse, nous l'en

remercions sincérement.

Ce travail a été partiellement subventionné par la C.I.R.I.T.
(projet AR83-136) et la C.A.I.C.Y.T. (projet 2690/83).



C'est presque toujours en faisant dépendre la solution
d'un probléme de celle d'un autre plus simple, cette seconde
d'une troisiéme et ainsi de suite qu'on parvient & une ques-
tion dont la réponse est évidente ... Il arrive souvent que
le probléme auquel on descend n'est qu'un cas particulier du
probléme a résoudre.

Gabriel Lamé

INTRODUCTION

Si X est une variété algébrique complexe, on sait d'aprés Hiro-
naka ([3]) gu'on peut résoudre les singularités de X , c'est a dire,
gqu'il existe une variété non singuliére X' et un morphisme
f: X' —> X qui est birationnel et propre. En plus, si Y est une
sous-variété de X , il existe une résolution f: X' —> X telle que
f_l(Y) soit un diviseur a croisements normaux dans X'. Depuis sa pu-
blication en 1964, on a donné de nombreuses applications au théoréme
d'Hironaka dans 1l'étude cohomologique des variétés algébriques comple-
xes, aussi bien des variétés algébriques singuliéres que des variétés
non singuliéres. L'objectif central de ce séminaire est d'établir un
cadre général pour l'utilisation cohomologique du théoréme d'Hironaka,
et de poursuivre quelques-unes des applications qu'on en a déja fai-
tes.

Avant de décrire la méthode qu'on va introduire ci-aprés et qui est
dans l'esprit de [2], il convient de souligner gquelques-unes des carac-
téristiques communes gqgu'on trouve en bon nombre d'applications.

Dans certaines applications, par exemple dans l'étude de la mono-
dromie, on considére une variété non singuliére X et un diviseur Y
de X ; il résulte alors du théoréme d'Hironaka qu'il existe une va-
riété non singuliére X' et un morphisme propre f: X' — X , tel
que f est un isomorphisme en dehors de Y et que f-l(Y) est un
diviseur a croisements normaux dans X' . Ceci permet d'obtenir des
résultats dans la situation d'origine a partir des résultats locaux
qu'on peut explicitement démontrer dans le cas ou Y est a croise-

ments normaux.
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Dans d'autres applications, on considére un ouvert de Zariski non
singulier X d'une variété compléte X . Le théoréme de résolution
permet alors de supposer que X est un ouvert de Zariski d'une varié-
té non singuliére et compléte X' , et que X'-X est un diviseur a
croisements normaux dans X' . Par exemple, c'est sous cette forme
qu'on utilise le théoréme dans la cohomologie de De Rham algébrigque,
ou dans la théorie de Hodge des variétés algébriques non singuliéres
et non complétes.

Mais ce genre d'application directe du théoréme de résolution est
limité, par exemple dans les situations précédentes, au cas ou la va-
riété X est non singuliére. Bien qu'il permette aussi de traiter
quelques questions relatives a la cohomologie des variétés singulie-
res, si l'on peut raisonner par induction et dévisser, il reste des
problémes intéressants qui ne sont pas abordables par ce raisonnement
et pour la solution desquels on doit développer des méthodes d'utili-

sation du théoréme d'Hironaka plus précises.

Comme préalabable a son développement de la théorie de Hodge des
variétés algébriques singuliéres, Deligne ([1l]) a introduit une métho-
de trés générale et trés précise d'utiliser la résolution des singula-
rités: la méthode de la descente cohomologique simpliciale. Celle-ci
permet d'obtenir des résultats au niveau des complexes de faisceaux,
et non seulement sur 1l'hypercohomologie de ces complexes, comme
c'était le cas des applications précédentes. Cette possibilité de tra-
vailler au niveau des complexes est essentielle a la construction de
Deligne d'une structure de Hodge mixte sur la cohomologie d'une varié-

té algébrique singulieére.

La méthode de la descente cohomologique simpliciale s'illustre as-
sez clairement dans l'exemple suivant. Soit X un espace topologique,
si X est la réunion de deux sous-espaces fermés X1 et X2 , on a
une suite exacte de Mayer-Vietoris

i-1 i i i i
— H (X,nX,,L)—> H (X,T)—> H (X,,C) & H (X,,C)—> H (X NX,,L)—>
et, plus généralement, si X est la réunion d'une famille de sous-es-
paces fermés Xi , 1 €I , on a une suite spectrale de Mayer-Vietoris

ebd = Hq(xp,m) ==> #P*9(x,r)

X =X, NnX. N ... nXxX. .
1 1
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Or, pour démontrer ce résultat sur la cohomologie, on prouve de fait

qu'il existe une résolution du faisceau constant Ex associée a la

décomposition naturelle de X

et c'est ce résultat qui, dans les termes de la méthode de Deligne,
s'exprime en disant que 1l'espace topologique simplicial augmenté vers
X

E—
~ X, — X ~ X, — X
— "2 o 71 — 70

est de descente cohomologique.

Le résultat fondamental que démontre Deligne en utilisant le théo-
réme d'Hironaka est alors le suivant: si X est une variété algébri-

que singuliére, il existe un schéma simplicial augmenté vers X

—_—

X — X X, —» X
Y = M . 1 —= 70
[

qui est de descente cohomologique et dans lequel les variétés Xq ,
g20 , sont non singuliéres. On obtient ainsi une résolution du fais-
ceau EX , et une suite spectrale

Elfq = Hq(Xp, r) ==> #P*9(x, ) ,

en analogie avec l'exemple antérieur, qui exprime la cohomologie de la
variété singuliére X en terme de celle des variétés non singuliéres

X_ .
q

Si la suite exacte de Mayer-Vietoris peut étre considérée l'origine
de la méthode de la descente cohomologique simpliciale, il y a une
suite exacte, aussi appelée parfois de Mayer-Vietoris, qui a motivé le
séminaire qui nous occupe. Soit X une variété algébrique complexe et
f: X' —> X une résolution des singularités de X , alors on a le
diagramme cartésien

Y —> X

ol 1 est une immersion fermée et f est un isomorphisme en dehors
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de Y . La suite exacte de Mayer-Vietoris associée a ce diagramme est
la suite exacte

Lyr, o) — 5tix,0) — vtx',0) e i (v,r) — wl(vy',r) — .

— g7
Cette suite exacte exprime en quelque sorte la cohomologie de la va-
riété X en terme de celle des variétés plus simples, car X' est non
singuliére et aussi bien Y gque Y' sont des variétés de dimension
strictement inférieure a celle de X . Dans cette situation on a en-
core une résolution de ¢X dans la catégorie dérivée correspondante,
et, plus précisément, que EX est quasi-isomorphe au complexe simple
S(RE, L, ,® T, —> Ty,) .
travail, on exprime ce résultat en disant que le schéma cubique défini

Dans la terminologie gu'on introduit dans ce

par le diagramme antérieur est de descente cohomologique.

Aprés avoir exposé les notions générales relatives aux schémas cu-
biques et & la descente cohomologique cubique, le théoréme principal
gqu'on démontrera est le suivant: si X est une variété algébrique
singuliére de dimension n , il existe un schéma cubique X augmenté
sur X , qui est de descente cohomologique sur X , et dans lequel les
variétés X, » sont non singuliéres et de dimension au plus n-|a|+1 .
Ainsi on obtient une résolution cocubique du faisceau EX et une sui-

te spectrale

b = o wlx, r) == #P*9(x, r)
[a|=p+1

comme dans la méthode simpliciale mais, de plus, dans ce cas on sait
que le support du terme E1 est fini et on a des renseignements assez
précis sur ce support a cause du bornage des dimensions des Xa .
Cette finitude et ce contrdle sur les dimensions qu'on obtient avec la
méthode cubique ont permis de résoudre quelques questions intéressan-

tes, notamment une conjecture de McCrory.

Une autre caractéristique intéressante de la méthode cubique est
qu'elle s'adapte aussi a la cohomologie de De Rham des variétés algé-
briques sur un corps de catactéristique zéro, sans utiliser le prin-
cipe de Lefschetz, ce qui permet de développer cette théorie en se
basant sur la méthode cubique. La méthode cubique s'applique aussi
pour développer une technique d'hyperrésolutions quasi-projectives
d'une variété algébrique sur un corps arbitraire, en utilisant cette
fois le lemme de Chow au lieu du théoréme d'Hironaka, qui a des consé-
quences intéressantes pour la K-théorie algébrique.
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Ce volume contient 6 exposés. Dans l'exposé I, on introduit les
espaces topologiques cubiques et leur cohomologie. On donne les théo-
rémes fondamentaux de ce séminaire: le théoréme d'existence d'hyperré-
solutions cubiques d'un schéma sur un corps de caractéristique zéro et
le théoréme d'équivalence de catégories qui précise le cadre d'utili-
sation du théoréme de résolution de singularités de ce séminaire. En
particulier, on montre la propriété de la descente cohomologique pour
les hyperrésolutions cubiques d'une variété algébrique complexe.

Dans l'exposé II, on utilise les hyperrésolutions cubiques pour
étudier le polyndéme caractéristique et la fonction zéta de la monodro-
mie d'une fonction holomorphe sur une variété singulieére, en étendant
a cette situation les résultats de Landman-Grothendieck et A'Campo sur
la monodromie.

Dans l'exposé III, on étudie quelques propriétés de la cohomologie
de De Rham algébrique des variétés algébriques définies sur un corps
de caractéristique nulle, sans faire appel au principe de Lefschetz.
On démontre la propriété de descente cohomologique des hyperrésolu-
tions cubiques pour la cohomologie de De Rham, ce qui permet d'utili-
ser les hyperrésolutions cubiques dans ce contexte. Aprés avoir obtenu
les propriétés usuelles d'une théorie cohomologique, on obtient une
nouvelle preuve, purement algébrique, d'un résultat de Bloom-Herrera,
ce qui donne comme conségquence quelques variantes du théoréme faible
de Lefschetz.

L'exposé IV est consacré a la théorie de Hodge-Deligne. On dévelop-
pe cette théorie pour les variétés algébriques singuliéres en suivant
dans toutes ses lignes la construction de Deligne, bien qu'en utili-
sant les hyperrésolutions cubiques de 1l'exposé I au lieu des hyperré-
solutions simpliciales de Deligne, ce qui conduit a des suites spec-
trales plus économiques, comme on l'a déja remarqué. On montre aussi
que les structures de Hodge mixtes construites via les schémas cubi-
ques coincident avec celles construites via les schémas simpliciaux
par Deligne. Ensuite, on développe la théorie de Hodge pour les germes
d'espaces analytiques autour des variétés algébriques compactes. Fina-
lement, on étudie les limites des structures de Hodge dans la situa-
tion géométrique considérée par Schmid et Steenbrink, mais en permet-
tant que la fibre générique soit aussi singuliére, ce qui correspon-
drait a étudier des variations de structures de Hodge mixtes dans le
cadre abstrait de Griffiths. On prouve qu'il existe une structure de
Hodge mixte limite sur la cohomologie de la fibre générique et par
rapport a laquelle le morphisme de spécialisation est un morphisme de



structures de Hodge mixtes. Finalement, on prouve que cette structure
limite a les propriétés conjecturées par Deligne a l1l'égard de son ana-

logue l-adique.

Dans l'exposé V, on étudie le complexe de De Rham filtré d'une va-
riété algébrique complexe, déja introduit par Du Bois dans le contexte
simplicial, et on utilise la théorie de Hodge mixte et les hyperréso-
lutions cubiques pour établir le théoréme d'annulation de Kodaira-Aki-
zuki-Nakano dans le cadre des variétés singuliéres, et prouver une gé-
néralisation trés naturelle dans ce contexte du théoréme d'annulation

de Grauert-Riemenschneider.

L'exposé VI est consacré a la K-théorie algébrique. On démontre que
les hyperrésolutions quasi-projectives cubiques d'une variété algébri-
que définie sur un corps arbitraire vérifient la propriété de descente
cohomologique pour la K-théorie algébrique. Pour ceci, on travaille
dans la catégorie d'homotopie stable. On obtient alors la covariance
de la K-théorie pour tout morphisme propre. Finalement, on utilise les
hyperrésolutions quasi-projectives cubiques pour démontrer le théoréme
de Riemann-Roch pour toute variété algébrique, en éliminant donc les
hypothéses projectives que ce théoréme avait dans le travail de Baum,
Fulton et MacPherson. Ces résultats avaient été obtenus indépendemment
(et antérieurement) par Gillet et Fulton-Gillet, respectivement, avec

d'autres arguments.
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Exposé I

HYPERRESOLUTIONS CUBIQUES

par F. GUILLEN

Nous développons dans cet exposé la théorie des hyperrésolutions cu-
biques de V. Navarro Aznar. Cette théorie a déja été présentée partiel-
lement dans [7], ou on a donné une application a la théorie de Hodge-
Deligne qui se base essentiellement sur la construction cubique. Le
lecteur pourra trouver dans [8] une introduction aux idées principales.
La variante des hyperrésolutions cubiques projectives a eté introduite
dans [13]. Cet exposé donne un développement plus formel et complet de

la théorie citée ci-dessus.

Les théoréemes fondamentaux se trouvent dans les paragraphes 2, 3 et
6. Le théoréme (2.15) prouve, a partir du résultat clef (2.6), l'exis-
tence d'hyperrésolutions cubiques d'un k-schéma S , ou k est un
corps de caractéristique zéro. Ce théoreme, en termes simpliciaux (voir
[7]1(2.1.6) pour la relation entre objets cubiques et objets simpli-
ciaux), assure l'existence d'une hyperrésolution simpliciale stricte
lisse X, —> s de s telle que dim Xn < dim S-n , pour tout n .
Le théoréme (3.8) établit une équivalence entre la catégorie des
k-schémas et une catégorie localisée de la catégorie des hyperrésolu-
tions cubiques des k-schémas , équivalence qui, avec des hypothéses
convenables explicitées dans (3.10), permet d'étendre un foncteur co-
homologique de la catégorie des k-schémas lisses a la catégorie aes
k-schémas arbitraires. Les hypothéses mentionnées sont vérifiées dans
le théoréme (6.9) pour la cohomologie singuliére des varietés comple-
xes.On trouvera dans les exposés suivants d'autres théorémes de des-

cente cohomologique analogues a (6.9).

Le §1 est consacré aux préliminaires catégoriques. La section A)
contient des définitions relatives aux diagrammes. Dans la section B),
on rappelle une construction, due a Grothendieck, qui associe un scin-
dage a tout diagramme de catégories, et qui permet de définir le dia-
gramme total d'un diagramme de diagrammes d'une catégorie arbitraire.
Dans la section C), on introduit la notion de catégorie ordonnable,
dont un cas particulier est celui des catégories cubiques, introduites
dans la section D).

Dans le §5, on rappelle la définition de faisceau sur un diagramme



d'espaces topologiques et des foncteurs d'image réciproque et d'image
directe associés a un morphisme de diagrammes d'espaces topologigques.
La remarque (5.18) établit la relation entre les notions données ici
et les notions originales de la théorie des topos, en considérant un
diagramme d'espaces topologiques comme un site fibré.

Finalement, le §4 montre l'existence de compactifications d'un dia-

gramme de schémas.

Je voudrais vivement remercier ici V. Navarro Aznar qui m'a donné
l'occasion d'exposer sous une forme écrite sa théorie.

1s Préliminaires.

1.1 Dans tout l'exposé, on fixe un univers U . Les notions de peti-
tesse seront relatives a U .

On dénote par Cat 1la catégorie (large) des petites catégories. Si
C est une catégorie, c® désigne la catégorie opposée a la catégorie
C.Si n est un entier 2 0 , on dénote par n la catégorie
associée a l'ensemble ordonné {0,1,...,n-1} .

Soient F: D —> C un foncteur, s un objet de C . On dénote par
F/s la catégorie des objets de D au-dessus de s relativement a

F , définie de la fagon suivante. Les objets de F/s sont les couples

(x,a) , ou x EO0Ob D et a: F(x) — s est un morphisme de C . Si
(x,a) , (y,b) sont deux objets de F/s , un morphisme de (x,a) dans
(y,b) est un morphisme f: x —> y de D tel que a = boF(f) . On

définit de fagon analogue la catégorie s\F des objets de D au-des-
sous de s relativement a F

A) Diagrammes.

Dans les sections A) et B) suivantes, C désignera une catégorie.

1.2 Si I est une petite catégorie, on appelle l-diagramme de C de
type I , ou I-objet de C , tout foncteur de 1° dans ¢

Soit ¢: I —> J un foncteur entre petites catégories. Si Y est
un J-objet de C , le foncteur Yogp est un I-objet de C que nous
dé-noterons par w*(Y) ou YxIJ , selon le contexte.

Soient X et Y deux l-diagrammes de C de types I et J res-
pectivement. Un morphisme de l-diagrammes de C de X dans Y est
un couple formé d'un foncteur ¢: I —> J et d'une transformation

*
naturelle f: X ==> ¢ (Y) . On dénote le dit morphisme par le



diagramme

et on dit que f est un ¢-morphisme. Si ¢ est 1l'identité de I on
dit simplement gque f est un I-morphisme ou un morphisme de I-objets.
Si 1, j sont des objets de I et u est un morphisme de I , on
désignera par Xi (resp. Xu , resp. fi ) 1'image de i (resp. u ,
resp. i ) par X (resp. X , resp. f ).
Si  X: I'——> C est un Io—objet de C , on utilisera la notation

i u i ;
X*, X°, £, au lieu de Xi , Xu , fi

Les l-diagrammes de C définissent une catégorie gu'on note

Diagrl(c) (voir [10], (VI.5.6.6)). Les I-objets et les I-morphismes
de C définissent une sous-catégorie de Diagrl(C) , qui s'identifie
a la catégorie HomCat(IO,C) . On a un foncteur

typ: Diagrl(c) —> Cat

défini par typ(X) = I pour tout I-objet X de C , et typ(f) = o

pour tout ¢@-morphisme f de l-diagrammes de C .

1.3 Soient S wun objet de C , I une petite catégorie. Nous appel-
lerons I-objet de C augmenté vers S tout I-objet X+ de C/Ss ,
que nous identifierons a un I-objet X de C muni d'un morphisme
a: X —> S de l-diagrammes de C tel que typ(a) soit le foncteur
canonique I — 1 .

Soient ¢: I —> J un foncteur entre petites catégories, u: S — T
un morphisme d'objets de C . Si a: X — S , resp. b: Y — T , est
un I-objet, resp. J-objet, de C augmenté vers S , resp. T , nous ap-

pellerons ¢-morphisme augmenté au-dessus de u tout @-morphisme

¥
l b
T

f: X — Y tel que le diagramme

£
e
a
u
—_

N «— X

soit commutatif.



Les diagrammes augmentés de C et les morphismes d'augmentations
P . . . . +
définis ci-dessus forment une catégorie que nous noterons Dlagrl(c)

On a des foncteurs
"o + "1
C «——— Diagrl(C) ——> Dia rl(C)

définis par no(X —> S) =S et nl(X —> S) =X

B) Diagramme total d'un 2-diagramme.

Cette section ne sera utilisée que jusqu'au §3.

1.4 On appelle catégorie des 2-diagrammes de C et on note

Diagrz(c) la catégorie Diagrl(Diagrl(C)) (voir [10]).

On a un foncteur
typl: Diagrz(c) —_— Diagrl(Cat)
défini par typl(X) = typoX , pour tout 2-diagramme X de C

1.5 Soient I une petite catégorie, K un I-objet de Cat . Dans

[4] on associe a K une nouvelle catégorie, que nous noterons tot(K)
et appellerons catégorie totale du foncteur K , de la facon suivante:
les objets de tot(K) sont les couples (i,x) tels que 1 € Ob I et
X € Ob Kl , et les morphismes (i,x) —> (j,y) sont les couples (u,a)

formés par un morphisme u: i —> j de I et par un morphisme

a: x — Ku(y) de Ki . La composition (w,c) = (v,b)o(u,a) de deux
morphismes (u,a): (i,x) —> (j,y) et (v,b): (j,y) —> (k,z) de
tot(K) est définie par (w,c) = (qu,Ku(b)ua)

Si f: K —> L est un morphisme de l-diagrammes de Cat tel que
typ(f) = ¢ , £ définit alors un foncteur

tot(f): tot(K) ——> tot(L)

par tot(f)(i,x) = (w(i),fi(x)) , si (i,x) € Ob tot(K) , et par
tot(f)(u,a) = (w(u),fi(a)) , si (u,a): (i,x) —> (3j,y) est un
morphisme de tot(K)

Il est aisé de voir gqu'avec ces définitions
tot: Diagrl(cat) —> Cat

est un foncteur.



