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INTRODUCTTION

La notion de martingale par rapport a un ensemble Q muni d'une
tribu ¢, d'une probabilité A sur O, et d'une famille de tribus A-mesurables

(qa)teii , croissante et continue a droite, est bien connue. Les martingales
+

ont été généralisées de deux manieres. D'abord, on introduit les martingales
locales (M est une martingale locale s'il existe une suite croissante (Tn)ném

de temps d'arrét, tendant stationnairement vers +e pour n- +=, telle que chaque
T
processus arrété X n 1{T >0} soit une martingale) ; alors qu'une martingale
n

est nécessairement intégrable (M, est intégrable pour tout t), une martingale

t
locale ne 1l'est plus nécessairement. Ensuite on définit une semi-martingale

X est une semi-martingale s'il est, de maniere non unique mais unique dans le
cas de processus continus, la somme d'un processus adapté cadlag a variation
finie, et d'une martingale locale. Un processus a variation finie est peu
oscillant, alors qu'une martingale locale peut 1'&étre beaucoup ; les principa-
les singularités de la semi-martingale proviendront de la martingale locale. La
premiere raison fondamentale de 1l'introduction des semi-martingales est qu'on
peut calculer 1'intégrale d'une fonction H assez réguliere par rapport a une

fonction a variation finie , f dVS, mais que 1'on peut aussi, c'est

H@
L Jo,t] o
un résultat fondamental di essentiellement a 1to, calculer une intégrale stochas-

tique I]o . Hs dMS de H, processus prévisible localement borné, par rapport a
une marti;gale locale M ; le calcul ne se fait plus trajectoire par trajec-
toire, il est global, et dépend non seulement des processus H et M, mais de la
mesure de base A, et d'ailleurs il n'est défini que comme classe de processus,
a un ensemble A-négligeable pres de Q. On peut donc aussi calculer une inté-
grale stochastique I H dXS d'un processus prévisible localement borné H

s
Jo,t]
par rapport a une semi-martingale X. Et il existe alors une formule remarquable
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du changement de variables, aussi due a Itd, ici page 5, qui permet d'exprimer
?(X), si 9 est une fonction réelle de classe C2, comme somme d'intégrales sto-
chastiques, portant sur les dérivées ?'(X), ¢"(X), relativement a X et a une
autre semi-martingale <XC,XC>- Et ainsi, alors qu'une fonction C1 d'un proces-
sus a variation finie est encore a variation finie, une fonction C2 d'une semi-
martingale est une semi-martingale. Et c'est la la deuxieme raison fondamentale
de 1l'introduction des semi-martingales : les martingales ne sont stables que
par les applications affines, les semi-martingales sont stables par les appli-
cations C2 ; on peut '"courber" une semi-martingale, elle reste une semi-martin-
gale. Ceci est naturellement valable pour des semi-martingales a valeurs dans
des espaces vectoriels de dimension finie, et pour des applications ¢ de classe
C2 d'un espace vectoriel dans un autre. Les semi-martingales ont d'ailleurs
bien d'autres stabilités (par exemple on peut remplacer la mesure de base A par
une autre équivalente), ce qui en a fait, dans les dernieres années, un outil
tout-a-fait fondamental.

I1 était alors intuitif qu'on devait pouvoir définir les semi-martin-
gales a valeurs dans des variétés différentielles de classe C2. Et, curieuse-
ment, cela n'avait pas été vraiment fait. C'est d'autant plus curieux que de
telles semi-martingales ont été, en fait, utilisées. On a longement étudié le
"mouvement brownien' sur une variété, associé a un opérateur différentiel du
second ordre elliptique (voir ici § 8). On étudie couramment ce processus

carte par carte, comme processus de Markov, mais on ne 1'a jamais appelé semi-

martingale ! Ce qui a pour conséquence d'oblitérer certaines de ses propriétés.
C'est cette lacune que nous allons combler ici. En méme temps, on introduira
de remarquables intégrables stochastiques par rapport a ces semi-martingales
sur les variétés.

Les martingales conformes, a valeurs complexes ou dans un espace
vectoriel complexe de dimension finie, ont été étudiées par Getoor et Sharpe
[1]). Elles ont diverses application a 1'étude des fonctions holomorphes ou har-

moniques. Ici la formule de changement de variables d'Itdo a une conséquence
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remarquable : une fonction holomorphe d'une martingale conforme est une martin-
gale conforme, les martingales conformes sont stables par applications holo-
morphes. Il est donc a présumer qu'on peut définir les martingales conformes a
valeurs dans des variétés analytiques complexes. Toutefois il existe ici des
difficultés fondamentales, tenant a ce qu'une variété complexe peut avoir tres
peu de fonctions holomorphes (seulement les constantes si elle est compacte),
il faudra tout un mécanisme d'équivalences locales de processus pour dépasser
cette difficulté.

Telles ont été les motivations de cet ouvrage. C'est parce qu'elles
sont d'ordre tres général, et que les semi-martingales sur les variétés me
paraissent devoir etre utilisées systématiquement (le mouvement brownien sur
une variété riemannienne est bien un objet courant !) que je suis heureux que
les Lecture Notes veuillent bien leur donner accueil.

Voici maintenant un résumé, paragraphe par paragraphe.

§ 1. Semi-martingales a valeurs dans une variété différentielle, p. 1 a 6.

Ce paragraphe donne d'abord quelques définitions de base, puis la
définition (1.2) page 6 d'une semi-martingale X a valeurs dans une variété V
de classe C2 : le processus X est une semi-martingale si, pour toute fonction
9 réelle de classe C> sur V, ¢(X) est une semi-martingale réelle ; cela cofn-
cide avec la définition usuelle si V est un espace vectoriel. C'est stable par
application C2 d'une variété dans une autre. Si X est un processus a valeurs
dans une sous-variété V' d'une variété V, il est semi-martingale a valeurs

dans V' si et seulement s'il est a valeurs dans V.

§ 2. Localisation des semi-martingales, et passage du local au global,

p«7 a 13.
Soit (A ) une suite de parties de R xQ, A leur réunion. On
n nEN +
souhaite des théoremes du type suivant : si un processus X sur A est, sur cha-
que An , restriction d'une semi-martingale, il 1'est aussi sur A. Sous cette

forme générale, c'est évidemment faux. C'est vrai si les An sont des ensembles
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semi-martingales (page 7 ), et si A est leur réunion stationnaire (pour tout,
w€Q, A(w) est réunion d'un nombre fini des An(m)), lemme (2.2), page 8 . On
peut aussi considérer (ce sera toujours le cas dans les paragraphes suivants)
des An ouverts (An est ouvert, si, pour tout w, sa coupe An(w) est ouverte

sur ﬂ;). Méme la, le résultat est faux, déja pour une réunion de deux ouverts;
mais il est vrai pour une réunion d'une suite d'ouverts optionnels, si cette
réunion est A= ﬁ; x{ tout entier, proposition (2.4), page 10. Cette possibi-
lité de recollement permettra de considérer, pour une variété V, un atlas
(V;])nE]N » et de prendre pour A les X_1(V$) (lorsque que X est continue adap-
tée). C'est ainsi que nous démontrerons que, si V est un revétement de V,

X une semi-martingale continue sur V, ; un relevement de X dans V (un tel rele-
vement est connu des que le relevement au temps O, ;o’ est connu, parce que ﬁ;
est un segment), tel que }o soit 1%~mesurable, alors ; est encore une semi-

martingale, a valeurs dans V, proposition (2.6) - théoreme I, page 11.

§ 3. Localisation des processus attachés a une semi-martingale vectorielle;

équivalence de semi-martingales vectorielles, p. 14 a 28.

Les processus attachés a une semi-martingale X sont la composante
martingale locale continue XC, ses intégrales stochastiques He X ; et, pour
deux semi-martingales X, Y, leur crochet [X,Y]. En dehors des semi-martingales,
on ne peut avoir de recollement analogue a la proposition (2.4) : si, dans
chaque An’ X est restriction d'une martingale locale continue, par exemple, il
ne 1'est jamais dans A, méme dans les cas les plus simples. On utilisera la
notion d'équivalence. X est équivalent a O dans 1'ouvert A de ﬁ; xQ, X ; 0,
s'il est localement (au sens topologique) constant sur A, définition (3.1),
page 15 . A partir d'un lemme fondamental (si, pour une martingale locale de
carré intégrable M, <M,M> est équivalent a O sur A, M l'est aussi, lemme (1.3
bis) page 15), on démontre alors les propriétés suivantes : si X est équiva-
lent 4 O sur A, X 1'est aussi, tous les crochets [X,Y] aussi, et toutes les

intégrales stochastiques He X aussi ; si H=0 sur A, HeX est équivalepte a O
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sur A pour toute X, proposition (3.2)-théorem: II, page 17. Ce théoréme sera
la clé de toute la suite. On en déduit qu'une semi-martingale X a un plus grand
ouvert d'équivalence avec une martingale locale continue, et qu'il est option-

nel, proposition (3.4)-théoreme III, page 21 ; donc, si A=( (An) et si

nelWN ’
une semi-martingale X est, dans chaque An, équivalente a une martingale locale
continue, elle 1'est aussi dans A. C'est ce passage du local au global pour les
équivalences qui remplacera la proposition (2.4) manquante, pour les martinga-
les locales continues. On relie cette localisation a des intégrales stochasti-
ques : pour A ouvert optionnel, X est équivalente sur A a une martingale locale
¢ontinue, ssi 1A- X est une martingale locale continue, corollaire (3.8),

page 25. Enfin on essaie de localiser les processus croissants, de maniere a
pouvoir localiser les sous-martingales locales continues, comme on a localisé
les martingales locales continues ; ce sont les propositions (3.10) page 26 et
(3.11) page 27, soumises a la restriction de la continuité de X, geénante pour

les applications ; cette restriction est peut-étre évitable, mais je n'ai pas

pu 1l'éviter.

§ 4. Martingales conformes vectorielles et leurs localisations,

pages 29 a 37.

Dans ce paragraphe, semi-martingale voudra dire semi-martingale con-
tinue, martingale voudra dire martingale locale continue. Un processus M, a
valeurs vectorielles, est appelé une martingale conforme, si M et M2 sont des
martingales ; ou si M est une martingale, et <M,M> constant. La proposition
(4.2)-théoreme IV donne les propositions d'équivalence ; essentiellement, X
est équivalente sur A a une martingale conforme, ssi X et X2 sont équivalentes
a des martingales, ou X a une martingale et [X,X] a 0. On en déduit que X
a un plus grand ouvert d'équivalence a une martingale conforme (passage du
locale au global), et qu'il est optionnel. Les intégrales stochastiques d'une

martingale conforme sont encore des martingales conformes, les fonctions holo-

morphes d'une martingale conforme sont des martingales conformes, ce qui per-

mettra de définir les martingales conformes sur les variétés analytiques



complexes. La proposition (4.3)-théoreme V étend ce résultat a des équivalences;
il sera fondamental pour le paragraphe suivant. Puis (4.5) étend aux semi-mar-

tingales conformes, pour lesquelles X€ est une martingale conforme.

§ 5. Martingales et semi-martingales conformes a valeurs dans des varié-

tés analytiques complexes, pages 38 a 55.

On pourrait songer a utiliser la méme définition que pour une semi-
martingale a valeurs dans une variété, en disant que X est une martingale con-
forme a valeurs dans V si, pour tout fonction ¢ holomorphe sur V a valeurs com-
plexes, ?(X) est une martingale conforme. C'est impossible, parce qu'une varié-
té V qui n'est pas de Stein a trop peu de fonctions holomorphes (si V est com-
pacte, une fonction holomorphe est constante). On devra prendre une définition
locale, utilisant les équivalences du paragraphe précédent : X est une martin-
gale conforme si, pour toute ¥ complexe de classe 02 sur V, holomorphe sur un
ouvert V' de V, ®(X) est une semi-martingale, équivalente sur X_1(V') a une
martingale conforme, définition (5.1), page 38. Grace au théoreme V, cela redon-
ne la déefinition usuelle si V est un espace vectoriel. L'image d'une martingale
conforme par une application holomorphe de V dans une autre variété analytique
W, est trivialement une martingale conforme ; la proposition (5.3)-théoreme VI
étend ce théoreme aux équivalences locales. Par exemple, si X est un processus
prenant ses valeurs dans une sous-variété analytique V' de V, X est martingale
conforme a valeurs dans V' ssi elle l'est a valeurs dans V, corollaire (5.4)
page 41. On en déduit 1'analogue du théoreme I, la proposition (5.5)-théoreme
VII : le relevement d'une martingale conforme dans un revétement est encore
une martingale conforme.

La fin du paragraphe étudie les relations entre martingales conformes,
fonctions plurisous-harmoniques et ensembles pluri-polaires. Si X est une martin-
gale conforme, et ¥ une fonction plurisous-harmonique C2 sur V, @(X) est une
sous-martingale locale continue (avec version locale), proposition (5.8)-théo-
reme VIIT, page 44. La proposition (5.10)-théoreme VIII bis étend ce résultat

aux fonctions plurisous-harmoniques non nécessairement continues, mais seulement
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si V est un ouvert de CN, ce qui est regrettable (je ne sais pas si le résultat
général est vrai).

Pour terminer, on établit une relation entre martingales conformes et ensembles
pluripolaires, analogue a celle qui existe entre mouvement brownien et ensem-

bles polaires en théorie du potentiel. Un ensemble H de € est polaire (en dimen-
sion N= 1), si, pour tout a€ €, il existe un voisinage U de a et une fonction ¢
sous-harmonique dans U, non identicue a -», mais égale a -» sur HNU. On sait alors
que le mouvement brownien, quelle que soit sa distribution de départ (il peut par-
tir d'un point de H) est toujours dans CH aux temps >0 . Comme une martingale
conforme a valeurs dans € est, a un changement de temps pres, un mouvement brow-

nien, on en déduit que toute martingale conforme ''quitte H sans retour'", ce qui

veut dire que, des que la trajectoire a quitté H (ce qui peut ne jamais lui
arriver), c'est pour toujours. Il s'agit d'étendre cela aux variétés de dimen-
sion NC quelconque. Les martingales conformes sont alors bien plus générales
que des mouvements browniens plus ou moins modifiés ; on doit remplacer les
ensembles polaires par les ensembles pluripolaires, pour lesquelles on remplace
fonction sous-harmonique par fonction plurisous-harmonique. Mais ce n'est pas
exactement ainsi que le probleme se présente, on doit considérer les ensembles
C-fermés, proches des ensembles pluripolaires, mais pas identiques. C'est
1'objet de la proposition (5.11)-théoreme VIII ter, page 52, au sujet de la-

quelle il y a bien des problemes non résolus.
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§ 6. Sous-espaces stables de martingales réelles. Sous-espaces stables et

intégrales stochastiques associées a une semi-martingale a valeurs dans une

variété, pages 56 a 85.

Nous revenons au cas réel ; dans ce paragraphe, semi-martingale vou-
dra dire semi-martingale continue, martingale voudra dire martingale locale
continue nulle au temps 0. Deux martingales M, N, sont orthogonales si <M,N> = 0.

Un espace stable 7 de martingales est un espace vectoriel de martingales, tel

que : a) si MEM, si T est un temps d'arrét, MTGEW ; b)) si (T)) en €St une
n’ n€
suite croissante de temps d'arrét tendant stationnairement vers +® pour n -,
T

et si, pour tout n, M "cm, alors MEM 5 ¢) si IQ est 1'espace des martingales
vraies (pas seulement locales) de carré intégrable, WFISZ est fermé dans £2.
On établit alors des relations entre la stabilité et 1'orthogonalité ; le sous-
espace stable engendré par un espace de martingales est son biorthogonal, et,
si M est stable, W+ 1'est aussi et 1l'espace des martingales est somme directe
WKBWf . Le sous-espace stable engendré par m martingales orthogonales
(Mk)k:],...,m est 1'ensemble des H, oM +H, e M2~ Ceet Hmo Mm, ou Hk est de_
intégrable. Si alors X est une semi-martingale sur une variété V, on appelle
M(X) le sous-espace stable de martingales engendré par les (9(X))€, @ fonctions

2N+1

2
réelles C° sur V. Comme V est plongeable dans R , N=dim V, 7(X) est engen-

dré par m< 2N+1 martingales orthogonales. On établit alors une remarquable for-

mule symbolique : si les M k=1,2,...,m, sont des martingales orthogonales

K’
engendrant au moins 7I(X), on peut écrire symboliquement, d'une maniere unique,
x© = E Hk- Mk’ ou les Hk sont des processus tangents optionnels intégrables
(Hk(t,w) est un vecteur tangent au point X(t,w), H est de~intégrab1e) ; ce
qui veut dire, que pour tout plongement de V dans un espace vectoriel, x€
s'écrit effectivement de cette maniére, voir (6.2)-théoreme IX, page 62. Ceci
permet d'introduire de remarquables intégrales stochastiques, les intégrales

de processus optionnels cotangents. Un tel processus J est optionnel, a valeurs
dans le fibré cotangent, J(t,w) cotangent au point X(t,w)- On peut alors essayer

de définir 1'intégrale stochastique (J ¢ X)t:.f (J |dXS), dans la mesure

Jo,t]
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ou dX est presque tangent. En fait, on ne le peut pas, mais on peut définir

sa composante martingale , J e Xx¢. Un moyen direct d'y arriver est d'utiliser la

martingale symbolique indiquée ci-dessus, X€ = E Hk- Mk’

JexS=-3 (J|Hk)- Mk’ J étant dXC-intégrable si et seulement si chaque
k

en posant

—intégrable, proposition (6.5) - théoreme X

(J|Hk) est dM,

page 67. Et 1'ensemble des J o X ainsi obtenu est exactement 1'espace 7(X) en-
gendré par X, proposition (6.4)-théoreme XI, page 74. Comme alors 1'ensemble
des J peut étre engendré par N processus cotangents optionnels, M(X) admet un
systéme générateur de m<N martingales orthogonales, au lieu de m< 2N+1 trouvé
antérieurement, proposition (6.5)-théoreme XIT, page 78. La proposition (6.7)

page 83 étudie les sous-espaces stables 7(X) et leurs équivalences sur des

~

ouverts de R+ X, et on en déduit que, si X est un relevement de X dans un

revétement V de V, 7(X) = 7(X).

§ 7. Sous-espaces stables de martingales complexes. Sous-espaces stables

et intégrales stochastiques associées a une semi-martingale conforme a valeurs

dans une variété analytique, pages 86 a 100.

Ici V est une variété analytique. Si X est une semi-martingale a
valeurs dans V, on considerera 1'espace stable 7(X) de martingales complexes
engendré par les (©(X)), ¢ fonctions complexes de classe c? sur V, et des in-
tégrales stochastiques J o X€ de processus cotangents complexes J. Parmi les
vecteurs cotangents complexes en un point de V (applications R-linéaires de
1'espace tangent en v dans €) figurent ceux, appelés T-cotangents, qui sont des
formes €-linéaires sur 1'espace tangent en v, relativement a la structuree com-
plexe de 1'espace tangent définie par celle de V. On peut alors donner une carac-
térisation globale des semi-nartingales conformes (alors que la définition (5.1)
page 38 était locale) : X est une semi-martingale conforme si et seulement si,
pour tout J processus optionneel T-cotangent ch~intégrable, J e X¢ est une mar-
tingale conforme, proposition (7.1)-théoreme XIII, page 89. On peut au§si, page

92 | donner de maniere analogue une définition globale des martingales conformes,
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en utilisant les intégrales stochastiques de Stratonovitch.

A coté de 1'espace M(X), existe un espace plus petit, mC(X) ; si X
est une martingale complexe M (a valeurs dans V=1C), 7(X) est 1'espace stable
engendré par Re M et Im M, alors que mm(M) est 1'espace engendré par M seule.
On définit mE(X) comme 1'espace des J ¢ X°, pour tous les J I-cotangents option-
nels ch-intégrables. On étudie ensuite ses équivalences sur des ouverts de
i; XxQ , et on en déduit que, si } est le relevement de X sur un revétement V
de V, W%(;)::WE(X), proposition (7.4) page 98. Si V est de Stein, mE(X) est sim-
plement 1'espace stable de martingales engendré par les (W(X))C, ® holomorphes

sur V, corollaire (7.5) page 98, comme 7(X) était 1'espace engendré par les

(9(X))€, @ de classe ¢2 gur V.

§ 8. Diffusion et mouvement brownien sur une variété sans bord,

pages 101 a 120.

Soit L un opérateur différentiel sur V, de second ordre, sans terme

constant, lu dans une carte comme
2
L=z = al0 —5—+ zvio & .
i,j dx 0x i ax

Les ai’j définissent intrinsequement un champ de formes quadratiques sur les
espaces cotangents, donc une structure riemannienne sur V ; on désignera par
1) % le produit scalaire ainsi défini sur les espaces cotangents. Les métho-
des d: Stroock et Varadhan lui associent un processus de Markov. On montre
alors que ce processus X est une semi-martingale, proposition (8.4)-théoreme
XIV, dont on détermine tres explicitement la composante X€ au sens du & 6. La
proposition (8.5)-théoreme XV,page 107, étudie les intégrales stochastiques
JeX® : J est dX“-intégrable ssi (J|J) 4+ est presque siirement intégrable Lebes-
gue. On a la formule remarquable, pour deux processus optionnels cotangents J,

JUs <Jex®, g exS - (g_lav)
t f]O,t] s s'q

J1,J2,...,JN sont N processus optionnels cotangents orthonormés, les Jk o X

ds, formule (8.6), page 107. Si

c_ Bk
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sont N mouvements browniens indépendants. On suppose ensuite V analytique com-
plexe, et L hermitienne ; alors, X est une semi-martingale conforme, proposi-
tion (8.9)-théoreme XVI, page 116 , et une martingale conforme si L est pseudo-
kHhlérienne (en particulier si L est le laplacien d'une structure kHhlérienne

sur V), proposition (8.11)-théoreme XVII, page 119 .

Ce texte a été dactylographié au Centre de Mathématiques de 1'Ecole

Polytechnique, Laboratoire Associé au C.N.R.S. No 169, par Marie-José Lécuyer.



8.

TABLE DES MATIERES

Introduction ecce.ececccreccccncracenensens o A 6§ e A e ) S B S8 41 8 W e e csenn v
Semi-martingale a valeurs dans une variété différentielle «-.eeace-n 1
Localisation des semi-martingales et passage du local au global .... 7

Localisation des processus attachés a une semi-martingale vecto-

rielle ; équivalences de semi-martingales vectorielles ....¢.ue... -ee 14
Martingales conformes a valeurs vectorielles et leurs localisations 29
Martingales et semi-martingales conformes a valeurs dans des varié-

tés analytiques COMPLEXEIS « e wsmee s - s easoanansssssssaessssesssnsssas 38
Sous-espaces stables de martingales réelles. Sous-espaces stables

et intégrales stochastiques associées a une semi-martingale a

valeurs dans une variété .......... o o u o« e et e e S e 6§ a8 e e 56
Sous-espaces stables de martingales complexes. Sous-espaces stables

et intégrales stochastiques associées a une semi-martingale confor-

me a valeurs dans une variété C-analytique .......... o (m oo oo miw i p i p i me O
Diffusion et mouvement brownien sur une variété sans bord .......... 101
Notes sssicaicawnsmacaoasass PR e EE S e R e e s e E W aE e e e ssas 121
Index bibliographique ...eec.ieierinecececnennacnnnns cesessassE el uE e 127

Index terminologique et index des notations ...... casssssassensssnes 130



§ 1. SEMI-MARTINGALES A VALEURS DANS UNE VARIETE DIFFERENTIELLE.

Nous emploierons, a quelques modifications pres, les nota-
tions de Paul-André MEYER [1], auquel il sera référé par M[1]. Pour les
notions de base, on pourra consulter aussi Paul-André MEYER [2], ou
Claude DELLACHERTE [1]. Les processus seront toutefois définis sur
i; x(, au lieu de R _xQ, ﬁ; étant la demi-droite achevée [0,»]. Si le
processus est noté X, sa valeur en (t,w) ¢ ﬁ; () sera X(t,w) ; pour
w€ N, la trajectoire X(w) sera la fonction t+ X(t,w) ; pour t€ ﬁ+,

Xt sera la fonction wk X(t,w). En général, X prendra ses valeurs dans
un espace topologique, d'abord un espace vectoriel de dimension finie
sur R ou €, ensuite une variété différentielle de classe C2. On dira
que le processus est cadlag (continu a droite, pourvu de limites a
gauche), si, pour tout w, X(w) est cadlag ; il sera alors souvent com-
mode de considérer que la trajectoire est la fonction (t,w)m X(t,w),
(t,w) = X(t ,w), définie sur [0,»] x JO,=], et elle sera alors compacte.
Bien siir, Q sera muni d'une tribu O et d'une probabilité A, ainsi que

d'une famille de tribus (% ) A-mesurables, croissante, et continue

t teR,
a droite (i.e.??t: n ‘tt' pour t < +®). On supposera aussi que chaque
t'>t
1& contient toutes les parties A-négligeables. Le processus X est

alors dit adapté si toute Xt est q&—mesurablc- Rappelons qu'un temps
d'arrét. est une variable aléatoire (que nous supposerons ici partout
définie, a valeurs dans ﬁ;) telle que, pour tout t, 1'ensemble

{T< t} soit 'Ut—mesurable. La tribu ‘Vt du temps d'arrét T est alors
1'ensemble des AcQ tels que, pour tout t, AN {Ts t}e‘tt. On dit ha-

bituellement qu'un processus réel ou vectoriel X, nul au temps

Pour les temps d'arrét, consulter Claude DELLACHERIE [1], chapitre

111, page 44.



O(on 0) vérifie localement une propriété P (par exemple X est une mar-
tingale locale, si P est la propriété d'étre une martingale ; martingale

sous-entend toujours cadlag), s'il existe une suite croissante (Tn)

nENN
de temps d'arrét, tendant vers +» pour n— +», telle que chaque proces-
T T
sus arreté X n’ défini par thz XT At ait la propriété P (par exemple
n

soit une martingale) ; et, pour X quelconque, X a localement la proprié-
té P si X- Xo I'a.. Ceci permet, par exemple, a un processus constant c,
adapté a 1'instant O donc a tout instant, d'étre une martingale locale,
bien que non nécessairement intégrable ; et, si M est une martingale,

cM 1'est aussi. On veut en somme que, si X a localement la propriété P,

X+c et cX 1'aient aussi. C'est en général équivalent a dire que chaque
T

rocessus a a ropriete on utililse e al u'1l ex1s-
P x " } a la propriété P ( tilise le fait qu'il exi

1

>
[Tn 0
te une suite croissante (Qn)nEN de partie de (1, de reunion O,(%}Eﬁ%,

telles que Xo soit bornée sur chaque Qn, a savoir Qn= [|X0|S n} ;3 si

alors S =+ sur Q_, O sur CO , S est un temps d'arrét, alors
n n n n
Sn _
et é .
X 1{Sn:>0} est nul sur R_x Cﬂn 5 borné au temps 0). Avec cette

définition, le mouvement brownien, défini seulement sur R+ xQ, pris

égal a une constante arbitraire au temps += (il n'est plus alors cadlag
\

sur ﬂ; x() , est une martingale locale, en prenant Tnz n. C'est ce que

nous ne voulons pas ici. Nous serons donc amenés a modifier cette défi-

nition de deux manieres. D'une part la tendance des Tn vers +® était

adaptée aux processus sur R+ x{) 3 pour des processus sur R* %X, nous

supposerons que les Tn tendent stationnairement vers +®, c-a-d. que,

pour tout w, Tn(w)= +o pour n assez grand. (Alors le mouvement brownien
prolongé n'est plus une martingale locale, puisqu'il n'est pas cadlag !)

Ensuite, X prendra souvent ses valeurs dans une variété V, alors X - Xo
T

s n :
n'a aucun sens, ni X Nous dirons donc qu'un processus X

1{Tn>0} .

¢ Voir par exemple la définition d'une martingale locale dans M[1],

définition 1, page 291.



