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PREFACE

Ce volume fait suite aux trois premiers de la série , numéros 409 (Octobre
1970-Décembre 1973) , 482 (Janvier 1974-Juin 1975) et 670 (Octobre 1975-Juin
1977) des Lecture Notes in Mathematics .

I1 débute par des textes inédits de D, Barlet et F. Campana , correspondant
respectivement aux conférences du 15 Mai 1975 et du 13 Mai 1977 4 et toujours
d'actualité .

En dehors de la participation précieuse de chercheurs étrangers , cl'est le
résultat d'une collaboration &troite et permanente entre les Universités de
Bordeaux , Nancy et. Paris VII . Dans une unité accrue s le théme de l'espace
des cycles joue un r8le dominant .

Le séminaire a pu se poursuivre grice aux subventions de 1'Université
Paris VII pour le paiement des frais de missions des participants 3 en 1979 ,

il fait partie des activités de 1'Année de Géométrie & Paris VIT . Le fonction-
nement en journées groupées a continué de s'imposer comme le plus commode et le
plus fructueux , permettant en outre au séminaire hebdomadaire (non publié) de
s'adresser spécialement & des chercheurs débutants .

La publication de ce volume a pu &tre réalisée grlce aux conférenciers
qui ont bien voulu faire dactylographier leurs textes dans leur propre Université,
et naturellement gréce 3 la Librairie Springer qui reste un modéle de compétence

et de dynamisme .

F. Norguet

Paris , le 2 Novembre 1979 ,



Au moment de la mise sous presse , un télex de 1'Ecole Normale

Supérieure de Pise annonce le décés d'Aldo Andreotti , survenu le 21
Février 1980 .

La dédicace de ce volume n'est pas seulement une marque de
reconnaissance pour sa participation répétée aux travaux du séminaire ;
elle tient & souligner le caractére essentiel de sa contribution & la
naissance et au développement des théories auxquelles le séminaire

se consacre .

F. Norguet
Paris , le 29 Février 1980 .
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FAMILLES ANALYTIQUES DE CYCLES ET CLASSES

FONDAMENTALES RELATIVES
par

Daniel BARLET

INTRODUCTION

Le principal intéré€t de cet article est de montrer que la notion de
famille analytique de cycles d'une variété analytique qui a été introduite et étu—
diée dans [B] est caractérisée par 1l'existence d'une classe fondamentale relative.

Ceci permet de jeter une lumiére nouvelle sur le chapitre 2 de [B] ’
et de donner une démonstration probablement moins ardue du théoréme 4 de ce méme
chapitre. En revanche, cette nouvelle formulation permet de considérer les théoré—
mes 6, 8 et 10 de [B] comme des critéres d'existence de classes fondamentales
relatives, et permet de généraliser le théoréme 12 d'intégration de classes de
cohomologie.

On remarquera que le §1 donne une construction élémentaire (en parti-
culier sans complexe dualisant) de la classe fondamentale d'un cycle d'une variété
analytique.

Je voudrais remercier ici P. Deligne qui m'a suggéré qu'une telle for-

mulation était intéressante,




 § 1. - LA CLASSE FONDAMENTALE D'UN CYCLE DANS UNE VARIETE ANALYTIQUE.

A) Définition et unicité.

Dans ce qui suit , Z désignera une variété analytique (lisse) de di-
mension pure n+ p dans laquelle nous considérerons des cycles analytiques de di-
mension pure n . Nous supposerons p=22 en laissant au lecteur le soin d'adapter
nos énoncés au cas p=1 (qui est beaucoup plus simple ; voir par exemple le
théoréme 9 de [B]) .

Si X est une sous-variété analytique fermée de Z de dimension pure
n , la notion de classe fondamentale de X est bien connue. Rappelons que cette

VA
classe fondamentale, que nous noterons c

« st un élément de H§(Z,QP) qui est

localement défini comme suit au voisinage de X :

Si X = f_1(0) ot £ :2 -CP est une application analytique, on dé-
finit c§ = f*(co) ou ¢ (qui est la classe fondamentale de l'origine de CF)
est 1'élément de H?O}(CP,QP) qui est donné par le cocycle.

dx1 dx
- Y W e,
% X

1 P

relatif au recouvrement de Leray de CF- {0} par les ouverts {xi;{o} compte tenu

de l'isomorphisme canonique :
=1 ~
e~ fo), F) —=» H?o}(cp, ) .

On vérifie que la construction de ci ne dépend pas du choix des coordonnées nor-

males & X ce qui permet de globaliser car on a

HE(z,0F) = x°(z,18(cF)) ()

Considérons maintenant un cycle analytique X de Z de dimension pure

n , et notons par le son support.

(*) Ceci est vrai dés que X est de codimension pure p , car la suite spectrale
H;(Z,QP) - Eg’P_d = Ha(z,g_a(ﬂp)) dégénére puisque : g;(g)=0 pour E

localement libre sur Z et q<p [S.T] .



DEFINITION 1. - Nous dirons qu'un élément c)zc de HIiX'(Z,QP) est une classe fon- )/

damentale du cycle X si au voisinage de chaque point lisse x de ]Xl on _a

c.jz[ = 1<x o czlxl ou kx désigne la multiplicité de X au voisinage de x .

LEMME 1. - Si une classe fondamentale de X dans 2 existe, elle est unique.

Démonstration. — Si on fait la différence de deux classes fondamentales du cycle X
on obtient un élément de HITX|(Z’OP) qui est l'image d'une section globale du
faisceau }_I,I;(QP) ot Y désigne le lieu singulier de |X| ; comme Y est de codi-
mension au moins égale a p+ 1 et que le faisceau OP est localement libre, le

faisceau Ii‘l;(ﬂP) est nul ([S.T]) ce qui prouve le résultat.

B) Symkg sz % CP . X
ky . p L . Pyk o
Notons par Sym (C°) 1la variété algébrique normale (CF) /c;k ou o &
x 15
désigne le groupe des permutations de l'ensemble & k éléments. Rappelons que si

8 3 (Cp)k - Sh(CP) est 1'application algébrique définie par :

h
s
S (X;9euu,x ) = z X. ..o % pour hE€(1,k) . ;
h 1, ? k 1Si1<<iksk 1,I lh 2 e
) k o
La somme directe ?Sh passe au quotient et définit un plongement algébrique pro- %
N
)'q g
pre de Symk(CP) dans GBSh(CP) .
1
Si x€ Symk(CP) , nous noterons par x| le sous-ensemble (fini) de
cP aerinit par 1l'équation algébrique vectorielle (& valeurs dans Sk(CP)) H
P,k h k-h ;
|x| = {y€c* /T (-1) Sh(x).y = 0} %
0 N
avec la convention So(x) =1 . Il est clair que |x| s'identifie au support du
cycle x de CP ., B
N :
Nous noterons par Sym (CP) % €® 1le sous—ensemble algébrique de g
.
k k
sym (€7) x € {(x,y) €sym"(cP) x €®/y€ |x|} .
. X, .p p P L, . . i e
On remarquera que si P : Sym (C°) xCP = Sk(C ) désigne 1'application *

algébrique définie par :

P(x,y) : I (-1)s,(x).y*

O M~



- > ; k
On a ensemblistement Symk(CP) x cP=7 1(O) et que les équations de Sym (CF)xcP
données par les composantes de P , bien que non réduites en général, sont généri-
. 2 ‘ k
quement réduites (en particulier aux points réguliers de Sym (CP) X CP) .
. Pyk k. p i : ’
Soit g : (€7)” = Sym (C°) 1'application quotient ; si U est un ou-—

vert de Symk(CP) et m un entier, posons :

Gh(v) = wer(q (v),dY /v = w ¥ s€a,} .

LEMME 2. - Pour chaque entier m , le préfaisceau ug sur Symk(Cp) est un fais-

ceau algébrique cohérent (resp. analytique cohérent !) .

s " 2 i k m
Démonstration. - L'opération du faisceau structural de Sym (Cp) sur ug est
claire, et la vérification des axiomes de faisceaux évidente.

On a d'autre part une inclusion naturelle de faisceaux algébriques :
. m
e = ()

m
et q*(dn) est cohérent car q est finie. Il nous suffit donc de montrer que ug
est facteur direct de q*(dn) pour conclure. Or l'application de symétrisation

s(w) = (1/x!) £ s*(w)
chk

définit un morphisme de faisceaux algébriques (resp. analytiques) sur Symk(Cp) :
S 1 qu(dh) - d:

qui vérifie So j = id d'ou le résultat.
8i F est un faisceau algébrique cohérent sur Symk(Cp) x cP , nous

noterons par H;(E) 1'espace K- X, 3
Sym (€)% C

81 m est un entier, nous noterons par dz le faisceau algébrique

. (sym*(cP) x ¢,F) .

(resp. analytique) cohérent sur Symk(Cp) x CP  defini par

m *, me *
& = & (&) @ py(a)]

ol p, et P, sont les projections sur Symk(tp) et P



Nous nous proposons maintenant de montrer qu'il existe un élément
cxe HI;éQS) qui jouera le r8le d'une classe fondamentale pour le cycle de

sym“(cP) x ¢ aéfini par Sym*(CP) x P .

Remarque. - Pour chaque entier m , on a un morphisme naturel de faisceaux algébri-
; k,p . ok m 33 i
ques cohérents sur Sym (C ) 1 2 = wS car l'image réciproque par q d'une

Chps . k : . .
forme différentielle sur Sym (Cp) est invariante par l'action o, . De plus, la

k
restriction de i & l'ouvert des points réguliers de Sy'mk(CP) est un isomorphis-—
me. On en déduit 1l'existence d'un morphisme naturel de faisceaux algébriques cohé-
rents sur Symk(Cp) X CP que l'on notera encore i : Qm i d;l qui est un isomor-
; : ) . k P p
phisme aux points réguliers de Sym (C°)x C° .
On montrera plus loin que la restriction de Cy aux points réguliers
de Symk(CP) x € stidentifie (via i) & la classe fondamentale dans cet ouvert
. e kP cP
lisse de la sous-variété lisse Sym (C°)x s
*
Pour £€(CP)" , considérons 1'ouvert v, de Symk(Cp) x € qui est
défini par Wy = {(x,7) /P(x,v)(4) #0)} , ott 1'on a identifié les éléments de
S, (€P) aux polynBmes homogénes de degré k (c®y* t décrit  (cB)*
L polyndmes homogenes de degré sur . Quan L écri ’
les ouverts affines Vz forment un recouvrement, que nous noterons % s de

Symk(Cp) X c? - Symk(Cp) x cP , et pour tout faisceau algébrique cohérent F  sur

Symk(CP) x C° et tout entier r on a un isomorphisme de Leray :

B (sym“(€P) x €P - sym“(cP)x CP,F) > H'(7,F) .
Comme Symk(Cp) est affine, l'application naturelle :

" (sym™(€P) x €P - sym“(cP) xcPF) - H;:1(E)

est un isomorphisme pour r=21 . Ceci nous permet donc, puisque nous supposons
p22 , d'identifier H};éﬂz) et Hp_1('V,Qz) .
Considérons maintenant la (p- 1)-cochatne cxe ¢cP-1 (W‘,Qg) qui est dé-

finie par :
P d[»@i(Y—X)]

k
cxglw...,lap)()c,}’) = j§1 i/=\1 W



o

LEMME 3. - La cochafne c définie ci-dessus est un cocycle,

X

Démonstration. - Nous avons donc a montrer que si zo,...,zp sont des éléments

 de (€P)*, 1rélément de H°(vz LR L &F) qui est donné par :
; i

(o}

(6 cy) (freenrt) = B (DY ey (hneeid o)

*
est nul., Comme le sous-espace vectoriel de (CP) engendré par zo,...,zp est de

dimension au plus p , nous pouvons toujours supposer que l'on a
l’o=§ a; 4

ot a1,...,ap sont des scalaires. Explicitons :

(6 Cx) (ZO,---,ZP) (x1Y) = cx(£11-ovvflp) (xvY) + A(xvY)

ou

Al (y-x)] ’ afs (v-x,)]

' P i :
A(x,y) = 151 (-1) j§1 TO(Y"_XJ')_ Nows I swalh _HP =3

et comme on a

P
gy =z a;.dg

ko34m0 aley(yx,)] af4,(v-x5)]
A(x,y) =—i§1 J.§1 ‘o(y'x? 51(y_xj) Aev A Ep(y_xj)

P
ce qui donne, en sommant d'abord en i et en réutilisant la relation zo = % a; Li

que A(x,y) = —(cx)r (z1,...,zp) (x,y) ce qui achéve la démonstration.

* DEFINITION 2. - Nous appellerons classe fondamentale (généralisée) de Symk(CP)X c?

dans Symk(CP) x €° 1'élément de HE{Q:) défini par le cocycle cy Comsidéré

ci-dessus.
Montrons maintenant que la définition 2 est compatible avec la défi-

nition 1.



; : : X
LEMME 4. - La restriction de Cy a l'ouvert des points réguliers de Sym (Cp) x cP

est la classe fondamentale de la sous-variété de cet ouvert définie par

Symk(CP)x cP .

Démonstration. - Nous allons travailler en géométrie analytique (ce qui implique le
résultat algébrique). Commencons par préciser que x dans Symk(CP) est régulier
dés que x = q(x,[,...,xk) oli les vecteurs KpreoesXy de P sont deux a deux
distincts. '

Soit donc x° = q(x?,... ,xlc;) un point régulier de Symk(Cp) et prou-
vons le résultat au voisinage du point (xo,x(;) de Symk( cP)x cP .

Choisissons alors une base Lyreee ,zp de (Cp)* telle que 1l'on ait
,ei(xE—xf) #0 pour € (2,x) et i€(1,p) . Soit U um voisinage ouvert de
Stein de x° dans Symk(Cp) tel que la projection sur U de
Symk(Cp)x c®n (ux CP) soit un rev@tement trivial & k feuillets ; notons par
O c?

les applications analytiques de U dans dont les graphes sont les

k
feuilles de ce revétement, et supposons que l'on a fi(xo) = xi0 pour chaque
i€ (1,k) . Quitte A choisir U assez petit, on peut trouver un polydisque ouvert

B de P de centre x? de maniére & vérifier :

P
UXB - Symk(Cp)X cP = (iL_J1 ¥, ) N (uxB)
= i

Comme UXB est de Stein et p22 , on a un isomorphisme entre
Hi{UXB,Qp) et HP_1(9/',QP) ou ¥ désigne le recouvrement de UXB-— Symk(CP)x c®
par les ouverts de Stein V. n (‘UXB) =% opour i€(1,p) .

La restriction d; Cy & UXB est alors donnée par le (p-1) - cocycle
(comme il n'y a que p ouverts dans le recouvrement % , un (p—1) - cocycle est
seulement un élément de Ho(ial #i,ﬂp)

— ok o a40-£,6))]
W) BN S
Mais d'autre part, pour U et B assez petits, le choix de la base

21,...,zp permet de supposer que zi(y—fj(x)) ne s'annule pas sur UXB pour



e (Z,k) , ce qui montre que EX est cohomologue au cocycle :

-1 P d[[,i(y—f_](x))]
= A
CX(X1Y) P E.(y_f Exjj
i 1
I1 suffit alors de constater que l'application analytique de UXB
dans CP définie par les fonctions analytiques Li(y—ET(x)) donne des coordonnées

normales sur Symk(Cp)x PN (UxB) ce qui est clair.

C) Formes de Newton.

i " ; 2 m
Nous nous proposons maintenant d'étudier les faisceaux ug et en par-
ticulier d'exhiber des sections globales qui les engendrent au voisinage de chaque

point.

X
DEFINITION 3. - Soit U un ouvert de Sym (CP) , et soit w€ HO(U,(J;‘) . Nous

dirons que w est de Newton s'il existe une forme différentielle v sur 1l'ouvert :

p(U) = {x€ CP/ B x2,...,xk€CP avec  q(x,x ...,xk)GU}

21
k%
P P N L, . .o . N Prk
de C€° vérifiant ¥ p.(v) =w on P; désigne la j-iéme projection de (C%)
sur CP .
Nous noterons par Nm le sous-faisceau algébrique de ug qui est
engendré par les formes de Newton de degré m .

Remarquons que la propriété d'€tre de Newton pour une section de uE

*
est locale, puisque l'application v - ,21 pj(v) est injective,
J:

LEMME 5. - Pour chaque entier m , le faisceau Nm est algébrique cohérent sur

sym¥(cP) .

Démonstration. — Nous allons montrer que si aEBNP vérifie |a|SIk-1 et 81 I
est une partie ordonnée & m éléments (ms<p) de (1,p) les formes de Newton
*
globales w_ . = _21 pj(xa de) engendrent HO(Symk(Cp),Nm) comme module sur
’ J=

1l'anneau des fonctions globales sur Symk(Cp) ¢



Pour chaque entier n , considérons la forme vectorielle (& valeurs
dans Sn(CP)) W, 1 dont les composantes dans la base canonique de Sn(Cp) sont
’
les formes wa,I pour Ial =n .

On aura alors pour chaque I fixée et chaque entier n20 , les rela-

tions de Newton :

k h

kgo (-1) Sh(x1,...,xk) Wn+h'1(x1,...,xk) =0 (avec s, =1)
ce qui achéve la démonstration.

LEMME 6. - On a les relations de Newton suivantes pour chaque entier m=2 1

m w
up = = AN,
s i=1 s i
a_I ak I1 Ik
Démonstration. - Considérons la forme r = x_I see Xy dx1 Neva s I\ dxk ou les a;

sont dans WY et les I, des parties ordonnées de (1,p) . Nous dirons que r

est de poids n s'il existe exactement k-n valeurs de i€ (1,p) pour lesquel-
les on a a la fois [ail =0 et Ii = ¢ ; Plus généralement, nous dirons qu'une
forme est de poids au Plus n si chacun de ses monSmes est de poids au plus n .
Supposons le résultat vrai pour les formes de poids n'<n ; pour prouver le résul-

tat pour les formes de poids n , il suffit de montrer que si r est de poids n 5

sa symétrisée est une section globale du faisceau
m :
m-i
% ) i Ni
Supposons que X intervient effectivement dans r (ce qui n'est pas
restrictif puisque nous ne nous intéressons qu'a la symétrisée de r ) et posons :
a
11 2 % I

I
k
= L
r X dx et r Xy ees Xy dx2 Do o s\ dxk

Notons par R,R_1 et R' les symétrisées de r,r, et r' ., On vérifie

alors que la forme {k/k-n+1) R/AR'-R est de poids au plus n-1 , et d'aprés

notre hypothése de récurrence, cette forme est une section globale du faisceau

m e
? ug - A Ni . D'autre part, la forme R! nous définit une section globale de



