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The second Barcelona Conference on Algebraic Topology was held April
2-8 1986 at the Institut d'Estudis Catalans, Barcelona. The organizing
commitee was formed by J. Aguadé, M. Castellet, J. Hubbuck, I. James
and R. Kane. Titles of the talks delivered at the conference as well
as a list of participants are given below. These Proceedings contain
transcripts of some of the conference talks as well as related papers.

All papers were refereed.

Alex Zabrodsky was one of the invited speakers at the conference.
It was one of the last conferences he attended. For he died in an auto-

mobile accident in New York State in November 1986. A true memorial

volume dedicated to Alex will appear in the Israel Journal of Mathematics

(of which he was an editor). However we felt it would be inexcusable if
these Proceedings did not also record the great sorrow felt by Alex's
colleagues athis death. We miss him greatly. We have dedicated the

Proceedings to his memory.

J. Aguadé

R. Kane
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CLASSES CARACTERISTIQUES LAGRANGIENNES

Michéle Audin
Université de Paris-Sud
Mathématique, Bat 425

F-91405 Orsay-Cedex, France

La premiere classe caractéristique lagrangienne a été inventée par [Maslov] pour sa
théorie des solutions asymptotiques d’équations aux dérivées partielles. C'est Arnold qui
a expliqué pourquoi cet ‘‘indice de Maslov est une classe caractéristique au sens
classique du terme : elle provient dun espace classifiant.

Cette classe, et ses généralisations possibles, ont suscité une abondante
littérature, principalement du fait de géométres, donc beaucoup de descriptions & la
Chern—Weil ou a la Chern—Simons.

Dans une premiére partie, je vais essayer de faire le point sur la question, dans
Vesprit (et la lettre) d'[ArnoId,]. Je ne prétends 1a & aucune originalité, ni a une

quelconque exhaustivité des références.

Dans la deuxieme partie, je montrerai comment on peut théoriquement calculer les
classes de cohomologie d’une variété V qui sont des classes caractéristiques pour les
immersions lagrangiennes de V, et je finirai le calcul si V est une sphére ou un tore.

Dans la troisieme partie, j'expliquerai quels “nombres caractéristiques’
d'immersions lagrangiennes on peut effectivement réaliser.

0. Définitions et rappels
Le cadre est celui de la géomeétrie symplectique. Pour faire le point sur les

diverses classes en circulation, je vais devoir me placer dans des situations plus
générales que celle que j'étudierai dans la partie 2. Voici donc quelques définitions.



0.1. Symplectique

On appelle

Espace vectoriel symplectique un espace vectoriel réel muni d‘une forme bilinéaire
alternée non—dégénérée. Le seul invariant du type d'isomorphisme d'un tel espace est sa
dimension, qui est paire.

Le modele le plus agréable a utiliser dans notre contexte est le R—espace vectoriel
C", avec la forme w définie par

WX,Y) = Im<X, YD
{partie imaginaire de la forme hermitienne standard).

Fibré vectoriel symplectique un fibré vectoriel E — X, dont chaque fibre E, est

munie d‘une forme “}x qui en fait un espace vectoriel symplectique, la correspondance

x = W, etant C* (1a base X sera toujours une variété).

variété symplectique une variété ¥ munie d’'une 2-forme différentielle w qui fasse
de TY—VY un fibré symplectique (c’est-a-dire, si dim ¥=2n, que " est une forme
volume). Pour des raisons gqui nous concernent assez peu ici, on demande en plus que W
soit fermée (dw=0).

L'exemple fondamental est celui ou Y est le fibré cotangent d’une variété X

Yy =T — X,

il y a alors une 1-forme X (pour “'Liouville’) sur ¥, qui dans des coordonnées locales (x;
sur X, §; les coordonnées cotangentes) s'écrit :
A= Ty
et w=-dX est une forme symplectique sur Y.
Si X=R", Videntification
T*RN—¢N

(%,£) > x+i€

identifie aussi w=—-dX et Ww=Im<,> : c’est la forme £ dxihdgi.

0.Z. Lagrangien

un sous—espace réel L de CM est dit Jagrangien s’il est totalement isotrope
(W) =0) maximal (dim L=n). Si L désigne l‘orthogonalité pour le produit scalaire

euclidien X.Y=Re<X,Y>, il est clair que
0.2.1. L est lagrangien si et seulement siL = (L



un sous—fiboré L — X dun fibré symplectique est un sous—fibré lagrangien
si toutes les fibres L, C E, sont lagrangiennes.

une immersion f : L — Y dans une variété symplectique est dite lagrangienne si TL
est un sous—fibré lagrangien de f*TY, c'est-a—dire si f*u)=0 et dim L=% dim Y. Par
exemple, les fibres et 1a section nulle du fibré cotangent T*X sont lagrangiennes.

1. Maslov, Arnold, Borel, Fuks, et les autres...

1.1. Les remarques de base

1.1.1. Le groupe Sp(2n,R) des isomorphismes R-linéaires de C" qui préservent 1a forme
W se rétracte sur son sous—groupe U(n) (c’est sa composante compacte). En
particulier, si E — X est un fibré vectoriel symplectique, il existe “une’ structure de
fibré vectoriel hermitien sur E, dont w est la partie imaginaire (il y en a beaucoup, mais
elles sont toutes homotopes). Une telle structure sera toujours sous—entendue dans la
suite.

1.1.2. Si E contient un SUUS—ﬁDré Iagrangien, on a un isomorphisme

d'aprés 0.2.1. On voit ainsi que, s'il existe beaucoup de fibrés vectoriels symplectiques
{tous les fibrés vectoriels hermitiens), il y en a assez peu parmi eux qui possedent des
sous—fibrés lagrangiens !

1.1.3. Toujours d'aprés 0.2.1, le groupe U(n) opére transitivement sur Ila
grassmannienne An des lagrangiens de C" avec sous—groupe d‘isotropie 0(n): toute base

orthonormée d‘un lagrangien est une C-base de CN et réciproquement. La
grassmannienne Ansu(n)/o(n), avec son fibré vectoriel tautologique, est Vespace

classifiant pour les fibrés vectoriels réels de rang n dont le complexifié est trivialisé.

1.1.4. Dans Ap, le sous-espace des lagrangiens transverses a un lagrangien fixé L

s'identifie & l'‘espace vectoriel des endomorphismes symeétriques de L : la
correspondance est

(Y : L—L) — (graphe de Woi : iL=LL > 1)

En particulier, cet espace est contractile.



1.1.5. Si Ly et L sont deux sous-fibrés lagrangiens d’un fibré symplectique E — X de
rang 2n, ils définissent une “'différence’ :
d(Lg,Ly) : X—> Ap, (m assez grand)

dont voici deux descriptions :

a) Lo®RC = E = L®RC, donc Ly-L; est classifié dans U/0, et, plus
géomeétriguement :

b) Soit My un fibré vectoriel réel tel que Lo®M, soit trivial de rang m, alors
L,eMO est un sous-—fibré lagrangien du fibré symplectique trivial EEB(M()@C). Pour
chaque x de X, 1a fibre en x de ce sous—fibré differe de 1R""=(L0(13r*10)x par un élément
de U{m), bien défini modulo O(m) : on obtient ainsi une application

d(Lo,Ll) : X-———»Am.

Cette application permet de rappeler en arriére les éléments de H*(Am) pour

définir des classes caractéristiques lagrangiennes qui, d‘aprés 1.1.4, sont des
obstructions & la transversalité des deux sous—fibrés Lo et L, en particulier des

obstructions & la transversalité de deux feuilletages lagrangiens d'une variété
symplectique, ce qui explique qu'elles intéressent les géometres : je renvoie a [Morvan],
[Morvan—Niglio], [Yaisman], entre autres, pour des descriptions de classes de
cohomologie de de Rham ainsi obtenues.

1.1.6. Un autre cas particulier important est celui fourni par une immersion lagrangienne
f:L — T*X, ol l'on dispose
a) d'un fibré symplectique f*(T(T*X)) — L
b) de deux sous-fibrés lagrangiens :
le fibré tangent aux fibres de T*X —X, rappelé sur L
le fibré tangent TL.

La construction de 1.1.5 fournit dans ce cas des classes caractéristiques pour
l'immersion §, reliées & la transversalité de f aux fibres de T*X — X, donc aux
singularités de la projection L — T*X — X.

Les classes caractéristiques lagrangiennes provenant, par définition, de 1la
cohomologie de U{m)/0(m), il nous reste a calculer cette derniére. Commengons par la
dimension 1, & cause de l'importance de la classe de Maslov.



1.2. Classe de Maslov

Elle est définie comme indice de Morse le long d’un chemin par [Maslov], je n‘ai
évidemment pas la place de citer toute la littérature qui lui est consacrée, cependant,
pour évoquer le parfum de certaines applications (approximation semi-classique a la
mécanique gquantique) je renvoie & la trés belle utilisation dans la quantification de
V'énergie (spectre de 1'équation de Schrodinger) expliquée par Maslov, Arnold et
[Duistermaat].

Le § 1.1 était écrit dans I'esprit d'[Arnold]], voici donc la définition de la classe de
Maslov qu'on y trouve : on a une fibration

SU(n)/so(n) ¢ u(ny/o(n) -2 s

ol D est induite par le carré du déterminant dans U(n). On en déduit immédiatement que
H'(ﬂn;Z) = Z, engendré par 1'image m du générateur de H!(s!:2) par D*.

Arnold a montré aussi, dans l‘optique “‘transversalité/singularités” évoquée plus
haut, que, pour une immersion lagrangienne générique
f:l—T*R"
la classe induite par m est duale au cycle des points singuliers de la projection
L —T*"R"— RN

C'est 1a source de généralisations de la définition de m en dimensions plus grandes
que je signalerai au §1.3.

Une autre fagon possible de généraliser la classe de Maslov a été proposée par
[Viterbo]. 11 s'agit de construire une classe analogue pour des immersions lagrangiennes
dans une variété symplectique qui n’est pas forcément un cotangent (il y a des
applications intéressantes). Soit donc E — X un fibré symplectique quelconque. On
considére e fibré en grassmanniennes A, C AE — X. On cherche s'il existe une classe

r?leH'(AE;Z) dont la restriction & chaque fibre soit m. Remarquons que, si U est un
ouvert trivialisant E (et AE), alors

- D ¢l
AEI‘U. = AnX‘U,—~>S

définit localement une extension de m & E. L'application D (=dét?) se définit
globalement, c’est—a-dire “traverse’ les changements de cartes complexes de E,
exactement quand le fibré en droites complexes dét(E)®2  est trivialisable,

c'est—a-dire quand 2c,(E)=0€H2(X:Z) (les choix de trivialisations et de m sont
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paramétrés par H‘(X;Z)). Il est clair aussi que cette condition (2c((E)=0) est une, mais
seulement une des obstructions & ce que E soit complexifié d’un fibré vectoriel réel.

Le lecteur aura vu apparaitre dans cette remarque la transgression de la fibration
C
U(n)/0(n) — BO() 2 BU(N)

ce qui est une transition avec

1.3. Classes de Borel—Fuks

Quand j'entends parler de cohomologie d‘un espace homogéne, j'ouvre mon [Borel],
et plus précisément je considere la fibration

C
A =U/0 — BO ®—)BU

Yoici donc la cohomologie de A :

Il existe des classes 32k€H4k+‘(A;Z) telles que
a) Bg=m.
b) la transgression de Boy est 2c2k+,€H4k+2(BU;Z), ce qui définit Bok aun

élément d'ordre 2 prés.

c) la réduction modulo 2 de B, est w w5, 4 (w; désigne la i-éme classe
de Stiefel-Wwhitney).

d) si A est un anneau contenant %, H*(A:A) est I'algébre extérieure sur les
{images des) BZk’ qui sont primitives pour le coproduit naturel {c’est vrai aussi dans
H*(A:2) mod. torsion, d‘apres [Fuks]).

e) H*(B0;2/2) — H*(A;2/2) est surjective, et son noyau est formé des
carrés.

f) les classes Bg,...,Bp sont déja dans H*(AZkH;Z) et suffisent a
engendrer H*(A,y , 1:A).

[Fuks] a décrit la cohomologie de U(n)/0(n) & 1'aide de classes duales a des cycles
de Schubert, bien reliées aux questions de transversalité et de singularités. Une fagon
plus abstraite de définir des classes caractéristiques en petites dimensions & l‘aide de
singularités a été proposée par [Vassiliev] (voir aussi [M.A.(]).



