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(%X

INTRODUGTION |

I - OBJET DU TRAVAIL

Ce travafi constitue une étude systématique du produit tensoriel,
convenablement topologisé, de deux espaces vectoriels topologiques loca-
lement oonvexes (Chap.1), et d'une nouvelle classe remarguable d'espaces
localement convexss, les espaces nucléaires, lide & cette notion (Chap.2).
Ces recherches avalent pour origine d'éclaircir et de généraliger les
propriétés trés spéciales que semblaient posséder certains espaces de
fonctions indéfiniment différentiables en vertu du "théordme des noyaux®
de L. Schwartz (voir [_23} et [24]). Ces mBmes propriétés se retrouvent,
sous une forme différente, dans l'espace des fonctions holomorphes sur
une variété holomorphe donnde, espace que j'ai étudié de fagon tres
détaillée dans [Jd] (o j'en subordonne encore l'étude, un peu artifi-
ciellement, 4 la théorie de l'espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables sur la variété). Mals la bonne formulation de la notion générale
d' Mespace nucléaire® correspondant a ces propriétés, était encore assez
cachée (Chap.2, §2, définition 4). Et les nombreuses conséquences que
1'on peut en tirer, et dgnt certaines sont nouvelles, m&@me dans les
classiques espaces de L. Schwartz, demandaient une technique assez fine,
mise au point au Chép. 1 fl se trouve alors que tous les espaces du type
(d%) qu'on rencontre usuellement en Analyse sont des espaces nucléaires
(d'ailleurs, on prouve que les espaces nuclfaires sont forcément du type
(d%)), et les résultats géndraux exposés ici leur sont donc applicables.

Une théorie intimement 1iée & la notion de produit tensoriel topolo-

gique est la théorie de Fredholm, dont une bonne compréhension n'est

1. Les numéros placés entre crochets renvoient & la bibliographie.placée
4 la fin de cet article.
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plus possible sans cette notion 2; Pour ng pas subordonner ceite thdorie
& tout le mécanisme développé ici, nous avons préféré en donner silleurs
un exposé séparé et se suffisant & lui-méne ([11},. Pour certains résul-
tats fins du travail présent, relaiifs & des propridtés de décroissance

de la suite des valeurs propres d'un opérateur de Fredholm et certaines
questions connexes (Chap.2, §1, et Chap.2, §2, n°4) Je suis obligé de
faire appel & quelgues définitions et propositions de [1q , mais l'sssen-
tiel de la théorie gque nous exposons iei ne dépen& pas de ces résulﬁgts
{qui aidént cependant pour une meilleure cqmpréhension). 'y

Ce travail est assez peu 116 é'éelui de R. Schatten sur les produite
tensoriels d'espaces de Banach [21]. Tandis que je mets ltaccent princi-
pal sur les éapaces localement convexes généraux et une définition préeci-
se du produit tensoriel toéologique, Schatten &tudie Youtes les normes
raiaonﬁables sur un produit tensoriel de deux espaces de Banaéh, et
n'obtient de véritables résultets '(d'eilleurs fort beaux) que dans le
cas des espaces de Hilbert.

Je donne succinctement au cours du texte quelques applicatione dea
résultata obtenus. Dans un article ultérieur, je donnerai une variante
fvectorielle-topologique™ du "théordme de Kiinneth® relatif au produit
tensoriel de deux ﬁmodules 4 dérivation”, avec une ou deux applieations
a la théorie de l'homologie et la théorie des faisceaux (voir, pour ces
notions, le "Séminaire dea Topologie Algébrigue” de H. Cartan & 1*'Ecole
Normale Supérieure 1948-1949, et 1950-1951), Un autre article donnera,

relativement aux espaces de Banach le développement systématique des

2. Cette liaison a 4&té apergue avant moi par A. F. Ruston, Direct
Produet of Banach spaces and lizear fonctional equations, Proceedings
of the London Math. Society (3), 1, 1951. Mon travail sur ce sujet
avait été congu indépendamment du sien, et en est assez différent.
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jdées effleurées au Chep.1, 84, n°6, avec diverses applications.

Je suis heureux de remercier ici M. J. Dieudonné et M. L. Schwartz,
pour la stimulation constante que j'ai trouvée euprds d'eux, tant dans
mes recherches que dans ma formetion générale. E

II - CONTENU, INDICATIONRS DIVERSES k

De peur de trop allonger cet artiole, Je ne donnerai pas 1'énum6ra-
tion, néme sommaire, des résultats principaux. Le lecteur pourra consul-
ter la table des matidres, et parcourir 1'énoncé des définitions et
théordmes de cet ariicle. Suivant un usage ocommode quil commence & se
répandre, les théordmes groupent les résultats particulidrement importants
ou offrant une.difficulté particulidre, les autres résultats sont inclus
dans les propositions, corollaires, lemmes, remarques. Le numérotage des
th4orémea, propositions, etc. d'une part, des §§ d'autre part, est repris
du début avec le Chap.2. Dans chacun des deux chapitres, le numérotage
se poursuit sans tenir compte de 1a séparation en pgragraphes et en
numéros.

Nous avons mis en "retrait" certaines parties du texte, de nature
en général aséez technique, qui pourfhient 8tre omises en premidre lecture
(raffinements de propositions qui précédaient, exemples et contre-exemples
questions ouvertes avec des indications diverses, etc.).

D'importantes quesflondvont d0 8tre laissées sans réponse. Je les
signale & mesure qu'elles se présentent ; la plus importante (équivalente
au probleme c{assique d'approximation des opérateurs compacts d'un espace
de Banach dans ur - autre par des opérateurs de rang f£ini) fait l'objet du
-§ 5 du Chap.1. Les autres sont résumées a la fin de ce travail.

“IIT - NOTATIONS GENERALES

Tes espaces vecéoriels topologiques envisagés sont tous localement

convexes, et implicitement supposés‘aéparés‘saut au n%1 du §1 Chap.1,

sauf mention expresse du,contraire. Le corps des scalaires est
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indifféremment la droite réelle R ou le corps des compléxea € . Certains
résultats valent d'ailleurs (sans modification essentielle de la démons-
tration) pour des espaces vectoriels normés, ou munis d'une famille de -
semi-normes, sur un corps valué complet guelconque. Par espace guotient
dtun espace localement éonvexe séparé E, nous entendrons un eépace quo-
tient par un sous-espace vectoriel fermé de E.
Nous suivons sans référence, les résultats et les notations les

plus usuels de [1], [2], [7], et utilisons couramment (avec les référen-
ces précises) les résultats et les définitions de [9]. Signalons seulement -
que nous suivons ce dernier travail, et noﬁ [7], dans l'emploi du mot
réflexif (semi-réflexif dans la terminologie de [7]) et que nous nous
écartons de la terminologie de [7], suivie dans [9], pour la définition
des espaces Q;Sf} (voir plus bas, IV, 1). Un espace E est réflexif si
E = E*, 1.e. 31 ses parties bornées et faiblement fermées sont faiblement
compactes, et E est complétement réflexif si de plus 1la topologie de E
est la topologie du dual fort de E' fort, i.e. 81 E est réflexif et quasi-
tonneié (voir plus bas). Nous appelons espace (JQO un espace dont les
parties bornées sont relstivement compaétes. De [9], nous empruntons sur-
tout, 12 notion d/'eagace Qf ), d'espace quasi-normable, et d'espace de
Schwartz (loc. cité, §1 définition 1, §3 définition 4 et 5)« Nous ne _

_ redéfinirons pad ici l'espace (H¥) ; rappelons seulement que le dual
fort d'un espace du type (JF) est du type (PF) et que le dual fort d'un
espace du type (HF) est du type (¥ ), enfin que tout espace normable est

_(®F), L'espace E est dit gquasi-normable si pour toute partie équicon-
tinue convexe cerclée A dans E', il en existe une auitre B> A tel que sur
4, la tobologie induite par E! foré solt identique & celle induite par
l'zspace normé E'B engendré pai B (défini p;us bas). Un espace qui est &
la fois quasi-normable et du type (J%) est appelé espace de Schwartz on
espace (S). E est du type (S) si et seulement si pour toute partie
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-

équicontinue convexe cerclée AcE! 11 en existe une autre Bo A tel que
liapplicaticn identique E"-+ E'B soit compacte, i.e. tel que A soit une
partie relativement compacte devlfeapace normé E'B' '

Espace_gquasi-complet. guasi-tonnelé - Nous appelerons, avec
N. Bourbeki, espace guasi-complet tout espace localement convexe dont
les parties bornées et fermées sont complétes ; espace guasi-tonnelé
tout espace 1ooalemsgt convexe tel que les parties fortement bornées de
son dual soient équicontinues. (Rappelone [2] qulon appelle tonnelé un
espace tel que les parties faiblement bornées du dual soient équicon-
tinues)s Pour un espace quasi-complet, il revient donc au m@me de dire
qu'il est tonnelé, ou quasi-~tonnelé (car les parties fortement ou faible-~
ment bornées du dual sont alors les mémes - voir p. ex. [2] prop. 4 -).

Nous aurons enfin constamment besoin des diverses. notations ﬁpécia-
les qui vont sulvre, et auxquelles nous né référerons plus.

1. Notations EA' EY’ f}. - Soit E un espace localement convexe
séparé, A une partie.bornée convexe cerclée de E, on démigne par E,
1'espace normé obtenu en munissant 1'espace vectoriel ‘engendré par A de
la norme | x| L= EKAN - 51 A est fermé dans E, la boule unité de E,
est ldentique & A, Si A est complet dans E, il est facile de voir que B‘
est complet ([2], page 9, lemme) donc un espace de Banach. En particulier
81 A est une partie équicontinue convexe cerclée et faiblement fermée de
dual P' d'un espace looalement convexe F, ri est un espace de Banach,
Soit mgintenant V un voisinage convexe cerclé de l'origine dans E; on
note Ev l'eapace normé obtenu en munissant 1e'quotient E/N de B par le
sous esi)ace N des x tels gue AX €Y pour tout scalaire X, de la norme

déduite de la semi-norme |x| = Eg{}*l sur E. (Cette notation ne risque

pas d'entratner des confusions ave¢ la notation précédente E‘. Car si
A es&_ﬁ le fois borné et un voisinage de l'origine, les deux d&éfinitions
données coincident). Le dual de Bv 8'identifie manifestement 2 E!vo (ot
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VO est 1le Eoiaire de V dans E').Bv n'est pas complet en général, mlme
g1 E l'est ; son complété sera noté ﬁ;.
2. Applications linéaires bornées. - Solent E et F deux espaces

localement convexes. Une application linéaire de E dans F est dite

Dbornée (resp. compacte, faiblement compacte) si elle applique un voisina-
gze convenable V de l'origine dans une partie A de P qui est bornée (resp.
compacte faiblement compacte). Supposant V et A convexes cerclés (ce qui
est loisible), cette application définit alors une application linéaire
continue de l'espece normé Ey (ou meme de ﬁ; si A est ooﬁplet) dans 1tes-
pace normé FA' - Un ensemble M d'applications linéaires de E dans P est
dit ég&iborné 81 les u€M sont bornées, et si le voisinage V et le borné
A ci-dessus peuvent €tre pris 1nd6pendaﬁts desAueEM. ; e

3. Dual topelogigue, bidual. ~ Soit E un esﬁace localement'conveze;
on désigne son dual par E', et quand E' est considéré comme espace loca-
lement convexe, il sera supposé muni, szuf indication du contraire, de

sa topologie forte, i.e. la topologie de la converzence bornde (i,e. la

tonologle de la convergence uniforme sur les rarties bornées de Eb Si on
veut le préciser encore dans la notation on noters le dual fort par E%.
Eé et Ef désignent respectivement E' muni de la topclogie faible
o (E',E) et de la topolégie de Mackey T (E',E). TPlus généralement, si G
- est un ensemble quelconque de parties borndes de E, Eé; désignera E! muni
de la topologie de la G;-convergencea
On notera E;, E, 1'espace E muni respectivement de o (E,B'), ou de
T(E,E'), : '
Le dual de E!

b , :
tion expresse du contraire, muni de 1s topologie de ls convergence uni-

s ou bidual de E, noté E", sera toujours, ssuf indica-

forme sur les parties équicontinues de E!. Cette topologie induit tou-
jours sur E (supposé séparé) la topologie donnde de E (contrairement & ce

qui se passe en général pour la topologie de dual fort de E%vsur En,
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' envisagée surtout dans {'_7]).

4. Espaces d'applications 1indaires. -~ Solent E et F deux espaces
localement convexes. L(E,F) désigne l'espace des appliocations linéalres
sontinues de ¥ dans F. 84 & est un ensemble de parties bormées de E, on

désigne per L _(E,F) l'espace L(E,F) muni de le topclogie de la & ~con-

vergence. Quar(:?i (& est respectivement l'ensemble des parties rédultes &
un point, l'ensemble des perties précompactes ouv 1'onsembie de toutes les
parties bornées de E, ;)n prendra les notations La(E,F), Lc(E,?) et
L, (E,F). Enfin pour l'espace L(E',F) (et son sous-espace
L(Eé,?s)' = L(EL,F)), 11 y 2 lieu souvent d'introduire la torologie de qla
convergence uniforme sur les parties équicontinues de Et, luni del cette
topologie, nous désignerons cet espace par Le(E',F) (resp. par
I, (B4,F)).

Signalons que Lg (E,F) est complet si et seulement si Ely et P
sont_complets, pourvu gue la topologie de E goit v (E,E') (nous supposons
en plus UG = E, et F séparé comme toujours). Pour la nécessité, on

note que E'@ et ¥ sont isomorphes & des sous-espaces vectoriels fermés
de I'G (E,F) (car pour un é1ément non nul donné y dans F resp. x' dans E',
l'applicetion X'+ 2'®y resp. y-ox'® y de E'g resp., F dans I‘G {E,F) est
un isomorphisme sur un sous-espace vectoriel fermé, comme on vérifie
imméd{atement). Pour la suffisance, comme l'espace de toutés les appli-
cations de E dans l'espace complet F est complet pou.r' la & -convergence,
i1 suffit de montrer que I'G (E,F) eﬂ.est un aous-gspaoe hrné, i.e. gque
toute application u de E dans r qui est limite pour la & -convergence
d'applications linéaires oontiﬁuos, ast linémire et continue. Elle est
linéaire de toutes fagons, et pour vérifier qu'elle est continue, il
suffit de vérifier la continuité faible, i.e. que pour‘ tout yte ¥, la
forme y'o u sur E est oontimio. Or il est immédiat que cette derr;iére

est limite pour la & -convergence de formes linéaires y'- ug continues,’
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donc' continue puisque qu- est complet. : y

5. Bspaces d'applications bilinéaires. - Solent B, F, G, trois espa-
ses localement convexes: On & défini dans [2] la notion d'application
bilinéaire séparément continue de EX F dans G. Plas généralement, un en-
- Semble M d'applications bilinéaires de E XF dens G sera dit séparément
équicontinu si pour tout X€E, l'ensemble des applications y-u(x,y) de
P dans G, ok u paroourt M, est une partie équicontinue de L(F,G), et si
pour tout y€F l'ensemble des appliocations x-u (x,y) de B dans G, o& u
parcourt M, est une partie équicontinue de L(E,G). Nous désignons par
dﬁ(B,F;G} 1l'espeoe des applications bilindaires séparément continues de
EXF daus @, par B(E,F;G) le sous-espace formé des spplications biliné-
alres continues. Si @ est le corps -des scalaires, on note simplement
dﬁ(E,F) et B(E,Ff.- Soit,(E% Yesp. G;é un ensemble de parties borndes
de E resp. ¥, on peut oconsidérer sur Xi(E,F}G) (et sur'sén sous-espace
B(E,P;G)) la topologie de la convergence unitorme-sur les ensembles de la
forme A XB aveec A€ 6’1 et Be @2 5 appeléé encore topologie de la
G, = (;2 - convergence {voir [2]). Elle est toujours localement con-
vexe sur 3(3,?;@), et elle liest encore sur &gtE,F;G) 81 par exemple les
L€G1 » ont une errveléppe, convexe cerclée fermée complite, plus générale-
ment si les parties faiblement bornées du dual de E sont bornées pour la
fopologie de 1la CE’,-eonvergencee Si G;, et 652 sont chacun 1'ensemble
des parties précompactes de E, F, resp. l'ensemble de Ioutes les parties
bornées de E, F, cetie topologie prend le nom de topologie de la conver-
gence bicompacte, resp. bibornée, et l'espace &g(B,F,G) ainsi topologisé
est noté EgglE,F;G), resp. ag%(E,F;G). Dans le cas d'un espace &e(E',F';G)’
(E' et F' &tant donc les duals forts de E et F), i1 f a2 lieu souvent d'in—‘
troduire la topologie de la convergence uniforme sur les pfoduita~de deux

varties équicontinues des Ei! et Y reepectivement ; cette topologie est

appelée topologie de la convergence bi—kguicontinue {elle est toujours
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localement convexe), et muni de cette topologie, notre espace sera noté

&%e(n',r';e). Notztions analogues pour topolcogiser le sous-espace
ﬁ(E,F;G) de X(E,F;6) et le sous-espace &g(Eé, Fl3 G) de BB ,F136),
Quand G est le corps des scslaires, on derit plus simplement
By (B,F), By(EF), o€, (B1,F1), By(E',F') ete. :

6. Relations entre formes bilindaires et applications linéaires. -

Rappelons gue si E et F sont deux FLC, l'espace &i(F,F) des formegs bili-
i \
néaires séparément oontinues u sur E XF est canoniquement isomorphe a

l'espace L(E,P;) des appliocations 11néaires»faiblement continues v de B

- dans P, & v oorre%pondant la forme bilindsire (x,y)-a( ¥,vX ), et & n

ltapplication linéaire fajsasnt correspondre & tout x dans E la forme

¥y ulx,y) sur F. Nous noterons X -» u.x cette application linéaire de E
dans F', etoy— tu.y Y'application linéaire de P dans E' définie de fa-
gon analogue, et qui n'est autre gque 1a transposée de ltapplication pré-
cédente. La forme bilindaire u est continue Bi et seulement si l'applica-
tion x - n.x transforme un voisinage convenable de O dans E en ane partie
dquicontinue de F'. Notons aussi que dans 1'isomorphisme naturel

K AE,F) L(E,F}), & la topologie de la (5'1— Gz-ccnvergence sur le .
premier espace corrzspond la topologie sur le deuxiéme induite par‘

1tespace - F . (E,P! ) de toutes les applicetions de B dans P* mani
G 1" G, i

de la topologie de la Ggioconvergence. Ern particulier, l'espace

aﬁetng,r;) (voir n°5 précédent) est isomorphe canoniguement, comme

espéee vectoriel topologique, A_I;aspace Le(Eg JF) (voir n®4 précédent).

Par guite (u€me référfnce) a@e(Eé,F;) est complet si et seulement si E

et P le sont.
IV - COMPLEMENTS SUR LES LIMITES INDUCTIVES
1. Généralités. - Les espaces étudiés dans [7] sous le nom d'eepaces

Gf?} gont des cas particuliers d'une catégorie plus Iréqu;nta d'espaces,
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dont nous résumons ici les principales propriétés connues (et qui d'ail-
leurs vont toutes nous servir dans la suite). Soit E un espace vectoriel,
(Ei) une famille d'espaces localement convexes, et pour tout indice i
soit u, une application lindaire de Ei dans E. Il nous sera commode de
supposer que E est engendré par la réunion des u;(xi), bien que ce ne

soit pas essentiel pour lz suite. On appelle topologie limite inductive

des topologies des B1 par les applications Uy la plus fine des topolo-
gies localement convexes sur E qui rende continues les applications u,
des Bi dans E. Muni de cette topologie, E s'appelle limite inductive des
Ey {par les applications hi). Un systime fondamental de voisinage de
1'origine dans E est formé des ensembles convexes cerclés V tels que
‘%i(V) soit un voisinage de l'origine dans E, pour tout i.- Les E; peu-
vent &€tre des sous-espaces vectoriels. de E et les uy les applications
identiques. Le plus souvent, la famille des E1 est alors filtrante crois-
sante {(E est donc réunion desti) et si EICZEj, ]!'1 induit sur E; une
fopolegle moins fine que la topologie ‘donnée de Ei s+ mais tout cela n'a
rien d'obligatoire (et on peut d'ailleurs facilement se ramener toujours
3 ce 0as). 31 cependant les conditions précédentes sont vérifiées,.et si
de plus, pour EiCZEj, Ei est fermé dans Ej et 1la topologie de Ei est
identique & celle induite par Ej, on dit que B est limite inductive
siricte des Ei' et on retrouve les sspaces considérés dans [7].

Les faits sulvants sont encore iriviaux : une application linéaire u
de la iimite induotive E dans un egpace localemeni oonvexe F esf continue
81 et seulement si pour tout i, u °u, est unebapplioation continue de 31

'dans F. 51 les E; sont tonnelés (resp. guasi tonnelés, bornologiques)
alers leur limite inductive E 1'est anssi.- Bn revanche, mfme si E est
une lipite inductive séparée d'une sulte croissante d'eséaoee de Banach
ou d'espaces du type (F) et (d49, E peut ne pas @tre complet, et une
partie bornée de E peut ne pas 8tre image d'une partie bornée d'un
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E, (voir [17] pour le oss o# les B, sont des Banachs, et [J] {2, ou le
Chap.2 $§4 prop.14 de ce travail dans le cas ol les B1 sont du type (F)
et (dQO). Ctest 1a la difficulté principale pour les espaces limites in-
duotives >, Cependant, si E est la limite inductive ggg;ggg.d'hne suite
d'espaces localement convexes Ei’ E est complet si les Ei le sont,; E
induit sur chaque E; la topologie donnde de By, et toute partie bornée de
E est contenue dans un des espaces 31 (les démonstrations données dans
[7] subsistent en effet sans modification). A part ce cas bien particulier
“hélas, je ne connais que deux faits positifs de quelque généralité, rela-
tifs aux parties bornées de la limite induotive d'une suite d'espaces
(F), savoir : le "théordme A® ci-dessous et ses corollaires, et le ré-
sultat donnd dans [9], Th.9, relatif aux limites inductives de suites
d'espaces (HF). :

Contrairement & la terminologie de [7] et [9], nous appelons ici
espace @f9’) tout espace localement convexe qui est limite inductive
d'une suite d'espaces Ei du type (Sf). On peut alors manifestement sup-
poser que les E1 forment une suite croissente de sous espaces vectoriels
de E'Ei+1 indaisant sur E1 une topologie moins fine que la topologie
donnée de Ej. Une telle suite sera encore appelée une suite de définition
de la limite inductive E. Notons qu'un espace gquotient d'un espace &€F)
est un espace (£F). ‘

2. §ggges>d;reetes topqlggiques. - Soit (Ri) une famille d'espaces

localement convexes, E = Z% Ei leur somme directe. Les Bi s'identifient &

3. Pour les espaces définis comme "limites projectives" (i.e. dont la
topologie est définie comme la moins fine des topologies rendant conti-
nues des applications linéaires données ny de E dans des espaces locale-

ment convexes E; donnée), les diffienltés sont pratiquement exactement
inverses. .
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des sous-espaces vectoriels de E, et on peut considérer sur E la topolo-
glie limite inductive correspondante. Muni de cette topologie, E prend le
nom de somme directe topologique des espaces Ei' Il est immédiat ici que

E induit sur chagque Ei la topologie donnée de Bi' et on prouve aussi fa-
cilement que toute partie bornée de E est oontenue dans la somme directe .

d'un nombre f£ini des Ei’ Il en résulte aussitdt que le dual fort de la

aimme directe tqpologigue E = Z% Bi s'identifie au prcduit wvectoriel-

topologique des duals forts Ei. Enfin, pour que E soit complet, il faut
et 11 suffit que les Bi le soient. Lia nécessité est évidente, car les Ei

s'identifient & des sous-espaces vectoriels formés de E. Pour la suffi-
sance, 11 suffit de monirer gque toute forme lindaire £ sur le dual

Et =‘TQ‘Ei, dont les restrictions aux parties Squicontinues sont faible-
ment continues, est dans E (voir [12]). Ia topologie faible de E! est
manifestement le produit des topologies faibles des Ei’ et les parties
dquicontinues de E' scnt celles contenues dans un ensemble de la forme
WIFAi, 0¥, pour tout i, Ai est une partie Squicontinue de Ei. On prouve
d'abord facilement par 1'absurde gue f s'annule sur fous les espaces
facfeurs gauf un nombre fini au plus,'d'oa sult aussitBt que la restric-
tion de £ & Z%.Ei provient d'un élément de E. Puis on achéve on remar-
quant que tout élément,de Bt ="T;y3i egt contenu dans l'adhérensce faibls
dtune pariie équicontinue, contenute dans la somme directe des Ei.

Soit maintenant E une limite inductive générale d'une famille (Ei)
dlespaces localement couvexes par des applications linégires Uyge Il existe
alors une application lindzire continue naturelle u ((xi)) Z%-
somwe directe %*opologigue E, z:-:si gnr #, et 81 E eat séperé i1 résulte

x; de la

aassitct des aéfinitione aue u est un homomorphisme topologique de E, sur
E, de sortn que ia limite induct;ve E g8t isomorphe & un espace ‘quotient

de 12 somme directe topologingue E,6 = Z;.Ei. Cele permet de ramener Fré-
quemment les propridtds des limites inductives générales aux propriétés
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des sommes directes et des quot}ent;. Clest ainsl gqu'on prouve par exem-
ple que si E est la limite inductive d'une suite d'espaces E,; qui sont
des espaces de Schwaetz (resp. des espaces gggg;:gggggplgg ~ volir [9],
§3, définitions 4 et 5) alors E l'est aussi.

3. Exemplese - En plus deg exemples de liﬁites induotivss sirictes
envisagés dans [7], notons les exemples suivants. ;

a) Si E est un espace bornologique, il est 1ihita induetive dlune
famille d'espaces normables (et réeciproquement, puisgue un espace norma-
ble est bornologique). En effet, pour toute partie bornée convexe cerclée
A de E, on pcut considérer l'application identique de 1'espace normé EA
dans B, et dire que E est bornologique signifie préciﬁément, en vertu
des définitions, gue E est limite inductive des EA‘ :

b) En pariiculier, 18 duml Foit A'nn espace (¥ ) distingué ([7] p.78)
est limite inductive d'une suite d'espaces de Banach (et réciprognement)
oar on sait qu'un espace du type (gr) est distingné si et seulement si
son dusl fort est bornologique ([9], §1, th.7).

¢) L'espace L des applications linéaires borndes (voir III, 2) diun
espace E dans un espace F, oh E et F sont du type (9’), pent 8tre coési-
d8ré comme un espsoe @fﬂr), en prenant un systime fondamental (vi) de
voleinages convexes cerclés de O dans E, en désignant pour tout i par Li

i'espace Lb(EVi’P)' et en considérant I comme limite inductive des Li‘

De m8me 1l'espace deQ applications linéaires compactes de E dans F peut
8tre considéré comme un espace 6f¥F3. Ces deux espaces @%@F) ne sont en
général pas complets (Chap.2, § 4, prop.14, 2°%). i

d) Soient E ét F deux e;paces du type (9}, cbnsidérons l'espace
Bb(E,P). Soug des conditions fré&uehtes, gque nous re détaillerons pas,
le duﬁl de cet eapace est du type @fyf), Kous en verrouns par exemple des

cas particulisrs au Chap.2, §4, n°1, lemme 9 et ecrcllaire du th.14.
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Nous en dédz;;mns, aun Chap.2, §4, n°4, que les duals des espaces (0'!) et
(O') de L. Schwartz [22] sont des espaces du type (£F) (d'ailleurs
complets). : :

4. Propriétés spéciales des espaces (W). - (voir définitioﬁ des
espaces Mf) £in du n% ) Les propriétés en vue découlent du théoreme
générsl suivant, qui a été inspiré par le th.1 de [7] s

THﬁOR.ﬁME A. - Soit E un espace localement convexe séparé, F un espa-

ce du type (F), (Pi) une suite d'espaces du type (%), soit u une appli-
cation linéaire continue de F dans E, et pcur tout 1 soit by lne applica~

tion linéaire continue de F; dans E. Supposons u (F)c \{ui (ri). Alors °

il existe un indice i tel gue u(F)cnI(ri), et si alors u, est biunivogque,

L S e s i e Sk S

11 existe une application linéaire continue v de F dans Fy felle que 1l'on

ait u = u,0v,

' Démonstration.- Pour tout i, soit Hi le sous-espace de E‘X]?‘1 formé
des couples (x,y_) tels que ux =‘uiy'. C'qst un sous-espace vectoriel fermé
de 1l'espace produit F XFi, done un espace du type (F). Soit Py l'opéra-
teur de projection de llespace FX Fi sur le facteur P. pi(Hi) est l'en-
gemble des x€F tels gue u(x)eui(Fi). L'hypothese signifie gue
¥ = LiJ'p'i(Ei) 5 i1 en résulte que 1'un au moins des espaces pi(Hi‘) est
non msigre, donc, &'apréa un célébre théordme de Banach ([1]; page 38,
th.3) que py applique H; sur F, c'est-a-dire u (F)cui(Fi). Supposonsg ug
bionivogue, alors pour tout x€F, il existe un seul y.E_‘Pi tel que
u;y = ux, i.e. tel éue, (x,y)eHi. Cet y dépend 6v1demment 1inéairemeut‘ de
Xy 90i%t y = vx, et Ll'application x> wvx de P dans ri est continue d'e;prés
le théordme du "graphe fermé®, car son graphe H, est fermé. Le théorime
A est démontré. '

COROLLAIRE t. - Soit 5 un espace localement convexe; (F;) une suite

d'espaces du type (F), u, une application linéaire continue de P, dans

E. Soit A une partie bornée convexe cerclée et compldte de E, contenue




