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SYNTHESE DE LA THEORIE DU DETERMINANT SUR

UN ANNEAU FINEMENT FILTRE

Kossivi ADJAMAGBO
Université de Paris VI,

U.E.R. 47, U.A. 761

0. INTRODUCTION

Nous présentons ici une synthése de nos résultats concernant "le
déterminant sur un anneau finement filtré", dans le prolongement de
ceux de Jean Dieudonné concernant "les déterminants sur un corps non

commutatif" [12].

Dans cette synthése, nous nous sommes efforcés de trouver le point
de vue le plus "simple et concis" pour présenter les notions et résul-
tats dont nous sommes tributaires, dans l'espoir que cet effort favo-
risera la compréhension mutuelle et méme la collaboration entre les
spécialistes des diverses disciplines mathématiques au carrefour
desquelles nous nous situons, & savoir 1l'algébre non commutative, la
géométrie algébrique, la K-théorie algébrique et les équations aux

dérivées partielles.

Pour les preuves des résultats originaux présentés ici, nous ren-

voyons les lecteurs interessés & [5] ou [6].

Cette présentation a fait 1'objet de deux exposés au Séminaire
d'algeébre de 1'Université de Paris VI, en octobre 1984 puis en 1985,
ainsi que d'un autre au Colloque de Mathématiques de 1l'Université

Catholique de Nijmegen (Pays-Bas) en avril 1986.



Qu'il nous soit donc permis de remercier ici Madame le Professeur
M.P. Malliavin pour l'intérét qu'elle a porté a notre travail et pour
l'occasion qu'elle nous a donnée d'exposer et de publier les résultats
obtenus, Monsieur le Professeur A. Van Den Essen pour la fructueuse
collaboration née de mon invitation a Nijmegen sur son initiative,
ainsi que Monsieur le Professeur J. Vaillant pour ses constants

encouragements qui nous ont permis de développer la présente théorie.

Le plan gue nous allons suivre est le suivant
. Le concept du déterminant.
. L'idéal caractéristique d'un module de t.f. sur un anneau f.f.

. Sur les matrices inversibles & coéfficients dans un anneau f.f.

1
2
3
4. Sur la K-théorie des anneaux f.f.
5. Sur les opérateurs différentiels matriciels localement injectifs.
6

. Sur les opérateurs différentiels matriciels localement bijectifs.



1, LE CONCEPT DU DETERMINANT
1.1. Notation

Par anneau nous entendrons unifére dont 1l'unité est notée 1.

Si A est un anneau, nous noterons :

a, = afo},
*
A = {éléments inversibles de A},
Mm n(A) = {matrices & m lignes et & n colonnes a coéfficients
’
dans A},
Mn(A) = Mn,n(A)’
* *
Mn(A) = (Mn(A)) ’
*
E(a) = {matrices élémentaires € Mn(A)},
M(A) = v M (a) ,
n
n>o
* *
M () = U Mn(A) ’
n > o

Si a e Mm,n(A) nous noterons aij le coefficient de la ligne i et
de la colonne j de a.

Si K est un corps, nous noterons

K' 1l'abélianisé du groupe K*, c'est-a-dire K*/ [K*, K*] i

*
HK l'application canonique de K dans K',

K le monoide K' U {0} dont 0 est un &élément absorbant .

1.2. Le déterminant de Dieudonné

Si K est un corps, d'aprés J. Dieudonné [12], il existe une
application unique de M(K) dans K, notée détK, telle que :

. 2
(i) vn € IN, , ¥(a,b) € M_(K)° ,

dét, a.b = dét, a.dét_ b

K K K
*

(ii) ¥a € M(K) , détK =0 <=>a &M (K)
(iii) ¥n € N,, Va € Mn(K) [aij =0 pour 1 < 3j < i<n,

n

detK a = .H HK aj;-

i=1

Si n € IN,, détKiMn(K) peut étre définie de la maniére suivante

(algorithme de Gauss, cf. [4])



K
(ii) si a € M;(K) ,3 rem,, @, ..,al®y € ErgA)r tel que

(1) Si a €M (K) \ M;(K), alors dét,a = 0,

*

b = a(l)...a(r{a vérifie : b,;€ K , b,. =1 pour 1 <i<n,
11 ii

b

=0 si i # j. On a alors

1.3. Graduations

Soient G wun groupe et A un monoide commutatifs. On appelle
"graduation sur G de type A" toute application I de A dans l'en-
semble des sous-groupes de G telle que G = & I (n).

n € A

On appelle alors le couple (G,I') un "groupe gradué de type A",

le monoide A "l'ensemble des degrés" de la graduation I' ou du

groupe gradué (G,T)

Si n € A, on appelle alors I'(n) "la composante homogéne de G de
degré n relativement a TI'", et tout &lément a de TI(n) un "2lé-
ment homogéne de G relativement & TI'". Nous dirons alors que n est

"le degré de a relativement & TI" et nous noterons degF a = n.

Si a = L a_ € G, avec arl € T (n) pour tout n € A, nous
n €A

appellerons alors a "la composante homogéne de a de degré n

relativement a T".

Si A est un anneau et ' une graduation sur A de type A, nous
dirons que F est "compatible avec la structure d'anneau de A" si

pour tous m et n de A, '(m).T'(n) € T (m+n), désignant la

multiplication de l'anneau A et "+" 1lea loi du monoide A.

On appelle alors le couple (A,T) un "anneau gradué de type A".

Si I est alors un idéal de A, on dit que I est un "idéal gra-
dué relativement & T" ou un "idéal gradué de (A,F)", si toute compo-
sante homogéne relativement & F de tout élément de I appartient

a I.



De méme, si M est alors un A-module 3 gauche (resp. droite) et
si FM est une graduation sur M de type A, on dit que TM est
"compatible avec TI'" si pour tous m et n de A4, F(m).?M(n)CFM(m+nL
"." désignant ici la multiplication des éléments de A par ceux du

A-module M.

On appelle alors le couple (M,FM) un A-module & gauche (resp.
droite) gradué de type A "compatible avec TI'".

Si (G,T) est un groupe gradué de type A, nous appellerons
"support de TI" et nous noterons supp [ l'ensemble des éléments n

de A tels que T (n) # {0}.

Si (G',T'') est un autre groupe gradué et si & € A, on appelle
"homomorphisme gradué de (G,I') dans (C',T') de degré ¢" tout
homomorphisme u de G dans G' tel que u(l'(n)) C I'(n+§) pour tout

n € A.

Si A est un anneau commutatif, I une graduation sur A, S un
ensemble d'éléments homogénes de A relativement a T, et S_lA le
localisé de A par rapport a S, nous noterons TS la filtration sur

S—lA telle que pour tout entier n,

Ig(n) = {a/bla € I'(p), b € T'(q) © 5, (p,q) € z2,p-g=n}.

On appelle 1l'anneau gradué (S_lA,Fs) "le localisé de 1'anneau

gradué (A,I') par rapport a S".

1.4. Filtration

Soit G un groupe commutatif.
On appelle "filtration sur G" toute application croissante de

Z dans l'ensemble des sous-groupes de G telle G = U F(n) .
n €%

On appelle alors le couple (G,F) un "groupe filtré".
Nous noterons alors ngG le groupe @ F(n+l)/F(n),
n €x
gr F : l'application n e F(n+l)/F(n) de Z dans gr.G, et nous
appelerons le groupe gradué de type Z%Z (ngG,ng) "le groupe gradué

associé a (G,F)".



Nous noterons également :

gri , pour n € Z, l'application canonique de F(n) dans F(n)/F(n-1)
grpa, pour a € G, l1l'élément z nga de ngG,

nla € F(n)

9grp l'application a# grpa de G dans ngG,

deg_.a, pour a € G, 1'élément infi{n|a € F(n)} de Z =2Z U [-=,+=},
F

degF l'application a & dégFa de G dans Z ,

dégF(a-b) 5 +
distF l'application (a,b) » 2 de G dans IR

Nous appelerons gry l'application canonique de G dans ngG

et dégFa le degré de 1'élément a de G relativement a F.

On dit que F est "séparé" si N F(n) = {0}.
n €7%Z

Si F est séparée, dist est alors une distance sur C, et nous

B
dirons alors que F est compléte si 1l'espace métrique (G,dist_) est

F
complet.

Si A est un anneau, on dit qu'une filtration F sur A est
"compatible avec la structure d'anneau de A" si, pour m et n de
Z, F(m) .F(n) € F(m+n) et 1 € F(0), "." désignant la multiplication
de 1l'anneau A.

On appelle alors le couple (A,F) un "anneau filtré". L'application

(ng(a),ng(b)) - ng(a.b) de ng(A)2 dans ng(A) induit alors sur

le groupe grp A une structure d'anneau avec laquelle est compatible
la graduation gr F.

On appelle alors le couple formé par un tel anneau ngA et 1la

graduation gr F "l'anneau gradué associé a (A,F)".

Nous dirons alors que F est "commutative" (resp. "intégre") si
1'anneau grp A 1l'est, et "fine" si F est séparée, commutative et

intégre, auquel cas nous appellerons (A,F) un "anneau finement filtré!

Si (A,F) est un anneau filtré, M un A-module & gauche (resp.
droite) et FM une filtration sur M, on dit que FM est "compatible
avec F" si, pour tous met n de Z, F(m).FM(n) C FM(m+n), "
désignant ici la multiplication des éléments de A par ceux du

A-module M.



On appelle alors le couple (M,FM) un "A-module & gauche (resp.
droite) filtré compatible avec F".

L'application (ng(a),grF (b)) » 9rp (a.b) de ng(A) X grg (M)
M M M

dans 9rp (M) induit alors sur le groupe grg M une structure de
M M

ngA—module a gauche (resp. droite) rendant la filtration gr Fy

compatible avec la filtration gr F.

FMM,gr FM) le ngA—module a

On appelle alors le couple (gr

gauche (resp. droite) gradué associé a (M,FM).

1.5. Microlocalisation algébrique

Soient (A,F) un anneau finement filtré et S une partie
multiplicative de A,.
D'aprés T.A. Springer [19] et A. Van den Essen [21], il existe

un anneau finement filtré complet (R,#$) unique & un isomorphisme prés,

et un homomorphisme injectif i de (A,F) dans (R,8) tels que :

1) i(s) ¢ ’"

2) pour tout s € S, deg¢ i(s)_1 < - deng i

3) pour tout anneau finement filtré complet (B,I) et pour tout
homomorphisme h de (A,F) dans (B,I') tel que h(S) C B* et
degp h(s)_1 < —deng pour tout s € S, il existe un unique homomor-
phisme h de (R,g) dans (B,I') rendant commutatif le diagramme

@
suivant :
(a,F)—23(B,r)
4 .7

Nous appellerons un tel anneau filtré (R,d) le microlocalisé de

(A,F) par rapport &8 S et nous le noterons (ES(A),FS), tandis que
l'injection 1 sera notée i
. . =1 .

Les parties 1S(s) i S
-1- {is(s).is(syﬂ s € S, a € A} sont denses dans l'espace

s*
=1

(s) .iq(a)[s €5, a €Al et

ig(a).ig(s)

métrique (ES(A),dist ) .
g
On en déduit 1l'existence d'un isomorphisme jq de 1'anneau gradué

(grP ES(A),gr FS) sur l'anneau gradué (H;1 9rp A,(gr F)H ),
S S



avec HS = ng(S).

Si S est une partie de Ore a gauche (resp. a droite) de A,
c'est-a-dire si pour tout (s,a) € S x A, il existe (s',a') € S x A,
tel que a's = s'a (resp. sa' = as'), alors iS(S)_1
iS(A).iS(S)_l), muni des lois du corps ES(A), n'est rien d'autre que

le localisé a gauche (resp. & droite) de A par rapport a S.

iS(A) (resp.

Si s = A,, l'anneau ES(A) est alors un corps et nous appelle-
rons alors l'anneau filtré (ES(A),FS) le microlocalisé total de

l'anneau filtré (A,F).

Si M est un A-module, on peut donc définir sa dimension sur A

comme égal a8 dim,M = dim, K ® M, ol K désigne le corps E, (A).
A K a A*

1.6. Définition du déterminant sur un anneau finement filtré

Soient (A,F) un anneau finement filtré, (K,@d) son microlocalisé
total, H 1le monolde multiplicatif des éléments homogénes de 1'anneau

gradué gr K, H, = H\ {0} , §;¢ 1l'application de K dans H telle

que Jgrg(0) = 0 et que §Y¢|K' soit 1l'application qui rend commuta-

tif le diagramme suivant

Nous entendrons par "déterminant sur 1l'anneau filtré (A,F)" ou

"déterminant sur l'anneau 2 associé a la filtration F" et nous no-

terons détF, l'application

j. ogr, o dét, o I
Ay ] K A,

ou I désigne l'injection de M(A) dans M(K) induite par i, .

A, Ay
Nous dirons que détF est régulier s'il est a valeurs dans ngA,
donc dans ng(A).
1.7. Remarques
Si A est un domaine de Ore a gauche (resp. a droite), c'est-a-

dire si A, est une partie de Ore & gauche (resp. a droite de A,



"le déterminant détgr sur A associé a l'application ng" défini
F

dans [ 1] et [2] colIncide avec "le déterminant détF sur A associé

a la filtration F", en vertu du lemme de prolongement [2] , 1.13.

Pour la méme raison, si A est commutatif et si F est la fil-
tration triviale de A, c'est-d-dire la filtration F telle que
F(n) = A pour n € IN et F(n) = {0} si n € Z\IN, le déterminant

détF coincide avec le déterminant "classique" détA : M(A) - A.

1.8. Théoréme de régularité

Si (A,F) est un anneau finement filtré et si 1l'anneau ngA
est l'intersection d'une famille d'anneaux de valuation qui sont des

localisés de ngA , alors détF est régulier.

1.9. Corollaire

Si (A,F) est un anneau finement filtré, détF est régulier dans

chacun des deux cas suivants

1) ngA est un anneau de Krull [8]. C'est en particulier le cas
si ngA est factoriel [1], théoréme 3,ou si ngA est noethérien et
intégralement clos, donc si ngA est régulier [18].

2) F(-1) = {0}, 1l'anneau F(0) est intégralement clos et gr A

est une F(0)-algébre libre.

1.10. Exemples

1) Soient AO un anneau commutatif et intégre, G un Ao—algébre

de Lie quiest une Ao—module libre, U(G) son algébre enveloppante et
FG sa filtration canonique.
D'aprés le théoréme de Poincaré-Birkoff-wWitt [9], 1l'anneau gradué

grn U(G) est isomorphe & l'anneau gracdug des polyndmes a dimA G indé-
G o

terminées et & coéfficients dans AO
Nous en déduisons que (U(G),FG) est un anneau finement filtré,
que U (G) est un domaine de Ore et que détF est régulier si AO

est intégralement clos. G

Si AO est un anneau commutatif intégre, R la Ao—algébre a
gauche des applications de Ao dans Ao’ d = (dl,...,dn) une suite
finie de n dérivations de AO dans AO commutant entre elles et
transcendantes dans la Ao—algébre R, on peut prendre pour G le

Ao-sous—module de R engendré par les éléments de d, muni du crochet
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de Lie (a,b)¥+ [a,b] = a e b - b o a. L'algébre U(G) est alors
appelée la Ao—algébre des opérateurs différentiels sur AO engendrés

par d et est notée Ao[d] ou Ao[d "dn]' Nous appellerons alors

1ree
F la filtration principale sur Ao[d] que nous noterons Fd, degF

G

d
le degré principal sur AO[d] que nous noterons degd, ngd le
symbole principal sur AO[d] que nous noterons gry, et détF le

déterminant principal sur AO[d] que nous noterons détd. d

Si Ao est l'anneau des polynSmes & n indéterminées sur un
anneau commutatif intégre R et di la dérivation par rapport a la
i-éme indéterminée, Ao[d] n'est rien d'autre que 1l'algébre de Weyl

wn(R) d'indice n sur 1l'anneau R [7].

2) Soient X wunevariété analytique complexe de dimension finie n,
* *
T X le fibré cotangent, I la projection canonique de T X sur X,

*

p un point de T X tel que p # (II(p)0), (Ep,Fp) 1'anneau filtré
des germes d'opérateurs microdifférentiels au point p [7], et Ozn_1
1l'anneau des germes de fonctions analytiques & l'origine de ¢2n—l‘

D'aprés M. Sato, M. Kashiwara et T. Kawal ,[16] ou [7] 1l'anneau
gradué (ng Ep,gr(Fp)) est isomorphe au localisé de 1'anneau gradué

p

des polyndmes a une indéterminée & coéfficients dans Osn-1 par

=

rapport a l'ensemble des puissances de cette indéterminée.

L'anneau filtré (E ,Fp) est donc un anneau finement filtré, et

d'aprés le théoréme précédent, dét est régulier.

F
p

Pour tout a € M(Ep), détF a peut donc étre considéré comme un
p

germe de fonctions analytiques en p et homogénes en les variables

*
des fibres de T X, si on identifie l'ensemble des éléments homogénes
de gr_ E d l'ensemble des germes de fonctions analytiques en p et

F
P p

homogénes en les variables des fibres, ce qui fournit une preuve pure-

ment algébrique de la proposition de [17].

1.11 Conjecture

Pour tout anneau finement filtré (A,F), détF est régulier.
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1.12. Calcul pratique

Pour le calcul pratique, a la main ou par ordinateur, du détermi-
nant principal d'une matrice carrée d'opérateurs différentiels, on
pourra lire dans [4] 1la théorie de la calculabilité&, au sens de
Turing [11] , du déterminant principal sur un anneau filtré d'opéra-

teurs différentiels.



