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INTRODUCTION

Soit {X(t) 1 te Rd } un processus stochastique a d-paramétres réels
et a valeurs réelles. Nous allons étudier un certain nombre de problémes liés
aux ensembles de niveau des trajectoires :

cX - {t CX(t) = u} :

Sous des conditions de régularité nous pouvons définir la mesure (aléatoire)
d'aire  (d-1)-dimensionnelle de cet ensemble (nombre des points si d = 1,
Tongueur de courbe si d = 2, aire de 2-surface si d = 3 et ainsi de suite)
et calculer ses moments par des formules intégrales, dans le méme sens que
ce qui a été fait dans le cas d = 1, & partir de travaux de pionnier de
S.0. Rice ([R2]) de 1944-45.

Or, dans le cas général i1 nous faut d'abord bien définir cette mesure,
avoir des outils pour pouvoir 1'estimer de fagon convenable et étudier ses
principales propriétés. Ceci est fait dans le chapitre 1, basé sur des idées

développées par E. De Giorgi ([D2]1,[D3]).

Dans Te chapitre 2 nous abordons la question du comportement local des
trajectoires d'une surface aléatoire prés d'un niveau donné, qui est étroitement
liée a l1a géométrie de 1'ensemble de niveau. La démonstration du Théoreéme &
de ce chapitre dépend de fagon essentielle des propriétés géométriques fines

des périmétres définis au chapitre 1.
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Dans le chapitre 3 nous exposons les résultats principaux, a savoir les
formules de type Rice pour les moments des variables aléatoires QT(Aﬁ)
(cf. chapitre 1 pour la définition).

Dans le cas d = 1 on retrouve bien sir les formules classiques exposées,
par exemple, dans [C5] pour les processus gaussiens stationnaires et [M2) en général

Dans le cas d > 1, la formule pour le premier moment de QT(Aﬁ) a été
connue pour certains processus gaussiens stationnaires avec des trajectoires
suffisamment réguliéres déja par M.S. Longuett-Higgins dans [L3] et démontrée
aussi dans Bf et [W3]. Un probléeme apparenté est considéré dans [Z1].

Sauf pour certaines situations particuliéres mentionnées de fagon expresse,
nous nous sommes en général placés dans le cadre des processus qui p.s. ont des
trajectoires qui sont des fonctions de classe Cl. Les formules de Rice ont été
démontrées sous des conditions un peu plus générales dans le cas d = 1 dans
[B6] et [M2]. Néanmoins, puisque nous serons surtout intéressés au cas d > 1,
nous restons dans des conditions qui, avec les techniques que nous allons employer,

sont celles qui s'adaptent mieux aux "vraies" surfaces (i.e. au cas d > 1).

Le chapitre 4 décrit un exemple d'application des méthodes exposées avant,
d 1'approximation du temps local du processus de Wiener @ d paramétres (d > 1).
En général le choix des sujets refléte plutdt les intéréts récents de 1'auteur
qu'une vue d'ensemble sur la théorie des surfaces aléatoires. I1 s'agit aussi du
développement de méthodes de calcul qui soient indépendantes d'un ordre préfixé
sur 1'espace paramétrique, qui, en général, n'est pas donné de fagon naturelle.
Un texte équilibré devrait contenir -entre autres- certains aspects de la descrip-
tion géométrique des ensembles de niveau des surfaces aléatoires qui ne sont pas
mentionnés ici (voir, par exemple, [AZ], B4], W2l et références citées). Aussi,

1'étude de 1'intégration stochastique & plusieurs paramétres et les sujets qui

lui sont liés (CZJMG1,02).
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Dans cette monographie nous avons inclu trés peu d'exemples et d'applications.
En particulier, nous allons revenir ailleurs sur les applications de la théorie
exposée ici a divers problémes de statistique, notamment a des questions de modé-

lisation de phénoménes naturels.

Le texte est une version corrigée du cours que j'ai fait au Laboratoire de
Mathématique d'Orsay en mai-juin 83. Je tiens a remercier J. Bretagnolle et
D. Dacunha-Castelle et aux autres membres de 1'équipe de statistique qu'ils diri-
gent par 1'excellent climat technique et humain dont j'ai pu profiter pendant mon
séjour de 1'année 1983. Spécialement & Dominique Picard qui a lu une premiére ver-
sion du manuscrit et fait des observations qui ont contribué a 1'améliorer et &

Nicole Parvan et Anne-Marie Baillet pour leur impeccable travail de secrétariat.

Mario Wschebor
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CHAPITRE 1

Pour 1'exposé de ce chapitre nous suivons de trés prés le livre de

M. Miranda [M3].
DEFINITION.

Soient 0 wun ensemble ouvert et B un borélien dans Rd . Nous allons

appeler "périmétre relatif de B par rapport @ 0" (fini ou infini) & :

(1) (8) = supf[ diviu(eat = ve (R o)) v(e)]] <1, ter?)

d

ou (C?(O))d indique 1'ensemble des fonctions de R~ dans R , de classe

® et support compact contenu dans 0, (dt) est la mesure de Lebesgue
dans Rd - pour laquelle on va employer aussi parfois la notation ud(dt)-
et || .|| est la norme euclidienne dans rY.

Nous allons énoncer les propriétés dont nous allons nous servir dans les

chapitres suivants, et démontrer la plupart d'entre elles.

PROPOSITION 1.
0, Oi indiquent des ouverts, B, Bi des boréliens dans Rd et Xg

la fonction indicatrice de B.

(i) “d(Bl A Bz) =0 = QO(BI) = Qo(Bz)-

(i1) Ol = 02 => 001(8) EQOZ(B) et 0n1‘0 = Qon(B)fQO(B)-
(iii) ECO1 = QO(B) = Qonol(B).

(iv) XBn - xg = Q4(B) ¢ 11mninf Q(B,,)-



La démonstration est immédiate, d'aprés la définition (1).

d

Nous allons employer la notation suivante : soit W€ : RY> R" une approxi-

mation C® de 1'unité dans Rd , c'est-a-dire que pour chaque ¢ > 0, WE
est une fonction de classe €%, J ¢ ¥e(t)dt = 1, supp(¥_)=B(0;e) = {t:|t]l<e} .
R

1

1OC(Rd ) nous allons poser :

Pour chaque fonction ge€L

9(8) = (12 9)(8) = [y ¥ (ts)a(s)es.

PROPOSITION 2. (Estimation des périmétres).

Soient 0 un ouvert et B un borélien dans Rd .
(a) Si {gn} est une suite uniformément bornée de fonctions réelles de classe

C1 définies sur Rd, telle que

gn -> XB p'p'a

alors
B lim inf d t it
(2) Qg(8)  Tim in jo llgrad(g, (t)) |4
(b) Si 0 < e < &, nous avons :
(3) 0 (8) 2 J[O lgrad(xg), () it
)

o0 0_ = {t: dist(t,0) >s} .

Démonstration.

(a) Supposons v : RY - Rd , de classe €%, [v(t)[[ <1 ¥ te R

et
supp(v) compact et contenu dans O.

Alors

JBdiv(v(t))dt=liT.o JRd gy (B)IV(v(£))dt = - Vin JRd (grad(g, (t)v(t)dt ;

((-».) note le produit scalaire usuel dans R¢ ) en intégrant par parties.

Or,
J al(rad(ayen, vien ot < | llaradts, (0ot

et (2) se déduit de la définition du périmetre.



(b) Supposons v comme avant, sauf que, en plus, supp(v)cO_(S »

Nous avons :

4 (v(t), j grad(¥_(t-s))ds)dt

t), d t)dt =
JRdw( )»arad(xg), (1) jR B

w(s) = - | v (t-s)v(t)at.

?(]Rd))d, supp(w)<0 -parce que supp(v)co_(S et

e<§ = supp(‘#g)cB(O;(S)— et aussi :

On a bien we (C

w(s) P < JRd Iv(t) Py (t-s)dt <1 ¥ seR

Donc,

(4) de (v(t), grad(xg) (£))dt £ Qo(B).

Un argument d'approximation montre que le deuxiéme membre de (3) peut

étre approché dawssi prés que 1'on veut par des intégrales de la forme

de (v(t).grad(xg)_(t))dt

d d

ol ve(Cm(O_é)) et |lv(t)[|<1 ¥teR®. Donc,(4) implique (3).

K

d

Soit Bc< R un borélien dans Rd. On définit la "frontiére essentielle"

de B par
3B =n{a(BAN), ug(N) = o},

9 notant la frontiére usuelle.

PROPOSITION 3. (Cas particuliers importants).

(a) Soit B une d-variété différentiable avec bord 3B dans Rd. Alors,
pour chaque ouvert 0, nous avons

(5) Q(B) = 04_1(3B00),



ol oy 4 indique la mesure d'aire ordinaire.

(b) Soit d = 1. Dans ce cas

(6) Qy(B) = # ('anO).

Démonstration. Soit ve€ (Cg)(O))d,llv(t)H <1 ¥te RY. D'aprés 1a formule
de Green :

7 div(v(t))dt = (v(t),n(t))do, - (t)

il JB Jasno g-1

ot n(.) note la normale unitaire @& 3B orientée vers 1'extérieur de B.
I1 s'ensuit que

J div(v(t))dt < od_l(aBrwo)

8 :

et donc, que
QO(B) < cd_l(aBrWO)

en utilisant la définition (1).

d
)7 vt ]l ¢ 1
Y te Rd et tel que le deuxiéme membre de (7) approxime od_l(aBrWO) d'arbi-

Pour prouver (5) on construit un champ vectoriel vE€ (C%’(O)

trairement prés. Pour faire cela on observe qu'il suffit de faire 1'approxima-
tion localement et ceci est possible en prenant pour v(.) une approximation de

n(.) au voisinage de chaque point de 3BnO.

4
Pour démontrer (b), si 3BNnO0 est un ensemble fini, i1 suffit d'appliquer

(a), quitte a remplacer B par un ensemble de 1a forme BAN, pl(N) =0, ce

qui ne change pas QO(B) (cf. prop. 1, (i)).

n
Si 9BNnO0 est infini, nous pouvons raisonner de la maniére suivante :
Pour chaque m (m = 1,2,...) prenons m points TyseesTp appartenant a
n
3BN0 et m intervalles Il""’Im’ 2 a 2 disjoints, T EIi, dist(Ii,Oc) >6>0

(i =1,...,m.

LII I JI3
¢ T

2

D'aprés la proposition 2 (b), ——— 3
T T2 T3
nous avons pour 0 < g < ¢ :
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Soit e, = 0 wune suite telle que (xg). —> Xp Presque partout.
n Bee B

n
Le fait que t,€03B entraine que wy(I;NnB)>0, ul(Iifch)> 0 (i=1,...,m)

et nous pouvons choisir ti,t%E Ii tels que (pour i=1,...,m) :

tiEB s (XB)En(ti) -1

tie BS, (xg). (t}) = 0.
n

Donc,

m t% . m .
%(®) 2 I lL}Xe)en(tHdt = 210l (8)- Ol ()] 3 m.

€
i n

Puisque m est quelconque, ceci prouve bien que QO(B) = 4.

PROPOSITION 4. (o-sousadditivité de QO(.)).

Si {En} est une suite d'ensembles boréliens dans Rd et 0 un ouvert,
on a
© (o9
(8) Qo(niﬁ E,) < nil Q(E,) -
Démonstration. Nous prouvons d'abord que
(9) Qp(EqUE,) £ Qg(E;) + Qq(E,).
Considérons
9. = (XEI)€+(XE2)€- (XEI)E(XEZ)E

et une suite €y = 0 telle que :

g - resque partout.
€n XEIUEZ presque p
D'aprés la Proposition 2 (a) , pour chaque &§ > 0 :

E.UE Tim inf d t t.
p_(EyUEp) 5 Vimin Jo-lclsgra (.()) I

Or,
grad(g) = 11~ (xg ) )1 grad((xg ) )+ (1= (g ) DIarad(xg,) )

et puisque 0 < (XE ) <1 (i=1,2), on conclut :
i€



A

0g_, (E{UEp) € Tim inf jo Ularad((xg ), (£ Hlorad((r, ) (01 ¢

-6

A

0o(Eq) + Qg(Ep)

en utilisant la partie (b) de la Proposition 2.(9) découle alors, de la Propo-

sition 1 (ii), en faisant & + 0.

Quant & (8), si ve (CEJ(O))d,[|v(t)H 1 Y te Rd , nNous avons :

A

N
J o div(v(t))dt = 1im J N div(v(t))dt < 1im inf QO(U En)
u.E Vo J e T v 1
n=1 n=1
N 0
< liminf T Q4 (E.) = I Qu(E)
B N> n=1 0%"n n=1 0+ n

: d
Exemple. Nous pouvons construire un sous-ensemble ouvert de R

de périmétre
fini et dont le bord est irrégulier. En effet, soient B(tn ;rn) (n=1,2,...)
des boules ouvertes contenues dans la boule unitaire de Rd , la suite {tn}

des centres étant dense dans B(0;1) et celle des rayons vérifiant :

Considérons 1'ensemble ouvert

D'aprés les Propositions 3 (a) et 4, QRd (E) <o00.

Néanmoins, la frontiére 3E est irréguliére au point de vue topologique.
Plus précisément, 3E = B(03;1)~E et en notant cy = py(B(031)) :
@
1- d

ud(aE) > cd( rn) > 0.

n=1
Nous allons utiliser la proposition suivante dans la démonstration du
Lemme 2 du chapitre 2. En fait 1'égalité est p.p. vraie dans (10 ci-dessous,

mais nous aurons besoin de 1'inégalité énoncée seulement et nous en donnons une



