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PRESENTATION DE LA COLLECTION
“MATHEMATIQUES APPLIQUEES POUR
LA MAITRISE”

La Collection Mathématiques appliquées pour la maitrise a pour but de présenter
les principales théories mathématiques générales directement orientées vers les
applications, de les développer de maniére rigoureuse, et d’indiquer explicitement
et avec précision la trés grande variété de leurs applications.

Des théories mathématiques générales orientées vers les applications sont, notam-
ment, les fondements de I’analyse des équations différentielles et aux dérivées
partielles, linéaires ou non, qui “gouvernent” tellement de situations en Physique,
en Mécanique, en Chimie, etc., et jusqu’en Econométrie! Ce sont aussi les outils
principaux de ’4Analyse Numérique, préalables obligés au traitement sur ordina-
teur : analyse numérique matricielle, méthodes de I'optimisation, méthodes de
différences finies ou d’éléments finis pour 'approximation des solutions d’équa-
tions aux dérivées partielles ; c’est aussi la Statistique, dont les applications sont
universelles, et ou l'ordinateur a apporté, 1a encore, une impulsion nouvelle
considérable ; c’est aussi la Mécanique des Solides et la Mécanique des Fluides
dont une connaissance déja sérieuse est indispensable a tout mathématicien appli-
qué.

Ces théories générales sont, dans la Collection, développées de maniére rigou-
reuse, par le biais des solutions les plus synthétiques, les plus élégantes et les plus
“confirmées” ; elle fournissent ainsi tous les outils nécessaires pour aborder la
grande majorité des problémes posés quotidiennement par les applications. Les
théories générales présentées dans cette Collection ont d’ailleurs été élaborées
pour faire face précisément aux applications, c’est-a-dire a des problémes posés
dans des disciplines parfois trés éloignées des mathématiques mais néanmoins
susceptibles d’étre formalisés de fagon mathématique.

Ces mémes théories devraient également servir de point de départ pour I’étude
des nouveaux problémes ppsés par les applications ; il est en effet essentiel de sa-
voir que ces nouveaux problémes, d’importance fondamentale, se présentent sous
la forme de questions complétement “ouvertes”. Apres le préalable d’une modéli-
sation mathématique souvent déja imparfaite, la seule fagon de les aborder réside
alors dans un traitement “massif”” sur ordinateur, a [’aide précisément des méthodes
et des outils fondamentaux présentés dans cette Collection.

C’est pourquoi cette Collection qui, s’adresse a tous les étudiants du Deuxiéme
Cycle de Mathématiques dites “appliquées’, mais aussi (au moins pour certains
de ses volumes) aux étudiants du Deuxiéme Cycle de Mathématiques dites “pures”,
de Mécanique, de Physique, aux éléves des Grandes Ecoles d’Ingénieurs, ...,



devrait non seulement initier ses lecteurs a des théories rigoureuses et élégantes,
tout en leur fournissant un outil déja utilisable dans de trés nombreuses applica-
tions, mais aussi, nous 1’espérons, leur donner le désir d’aller bien au-dela.

Pour I’accueil compréhensif qu’elle a bien voulu réserver a cette Collection, il
nous est particuliérement agréable de remercier la maison Masson, en la personne
notamment de M. J. F. Le Grand. Nous tenons également a remercier bien vive-
ment M. A. Warusfel, dont P’activité et le dévouement ont beaucoup contribué a
la conception et a I’élaboration de cette Collection.

P. G. CIARLET 1J. L. LIONS
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AVANT-PROPOS

Ce livre est consacré a ’étude théorique et a I'approximation numérique des
problémes aux limites linéaires pour les équations aux dérivées partielles. 11
reprend avec quelques compléments le cours d’Analyse Numérique Approfondie
enseigné par le premier Auteur a I'Université Pierre et Marie Curie dans le cadre
de la Maitrise de Mathématiques et Applications Fondamentales.

La plupart des phénoménes mécaniques, physiques, biologiques ou écono-
miques sont modélisés a P'aide d’équations aux dérivées partielles linéaires ou
non linéaires et le développement de ces sciences passe en partie par une meilleure
compréhension des propriétés des solutions de ces équations aux dérivées par-
tielles. Bien plus, dans de nombreux domaines de pointe (industrie aéronau-
tique, industrie pétroliére, industrie nucléaire, problémes de la fusion contrdlée,
prévision météorologique, etc.), le progrés technique nécessite de résoudre numé-
riquement des systéemes d’équations aux dérivées partielles parfois trés com-
pliqués afin d’obtenir des propriétés quantitatives des solutions. Avec les progrés
toujours aussi foudroyants des performances des ordinateurs, la simulation numé-
rique des phénomeénes devient plus souple, plus facile a réaliser, et surtout plus
économique, que la simulation expérimentale et tend de plus en plus a s’y sub-
stituer ; cette évolution est particuliérement nette aux Etats-Unis, plus lente en
France ou le développement encore trop faible des bureaux d’études ou des
centres de recherches appliquées joint a un certain archaisme de pensée mal-
heureusement trop répandu freine une évolution inéluctable.

Le but de cet ouvrage est ainsi de servir d’introduction a la théorie des équations
aux dérivées partielles intervenant dans les applications et aux méthodes d’ap-
proximation numérique adaptées a l’emploi des ordinateurs. Dans le cadre
nécessairement limité de ce livre, nous nous sommes bien entendu restreints aux
problémes linéaires et parmi ceux-ci aux problémes elliptiques, paraboliques et
hyperboliques du type des ondes pour lesquels nous avons adopté une présenta-
tion unifiée. Nous avons par contre laissé¢ de coté I'étude des équations et des
systémes hyperboliques du 1° ordre malgré leur importance dans les applica-
tions ; leur traitement tant théorique que numérique nous a paru en effet un
peu délicat au niveau de ce traité relativement élémentaire.

En ce qui concerne les méthodes d’approximation numérique nous avons
centré notre exposé sur la méthode des éléments finis qui a été introduite par
les Ingénieurs au début des années 50 pour les besoins du calcul de structures
et qui a été progressivement reconnue comme une méthode générale d’approxima-
tion des équations aux dérivées partielles. Cette méthode est la base de puis-
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sants codes numériques universellement utilisés. Nous n’avons fait qu’évoquer
la méthode plus ancienne et plus classique des différences finies en montrant
comment elle peut s’obtenir a partir de la méthode des éléments finis. De méme,
nous nous sommes résignés a passer sous silence les méthodes spectrales qui
jouent un role croissant dans un certain nombre d’applications. En effet, il ne
nous était pas possible dans cet ouvrage introductif de donner un panorama
suffisamment complet de ’Analyse Numérique des équations aux dérivées par-
tielles ; nous avons donc choisi de privilégier la méthode des éléments finis qui
nous apparait comme étant la méthode d’approximation la plus riche en géné-
ralité et en possibilités. Par manque de place, nous avons dii renoncer a évoquer
de maniére précise les problémes fondamentauxde la mise en ceuvre sur ordinateur
de la méthode des éléments finis.

Le niveau requis pour aborder ce livre est celui de la licence de Mathéma-
tiques (correspondant aux connaissances acquises a l'issue des trois premieres
années d’études universitaires) ou a celui de la fin de premiére année des Ecoles
d’Ingénieurs. En fait, un lecteur muni d’une bonne connaissance de la théorie
des espaces de Hilbert, des résultats essentiels de la théorie de I'intégration et
de notions élémentaires de calcul différentiel peut étudier cet ouvrage avec fruit.
Le lecteur pourra se familiariser avec les notions contenues dans ce livre en
consultant le recueil d’exercices correspondant. Il y trouvera également les
quelques points de démonstration techniques laissés ici en « Exercice ».

Nous exprimons nos vifs remerciements 8 Mesdames H. BUGLER et M. DAMPERAT
qui se sont chargées de la préparation matérielle du manuscrit.

Pierre-Arnaud RAVIART
Jean-Marie THOMAS



1 e ESPACES DE SOBOLEV

Ce chapitre constitue une introduction aux espaces de Sobolev qui sont la
clef d’'une bonne compréhension des problémes aux limites. Il rassemble les
propriétés essentielles de ces espaces qui seront utilisées de fagon constante dans
les chapitres ultérieurs.

1.1. Rappels sur les distributions

Commengons par rappeler succinctement un certain nombre de notions sur les
distributions.

Soit  un ouvert non vide de R" de point générique x=(xy, ..., x,) (avec
n=3 dans les applications). Sauf mention explicite du contraire, toutes les fonc-
tions considérées seront a valeurs réelles.

On désigne par 2(Q) I’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur
Q et a support compact dans Q. Sia est un point de Q et R>0 un réel tel que la
boule de R" de centre a et de rayon R soit contenue dans , un exemple classique
de fonction ¢ de 2(Q) est donnée par

1

(1.1-1) P(x) = {elx;alz—m si |x—al <R,
0 sinon,

n 1/2
ou |y = [2’ yf] , norme euclidienne de y dans R".
i=1

Si ¢ est une fonction de 2(Q) etsi a=(oy, .... 4,)¢N" est un multi-entier,

on pose
ay %, ||
(9“(/)2(8]...[8] Q= it

Jx, ax, T OX )Xo
avec
o] = oty + ...+

On munit 2(Q) d’une pseudo-topologie, c'est-a-dire on définit les suites con-
vergentes dans 2(Q) : si (¢,,) est une suite de Z(£2), on dira que ¢, tend vers ¢
dans Z(Q) si

(i) le support de ¢,, reste dans un compact fixe K de 2 ;
(i1) quel que soit aeN", 9* ¢,, tend vers 9* ¢ uniformément sur K.

11



12 ESPACES DE SOBOLEV

On introduit ensuite I'espace Z°(Q2) des distributions sur Q comme étant I’espace
dual de 2(9Q), c’est-a-dire I’espace des formes linéaires « continues » sur Z(Q).
Autrement dit si 7" est une distribution sur @ et si (T, ¢) désigne la dualité
entre 2'(Q) et Z(L), pour toute suite (¢,,) convergente vers ¢ dans 2(Q), (T, ¢,,)
tend vers (T, ¢).

A son tour, on munit () d'une pseudo-topologie : si (7,,) est une suite de
2'(Q), on dira que T, tend vers T dans 2'(Q) si, pour toute fonction ¢ de 2(Q),
(T,,, @) tend vers (T, ).

EXEMPLE ].]-1. Soit a un point de 2 ; on introduit la masse de Dirac 8, au point a par
(1.1-2) VocD(R), (Sar0) = ¢(a).

11 est clair que ceci définit §, comme étant une distribution sur .

EXEMPLE ].1-2. Soit L*(2) espace des fonctions de carré sommable sur Q relativement a la mesure
de Lebesgue dx=dx;...dx, dans R". Rappelons que L?(£2) est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire

(1.1-3) (figha= [f@g@dx.
2
On note
(1.1-4) Ifll.a = 6O¥E = ([17C” dx)+?

la norme correspondante. Notons ce résultat classique de la théorie de I'intégration :
(1.1-5) 9(Q) est dense dans L2().

Etant donné une fonction fde L*(2), on lui associe T} la distribution sur Q définie par
(1.1-6) (Tr o) = [ 90 dx.
Remarquons que I'application f+~—>7, de L*(£2) dans 9’ (R) est injective. En effet, soit / une
fonction de L?(£2) telle que 7,=0, i.e.

Voe2(@), [f(x) X dx = 0.
22

En vertu de (1.1-5), on a
Vorl* (@), [f(x) &) dx=0
2

ce qui entraine f=0. Par linéarité, ceci prouve que I’égalit¢ de deux distributions 7, et T,
implique 1’égalité des fonctions f et g au sens de L2(Q) partout. On peut donc identifier f et
T,, ce qui revient a identifier L*(£2) a un sous-espace de 2'(2). Dans toute la suite, cette
identification sera faite systématiquement et on écrira

(1.1-7) L2(Q) D' ().

Notons d’ailleurs que I’application identité de L*(2) dans 2’(2), encore appelée injection
canonique de L2(Q2) dans 2'(R2), est « continue » : si f;, tend vers f dans L*(), alors f,, tend vers
fdans 2'(Q). En effet, on a, d’aprés I’inégalité de Cauchy—Schwarz,

VoD@, | [ (fu=De dx| < 1f~Lullo.a 9lo,a-
2

REMARQUE 1.1-1. De la méme fagon, on peut identifier I’espace Li,(£2) des fonctions localement
sommables dans Q a un sous-espace de Z(Q).
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Introduisons enfin la dérivation au sens des distributions. Si T est une distribu-

. ... oT
tion sur Q, on définit — par
i

. oT _/ 1)(p>
(1.1-8) VoD (Q), <()—x (/)> — .

\ ({)'\’i
;. op . . \ e
Puisque ¢— (T, F est une forme linéaire continue sur Z(Q), ceci définit
Xi
T . . ; ;
. en tant que distribution sur Q. Notons que, si / est une fonction une fois
ox;
. P i ; o .
continliment dérivable sur @, sa dérivée au sens classique —— coincide avec
i
sa dérivée au sens des distributions. En effet, on a, d’une part, par définition de
la dérivée-distribution

oTy
0x;

P \ 0P
D(Q _ {7 LA S -2
Y pE2(RQ), < , (p> \Tr !')Xi/ é/lf(v) %, (x)dx
et, d’autre part, par intégration par parties

Jdp
3x i

Voea (@), <T3—f.-’ 0) = [o00mdx = [ 7558 odx
puisque de telles fonctions ¢ sont & support compact dans Q.

De facon plus générale, si T est une distribution sur Q et si «a€N" est un multi-
entier quelconque, on définit la dérivée au sens des distributions 9* T= 7{;%
de T par

(1.1-9) Yo€2(Q), (0°T, )= (—D"(T, 0*¢p).

Ainsi une distribution sur Q est indéfiniment dérivable au sens des distributions.
On vérifie immédiatement que l'application 7+—9*T est continue de Z2'(Q)
dans 2’(Q) au sens suivant : si 7,, tend vers T dans Z'(Q), alors 9*T,, tend vers
0*T dans 2'(Q).

ExempLE 1.1-3. On définit la fonction d’Heaviside H sur R par

H( 1 pour x = 0,
)= 0 pour x = 0.

Suivant la remarque 1.1-1, H s’identifie a une distribution 7, sur R. On a

= Ty = 6 (masse de Dirac a ’origine).
x

En effet,

==

d d d
VocI®), <—r,,, ¢>:— [HO L wax—~ [ Ldx = p).
R dx dx

dx 0
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. s 5o d
ExempLE 1.1-4. Soit f une fonction définie sur R et admettant une dérivée d—f- continue et
%

k
bornée dans I'ouvert R\ [J {x;}. Soit 5;=f(x;+0)—f(x;—0) le saut de f au point x;. Alors
Ji=1

le résultat précédent se généralise en

d
— T, = Td,+ 2 5%,
dx Jj=1

En effet, on a

d d d i
VoEZ®), < Ty, ¢> == ff(x)d—(p(X) dx = f——f—(X)(p(X) dx+ X s;9(x).
R X R dx Jj=1

1.2 L’espace de Sobolev H'(Q)

Soit » une fonction de L?(Q) ; elle s’identifie & une distribution sur , encore

v
notée v, et on peut donc définir ses dérivées —, 1=i=n, en tant que distri-
xi

Is

Jdv
butions sur Q. En général, . n’appartient pas au sous-espace L2(Q). On
oXx;

introduit alors la

Définition 1.2-1. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur Q I’espace

(1.2-1) Hl(fz)~{ueL (Q); () L cr2(Q), §'§n}.

On munit H(Q) du produit scalaire

ou v
(1.2-2) (u, V)1,0 = f(ulH— Z ox; 0x; ] dx
et on note
(1.2-3) ol1,0 = (v, V)%

la norme correspondante.

ExeMPLE 1.2-1. Si 2 est un intervalle ouvert et borné de R, il est clair d’aprés I'exemple 1.1-4
que toute fonction continue et continiiment dérivable par morceaux sur @ appartient 3 H ().
Nous verrons d’ailleurs des exemples plus généraux au paragraphe 4 de ce chapitre (¢f. théoréme
1.4-3).

Notons maintenant la propriété fondamentale de 'espace H'(Q) qui motive
son introduction.

Théoréme 1.2-1. L’espace H'(Q) est un espace de Hilbert pour e produit scalaire
(1.2-2).
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DEMONSTRATION. L’espace H'(Q) est visiblement préhilbertien pour le produit
scalaire (1.2-2). La seule chose a vérifier est qu’il est complet pour la norme
(1.2-3). Soit donc (v,,) une suite de Cauchy dans H'(Q) ; d’aprés (1.2-3), (»,,) et
0V,
(3_]’ 1=i=n, sont des suites de Cauchy dans L?(Q). Puisque I’espace L2(Q)
Xi

est complet, il existe des fonctions » et v;, 1=i=n, telles que

(1.2-4) v, >~ v dans L%(Q),
(1.2-5) O —v; dans L2(Q), 1 =i=n
. (,)xl i ) = = Il
v
Il reste a prouver que 'v,-=5— au sens des distributions sur Q. Puisque 'injec-
X

tion canonique de L%*(Q2) dans 2’(Q) est continue, on déduit de (1.2-4) et de
(1.2-5)

(1.2-6) v, > v dans 2'(Q),
(1.2-7) ‘3Lx ~ v, dans Z'(Q), 1 =i=n.
D’aprés la continuité de la dérivation de 2'(Q) dans 2'(Q), (1.2-6) implique

o, ov

(1.2-8) o ox

dans 2'(Q), 1=i

IIA

n.

En vertu de I'unicité de la limite dans 2'(Q), on conclut de (1.2-7) et de (1.2-8)

v

v; = -
Yoox;

l=i=n.

a

ov . .
Ceci prouve que — est une fonction de L2?(Q), 1=i=n, donc que » appartient

axi
a H(Q) ; de plus v, tend vers » dans H1(Q). On a ainsi démontré que H'(Q)
est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.2-2. L’espace H'(Q) est séparable, i.e., il existe une partie dénombrable
dense dans H(Q).

DEMONSTRATION. Notons d’abord deux résultats de caractere général :

(1) le produit de deux espaces séparables est séparable ;

(ii) si E est un espace de Hilbert et si F est un sous-espace fermé de E, la sépara-
bilité de E entraine celle de F. En effet, si (e¢,,) est une suite dense dans F, la suite
(f»), ou f,, est la projection de e,, sur F, est dense dans F.

Ceci posé, on introduit, d’une part, 'espace (L*(2))"*' muni de la structure
hilbertienne produit, d’autre part, 'application

. o i)v]
»/.DH(I/,W, o iy (‘)x”
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de H'(Q) dans (L*(2))"*'. L’application £ est isométrique :
A0l zz@pn+r = [0]l1,0

de sorte que H'(Q) s’identifie a #(H'(Q)) sous-espace fermé de (L2(Q))"*™.
Or, puisque I'espace L*(Q) est séparable, I'espace (L*(Q))"*! I'est également en
vertu de la propriété (i) et donc aussi H!(Q) d’aprés la propriété (ii).

Nous avons rappelé que I’'espace Z(2) est dense dans L%(Q). Cet espace Z(Q)
est-il dense dans H'(2)? Nous verrons (¢f. remarque 1.2-2) que la réponse a
cette question est en général négative ; c’est pourquoi on introduit la

Définition 1.2-2. On désigne par Hy(Q) 'adhérence de 2 (Q) dans H*(Q).

Néanmoins dans le cas particulier o 2=R", cette notation est superflue ; on
a en effet le

Theoréme 1.2-3. L’espace 2 (R") est dense dans H'(R"), i.c.,
Hg(R") = H'(R").
DEMONSTRATION. Elle se fait par troncature et régularisation.

1°) Troncature. — On introduit une fonction M de Z(R") telle que

JM(x) =1 pour |x| =1,
0<M(x)<1 pour 1= |x|=<2,
M(x)=0 pour |x| =2;

puis pour tout réel R=0, on définit la fonction M, de Z(R") par

e =), 5= (%)

Alors, si v est une fonction de H*(R"), M v est une fonction de H'(R") a support
compact et, lorsque R tend vers +c, Mo tend vers » dans H(R"). En effet,
on a, d’une part,

[Mgo—olg gn = f [v(x)[2dx

Ix|=R
ce qui prouve que Mo tend vers v dans L2(R"), lorsque R tend vers +c=. D’autre
; ) (’)MR() laM(xJ biient
art, puisque X)=———|—], on obtien
P puisq ox; R 0x; \ R
lim sup )MR( )' =0
R—++eco x€R"

d’ou
ov ()MR ] _0v 0
Igl-{l;lo (,) (MR U) llm (MR (9 x[ — V| = ({)—x", dans L (Q).

Le sous-espace de H'(R") des fonctions a support compact est donc dense dans
H(R").



