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Vorwort

Als ich im Jahre 1958 mit den Vorarbeiten zu diesem Buch begann,
schien es noch maglich, eine einigermaBen vollsténdige Darstellung der
Strukturtheorie endlicher Gruppen in einem Bande zu geben. Die stiir-
mische Entwicklung, welche die Theorie seitdem erlebt hat (das Literatur-
verzeichnis gibt einen Eindruck davon), hat diese Zielsetzung unmoglich
gemacht. Der vorliegende erste Band enthilt neben den Grundbegriffen
. die Theorie der nilpotenten, p-nilpotenten und auflésbaren Gruppen
sowie die gewShnliche Darstellungstheorie. Da die Entwicklung der
letzten Jahre nicht in diesen Gebieten ihren Schwerpunkt hatte, konnte
hier ein ziemlich vollstindiger Uberblick iiber den gegenwartigen Stand
der Theorie gegeben werden. (Die in den allerletzten Jahren ent-
standene Theorie der Formationen und Fittingklassen konnte nur noch
zum Teil aufgenommen werden.) Der zweite Band soll die Theorie der
subnormalen Untergruppen, die feinere Theorie der p-Lénge, mehrfach
transitive Permutationsgruppen und einige neuere Anwendungen der
Charaktertheorie enthalten. Wegen der Fiille der Ergebnisse der letzten
Jahre kann dabei keine Vollstindigkeit mehr angestrebt werden.

Einige Teilgebiete wurden ausgeschlossen:

1. Eine einheitliche Behandlung der heute bekannten Serien von
einfachen endlichen Gruppen nach der Methode von CHEVALLEY hitte
umfangreiche Vorkenntnisse iiber Liesche Algebren erfordert. Ich habe
mich in Kap. II auf die projektiven und symplektischen Gruppen be-
schrankt. Die einfachen Gruppen von MATHIEU und Suzukr werden erst
in Band 2 behandelt werden.

2. Die Theorie der p-Gruppen vom Exponenten p und die dazu
bendtigten Zusammenhinge zwischen nilpotenten Gruppen und Lie-
schen Ringen wurden nicht beriihrt. Diese Theorie hat sachlich und
methodisch nur wenige Verbindungen zu den iibrigen Fragen der Struk-
turtheorie endlicher Gruppen, und ihre Anwendungen liegen auch weit-
gehend in der Theorie der unendlichen Gruppen.



VI Vorwort

3. Die Kohomologietheorie endlicher Gruppen fand bisher ihre
wichtigste Anwendung in der Klassenkorpertheorie und nicht in der
Strukturtheorie endlicher Gruppen. Daher habe ich in I, § 19 (unter
Verzicht auf die funktorielle Beschreibung der Kohomologiegruppen) nur
so viel an Kohomologietheorie entwickelt, wie fiir einige in diesem
Buch behandelte Fragen (Erweiterungstheorie, Automorphismen von
p-Gruppen, Schurscher Multiplikator) zweckmiBig erschien.

Obwohl dieses Buch keine Vorkenntnisse iiber Gruppen erfordert,
wendet es sich doch an einen Leser mit algebraischen Grundkennt-
nissen. Die Grundbegriffe und elementaren Hilfsmittel der Gruppen-
theorie werden in Kap. I vollstindig, jedoch knapp und ohne Moti-
vierung entwickelt. Ringtheoretische Hilfsmittel, wie die Theorie der
Hauptidealringe (I, § 13) und der halbeinfachen Algebren (V, §2—4)
werden vollstindig dargestellt. Hingegen habe ich gelegentlich einfache
Sitze iiber p-adische Korper und algebraische Zahlkorper ohne Beweis
herangezogen.

Ich habe nicht versucht, das Buch gleichméBig mit Aufgaben zu
versehen. In Kap. I werden zahlreiche Bemerkungen und Beweisvarian-
ten in den Aufgaben angeboten, jedoch bleiben in den spateren Kapiteln
lange Strecken fast ohne Aufgaben. Die Aufgaben werden im Text nur
ganz selten herangezogen.

Zahlreiche Helfer haben mich bei der Niederschrift dieses Buches
unterstiitzt. R. BAER, N. ITd, O. H. KEGEL und J. RosE haben ver-
schiedene Fassungen einiger Kapitel kritisch gelesen. N. BLACKBURN
und H. LONEBURG haben das vollstindige Manuskript durchgesehen.
Mit W. Gascutrz, F. Gross und J. NEUBUSER konnte ich fast alle Ka-
pitel im Manuskript oder in der Fahnenkorrektur eingehend durch-
sprechen. Dies fiihrte zu zahlreichen Verbesserungen und zur Vermeidung
von Fehlern und Unklarheiten. Unverdffentlichte Ergebnisse, Beweise
oder Beispiele verdanke ich N. BLACKBURN, R. CARTER, E. DADE,
W. Gascuttz, P. Hair, P. RogueTtg, D. TAUNT, J. G. THOMPSON
und H. WiELANDT. Bei den langwierigen Korrekturen haben A. BRANDIS,
K. DoErk, W. Gascuitz, K. D. GRrAF, F. Gross, B. KLAIBER, J. NEU-
BUsER und A. SCHLETTE geholfen. Allen diesen Helfern sei hier herzlich
gedankt. SchlieBlich habe ich folgenden Institutionen zu danken, die mir
Gelegenheit zur Arbeit an diesem Buch und zu fruchtbaren Gesprachen
mit Kollegen gaben: dem British Council fiir einen Aufenthalt in Man-
chester 1958/59; der University of Illinois in Urbana fiir eine Gast-
professur 1963/64; dem California Institute of Technology in Pasadena
fiir eine Gastprofessur im Herbst 1964. Endlich sei dem Verlag fiir
sein groBziigiges Eingehen auf meine umfangreichen Anderungswiinsche



Vorwort VII

wihrend der Korrekturen und fiir die gute Ausstattung des Buches
gedankt.

Mein ganz besonderer Dank geht an meinen Lehrer HELMuT WiE-
LANDT. Seine Vorlesungen, die mich mit der Theorie der endlichen
Gruppen bekannt machten, waren oftmals der Ausgangspunkt fiir die
Niederschrift von Paragraphen und ganzen Kapiteln dieses Buches.
Sie haben in Stil und Stoffauswahl meine Darstellung immer wieder
beeinfluBt.

Mainz, den 15. 9. 1967 Bertram Huppert

Vorwort zum Nachdruck

10 Jahre nach Erscheinen des 1. Bandes ist dieser in vielen Teilen
durch die stiirmische Entwicklung der Theorie der endlichen Gruppen
iiberholt worden. Das gilt ganz besonders fiir das Kapitel iiber auflésbare
Gruppen. Mit kleineren Ergénzungen und Anderungen wire nicht viel
verbessert worden, zumal der hoffentlich in naher Zukunft erscheinende
zweite Band manchen Nachtrag bringen wird. Ich habe mich daher fiir
einen ungednderten Nachdruck mit einem Verzeichnis der mir bekannt-
gewordenen Fehler entschlossen. Im Text sind die betroffenen Seiten mit
einem Sternchen neben der Seitenzahl versehen. Reine Schreibfehler, die
der Leser leicht erkennt, habe ich nicht in das Fehlerverzeichnis auf-
genommen.

Zahlreiche Kollegen haben mich auf Fehler und Versehen hingewie-
sen. Ihnen allen méchte ich hiermit danken. Mein ganz besonderer Dank
gilt Dr. John Rose (Newcastle), der ein umfangreiches Fehlerverzeichnis
mit zahlreichen, wohlbegriindeten Verbesserungsvorschldgen angefertigt
hat.

Mainz, Mai 1979 Bertram Huppert
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Kapitel I
Grundlagen

In Kapitel I entwickeln wir zunichst in knapper, aber vollstindiger
Form die Grundbegriffe der Gruppentheorie (§ 1—4). Diese Paragraphen
enthalten zahlreiche elementare Sitze und Hilfssdtze, welche spiter
immer wieder herangezogen werden; dies trifft ganz besonders zu fiir den
Produktsatz 2.12a), die Dedekind-Identit4t 2.12c), Hilfssatz 2.13 und
die Satze 4.5, 4.8 und 4.9. Die Darstellungen einer Gruppe als Permuta-
tionsgruppe (§ 6) liefern als wichtigste Folgerung die grundlegenden
Sylowschen Sitze (§ 7). Einige elementare Auflsbarkeitskriterien werden
aus den Sylowschen Sitzen in § 8 hergeleitet werden.

Die weiteren Paragraphen von Kapitel I sind vornehmlich den kon-
struktiven Verfahren der Theorie der endlichen Gruppen gewidmet:
Direkte Produkte (§9 und 12), Erweiterungstheorie (§ 14), Kranz-
produkte (§ 15). Neben das direkte Produkt stellen wir gleich zwei daraus
abgeleitete Konstruktionen, nimlich das direkte Produkt mit vereinigten
zentralen Untergruppen (9.10) und das direkte Produkt mit vereinigten
Faktorgruppen (9.11). Auf die wichtige Frage, unter welchen Umstinden
sich eine vorgegebene Gruppe aus einfacheren Gruppen mittels eines der
angegebenen Verfahren aufbauen 148t, gehen wir mehrfach ein. So ge-
winnen wir in § 18 als Spezialfall der Untersuchung von Moduln iiber
Hauptidealringen den Fundamentalsatz fiir endlich erzeugbare, abelsche
Gruppen. Von grundlegender Wichtigkeit fiir die ganze Theorie der end-
lichen Gruppen ist der Satz von Zassenhaus (§ 18), welcher gewisse
Erweiterungen als semidirekte Produkte nachweist. Die Kohomologie-
theorie behandeln wir in § 16 nur in dem Umfang, welcher fiir die spiteren
Untersuchungen der Automorphismen von p-Gruppen (ITI, §19) und
die Behandlung des Schurschen Multiplikators (V, § 23) niitzlich erscheint.

An.mehreren Stellen war es zweckmiBig oder sogar notwendig, die
Beschrankung auf endliche Gruppen aufzuheben. Die in den Paragraphen
9—13 entwickelte Theorie der direkten Produkte, Kompositionsreihen
und direkten Zerlegungen von Gruppen mit Operatoren und von Moduln
ist so angelegt, daB viele der in der Darstellungstheorie, (Kapitel V) be-
nétigten Sitze tiber Moduln als Spezialflle darin enthalten sind. Bei der
Beschreibung von Gruppen durch definierende Relationen in § 19 schlieB-
lich war ein Eingehen auf freie Gruppen véllig unvermeidlich.

Huppert, Endliche Gruppen I 1



2 I. Grundlagen

Dem wenig erfahrenen Leser sei empfohlen, sich zuerst auf die Para-
graphen 1—9 und 18 zu beschrinken; einen Beweis von 17.5 ohne Ver-
wendung der Hilfsmittel der Kohomologietheorie findet er in Aufgabe 70
skizziert.

§ 1. Die Gruppenaxiome

1.1 Gruppenaxiome. Die nichtleere Menge & heift eine Gruppe, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) Jedem geordneten Paar {A, B} von Elementen A und B aus & ist
eindeutig ein drittes Element C aus & zugeordnet. Wir schresben C = A B
und nennen C das Produkt von A v d B. ;

b) Fiir alle A, B, C aus © gilt das assoziative Gesetz

(AB)C=A4A(BC().
c) Es gibt ein Element E aus © mit EA = A fir alle A aus &. Wir
nennen E ein Einheitselement von &. (Es wird sich zeigen, daf es nur ein

solches Element gibt.)
d) Zujedem Element A aus & gibt es ein Element B aus ® mit BA = E.

Wir ziehen aus den Axiomen zunichst ein paar einfache Folgerungen:

1.2 Folgerung. Die Produktbildung in einer Gruppe ist unabhingig von
der Beklammerung; genauer gesagt:

Fiir irgendwelche Elemente Ay, A,, . .. aus © definieren wir die Teil-
mengen Py (Ay, .. ., Az) von & rekursiv durch
) Py(4,) = {41}, Py(4,, 4y) = {4,4,}

und
Pr(4,, ..., 43)

={XY | X €EPn(Ay ... Ap)s Y EPolApivrsv- - Amin)s =4 8},

(Die Elemente aus Py (A, . . ., A;) sind also gerade die Produkie A, ... A,
- mit sinnvoller Beklammerung.) Wir behaupten: Fiir jedes k enthilt
Py(4y, ..., Ay) genau ein Element. Dieses Element bezeichnen wir mit
Agioldy:

Beweis. Wir beweisen - durch Induktion nach &%, daB jedes
Py (A4, ..., Ap) genau ein Element enthilt. Fiir 2= 1,2 ist dies auf
Grund der Definition klar. Sei 2= 8 und G=XY €P(4,,..., 43)
mit X €#,(4y, ..., 4,) und Y €2, (Api1, - - -, Az). Nach unserer
Induktionsannahme ist X = 4,Z mitZ = 4, ... 4,,; fiir m = 1ist dabei
Z = E wegzulassen. Nun folgt mit 1.1 b)

¥ G=XY =y ZyY—=H4{(Z YY"
Dabei ist nach unserer Induktionsannahme
ZY e By_1(AgiioinAn)= A v i}y
und wir sind fertig. g.ed.’



§ 1. Die Gruppenaxiome 3

1.3 Folgerung. a) Ist E ein Einheitselement der Gruppe ©, so gilt auch
AE = A fir alle A aus G.

b) Aus BA =E folgg AB=E.

c) Aus AX =AY oder XA =YA folgt X=Y.

Beweis. a) Nach 1.1 d) gibt es Elemente X und Y in & mit XA =E
und Y X = E. Dann folgt

YE=Y(XA)=(YX)A=EA=4.
Wegen EE = E erhalten wir weiter

A=YE=Y(EE)= (YE)E=AE,
was zu zeigen war.

b) Nach 1.1d) gibt es in & ein Element X mit X B = E. JUnter
Beachtung von 1.2 folgt dann

E=XB=XEB=X(BA)B
= (XB)(AB)=E(AB)="4B.
¢) Sei BA = E. Dann haben wir auch 4 B = E und
X=EX=(BA)X=BAX)=B(AY)=(BA)Y=EY=Y
bzw.
X=XE=X(AB)=(X4A)B=(YA)B=Y(AB)=YE=Y.
q.e.d.

1.4 Folgerung. Ist & eine Gruppe, so gibt es zu gegebenen Elementen A
und B aus ® genau ein Element X aus ® mit AX = B. Ebenso gibt es
genau ein Element Y mit YA = B. .

Beweis. Sei C ein nach 1.1d) existierendes Element mit CA =E.
Nach 1.3 b) ist dann auch AC = E. Nun ist X = C B gin Element der
gesuchten Art, denn wir haben

» AX=A(CB)=(AC)B=EB=B.
Sind X; und X, Elemente mit 4 X, = 4 X, = B, so liefert 1.3 c) sofort
Xy Xer _ q.e.d.

Aus 1.4 folgt unmittelbar, daB ® nur ein Einheitselement E besitzt.

Ferner ergibt sich noch:

1.5 Folgerung. a) Zu vorgegebenem A aus & gibt es genau ein X aus &
mit X A = E. Dann ist auch AX = E. Wir nennen X das Inverse zu A und
schreiben X = A~ i

b) Stets gilt (A B) = B-1A~! und (A-))'= A.

Beweis. Die Aussage unter a) ist eine Folgerung aus 1.4 und 1.3 b).
Die Aussage b) ergibt sich dann mit 1.2 aus

(B*A-) (AB) = (B*(A'4))B=B'B=E, AA'=E
und der Eindeutigkeit des inversen Elementes. q.e.d.
1%
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1.6 Definition. Wir definieren die Potenzen des Elementes G aus der
Gruppe @ rekursiv durch G°= E und Gi+l= GiG; fiir 1 < 0 setzen wir
G*= (G%)~1. Man beweist leicht die Giiltigkeit von Gi+/= GiG/ fiir alle
ganzen rationalen Zahlen ¢ und ;.

1.7 Definition. Die Kardinalzahl einer Menge 9 bezeichnen wir stets
mit |9R|. Ist & eine Gruppe, so nennen wir |G| die Ordnung von &. Wir
nennen & eine endliche Gruppe, wenn |&| eine endliche Kardinalzahl ist.

Wir interessieren uns oft nicht fiir die Natur der Elemente einer
Gruppe, sondern nur fiir die algebraischen Bez1ehungen zwischen den
Elementen. Um dem Rechnung zu tragen, fithren wir den folgenden Aqui-
valenzbegriff ein:

1.8 Definition. Zwei Gruppen &, und &, heiBen isomorph, wenn es
eine umkehrbar eindeutige Abbildung x von &, auf G, gibt mit

(GH)*= G"H"
fir alle Elemente G und H aus ;. Wir schreiben dann ®, ~ &,. Die
Isomorphie ist offenbar ein Aquivalenzbegriff. Unter einer Gruppen-
eigenschaft verstehen wir eine Eigenschaft, welche mit & auch jeder zu ®
isomorphen Gruppe zukommt.

Wir vermerken :

1.9 Folgerung. Ist 7t ein Isomorphismus von &, auf &, und E, das
Einheitselement von &,, so gilt E3= E,. Ferner gilt fiir alle G in ®, stets
06 i L

Beweis. Die Aussage EF= E, folgt aus der fiir alle G aus &, giiltigen
Qlelchung

EYG*=(E, G)"= G*
zusammen mit der Eindeutigkeitsaussage in 1.4. Aus
(6)"6"= (G-G)"= EY~ E,
folgt ebenso (G)= (G7)-1. i q.e.d.
1.10 Definition. Die Gruppe & heiBt abelsch (oder auch kommutativ),

wenn fiir alle Elemente 4 und B aus G gilt A B = BA. Dann ist jedes
Produkt 4, ... 4, mit 4,¢ & unabhingig von der Anordnung der 4,.

§ 2. Untergruppen
2.1 Definition. Die Teilmenge U der Gruppe & heiBt eine Untergruppe
von &, wenn U beziiglich der auf ® definierten Produktbildung eine
Gruppe ist. Das heiBt also:
Liegen U, und U, in U, so liegt auch U, U, in U; mit U liegt U~1in U;
das Einheitselement E von ® liegt in U. (Natiirlich ist E dann das Ein-
heitselement von U.)
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Wir schreiben U < ®, falls U eine Untergruppe von ® ist; ist U eine
von & verschiedene Untergruppe von &, so schreiben wir 2 < &. Jede
Gruppe enthilt die nur aus dem Einheitselement E bestehende Unter-
gruppe € = {E}. Wir bezeichnen gelegentlich die Gruppen € und & als
die trivialen Untergruppen von &.

Niitzlich ist oft:

2.2 Hilfssatz. Ist U eine endliche Teilmenge der Gruppe &, und gilt fiir
U,, U, aus U stets auch U, U, € U, so ist U eine Untergruppe von S.

Beweis. Sei U, irgendein Element aus U. Die Produkte UU, mit
U €U sind dann nach 1.3c) alle verschieden und liefern genau [U|
Elemente aus U. Alsoist U = {U U, | U € U}. Insbesondere gibt es ein U,
aus U mit U,U,= Uy=EU, Nach 1.3c¢) ist dann U,= E. Ferner
gibt es ein U, aus U mit U, U,= E, daher liegt U,= Uy * auch in U. q.e.d.

2.3 Satz. Sind die U, mit i aus der Indexmenge | Untergruppen von S,
so ist auch der Durchschnitt ‘Q, U, eine Untergruppe von ©.

-

Beweis. Liegen 4 und B beide in allen Untergruppen U, so liegen auch
A-! und 4 B in allen U, daher auch in ',fg' U,. Offenbar liegt auch E in

q.e.d.

i

2.4 Definition. Sei M eine Teilmenge der Gruppe &. Als Erzeugnis
(M) von M bezeichnen wir den Durchschnitt aller Untergruppen von &,
welche die Menge I enthalten. Offenbar ist dann () die kleinste
Untergruppe von &, welche 9 enthilt. Setzen wir 1= {M | M €M},

so gilt

n
i€l

<9n>={E,X1..-X.|X;€‘mU9R"‘, S=1,2,...}.

Ist M= {4, B,...}, so schreiben wir auch (M)={4,B,...). Ist
& = (M), so nennen wir die Menge M ein Erzeugendensystem von &.
Eine Gruppe, welche sich mit einem Element erzeugen 1dB8t, nennen wir
zyklisch. Setzen wir stets A° = E, so besteht {4 ) gerade aus den Elemen-
ten A* mit 1=0, &1, +2,..., welche aber nicht notwendig alle ver-
schieden sind.

2.5 Satz. Sei U eine Untergruppe von &. Die Mengen
GU={GU |U €U} (mitGec®)

bezeichnen wir als Linksnebenklassen von U in &. Fiir irgendwelche Elemente
G und H aus © gilt dann stets GU N HU = @ odexGU = HU. Die Gruppe
® ist die disjunkie Vereinigung aller verschiedengn Linksnebenklassen GU.
Enthdlt die Menge R aus jeder Linksnebenklasse von U genau ein Element,
so nenmen wir R ein. System von Linksnebenklassenvertretern von U in &
(transversal tm Englischen). Die Zerlegung

' 6= U RU

ReRXR
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nennen wir die Zerlegung von ® in Linksnebenklassen nach U. Alle Neben-
" klassen von U haben die gleiche Kardinalzahl |U|. Wir nennen die Kardinal-
zahl |R| von R den Index von U in & und schreiben dafiir |G : U|.

(Entsprechende Aussagen gelten natiirlich fir die Rechisnebenklassen
uG.)

Beweis. Wir fithren auf ® eine Aquivalenzrelation ein durch die Fest-
setzung X ~ Y, falls X-'Y in U liegt. Dies ist wirklich eine Aquivalenz-
relation:

Wegen X-1X = E €U gilt X ~ X, also ist die Relation reflexiv. Ist
X ~Y,also XY ¢ U, so folgt (X-1Y)-1=Y-1X ¢ U, daher Y ~ X, und
unsere Relation ist symmetrisch. Aus X ~ Y und Y ~ Z folgt X-1Y ¢U
und Y-1Z € U, daher auch

X-1Z = (X1Y) (Y-12) €U

und dann X ~ Z. Daher ist die Relation auch transitiv.

Bekanntlich 148t sich nun & schreiben als die disjunkte Veremlgung
der Aquivalenzklassen nach unserer Relation. Die Klasse der zu G aqui-
valenten Elemente aus & ist offenbar gerade die Linksnebenklasse GU.
Die restlichen Behauptungen sind nun klar. q.e.d.

2.6 Satz. a) Sei U eine Untergruppe von ®. Ist & = RLEJR UR die Zerlegung
von & in Rechisnebenklassen nach U, so ist ® = RLGJR R U die Zerlegung von

& in Linksnebenklassen nach U. (Insbesondere haben wir nicht zwischen
esnem Links- und Rechtsindex von U in & zu unterscheidem)
W Ist 6 = RLéJguR die Zerlegung von ® in Rechisnebenklassen nach

der Untergruppe U und ist U = U B S die Zerlegung von U nach B, so ist

6= > eURGSRQ}S R die Zcrlegung von & in Rechisnebenklassen nach V.

Insbesondere gilt |&: B| = |G : Y| |U: V.

Beweis. a) Die Abbildung & mit G*= G- ist eine umkehrbar eindeutige
Abbildung von & auf sich mit UR)== R-11.

b) AusB S, R, =B S, R, folgt durch Multiplikation mit U von links
UR, = UR,. Also ist R, =R, und dann S, = S,. Trivialerweise gilt

6= seeuxesw% SR. g.e.d.

Grundlegend fiir die Theorie der endlichen Gruppen ist der folgende
Satz von Lagrange, der ein arithmetisches Element in die Theorie
hineinbringt :

2.7 Hauptsatz (LAGRANGE). Sei © eine endliche Gruppe und U eine
Untergruppe von &. Dann gilt |G| = |U| |S : U|. Insbesondere sind also
Ordnung und Index einer Untergruppe einer endlichen Gruppe stets Teiler
der Gruppenordnung.

Beweis. Dies ist der Sonderfall 8 = & von 2.6 b). q.ed.
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2.8 Definition. Sei G ein Element der Gruppe &. Die kleinste natiir-
liche Zahl #» mit G"= E nennen wir die Ordnung O(G) von G; gibt es
keine natiirliche Zahl # mit G"= E, so schreiben wir O(G) = o. Das
kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen O (G) der Elemente G aus &
nennen wir, falls es existiert, den Exponenten Exp ® von &.

2.9 Satz. Sei ® eine Gruppe. Sei G € ® mit O(G) = n < co. Dann gilt:
a) Aus G™= E folgt n|m.
b) Es gilt
(6)={E,G, G, 73 G*%
und |(G)| = O(G) = n. Insbesondere ist O(G) fiir endliches & ein Teiler
von |®|.
c) Ist k eine ganze rationale Zahl, so gilt O(G*) =
Beweis. a) Sei m = n7 + s mit 0 < s < #. Dann ist

E=G"= Gnr-f-c____ (Gn)rGa= G*.

Wegen der Minimalitidt von # = O(G) erzwingt das s = 0, somit # |m.

b) Sei 1 +j=nr+ s mit 0 <s <#. Dann ist G*+/ = G*. Also ist
die endliche Menge {G*|0 < s <} nach 2.2 eine Gruppe, ist somit
gleich {(G). Angenommen, es sei G* = G mit 0 < ¢ < § < #. Dann ist
G'—t= E. Nach a) folgt n|j — 4, also ist ¢+ =j. Somit sind die G* mit
0 < ¢ < n— 1 paarweise verschieden. Wegen G"*+r= Gr bleibt

(G)={E,G,G, ... ,G"-1}.
Nach 2.7 ist daher O(G) = [{G)| ein Teiler von |®].
¢) Aus nf ks folit

(" k)

”
G’ "R —
Nach a) wta]soO(G")l oy Aus G*= E folgt umgekehrt mit a) n |k,
daher "5 t. Also ist 0(G%) = =2 qed.

2.10 Satz. Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.

Beweis. Sei |®| = p eine Primzahl und sei G ein von E verschiedenes
Element aus G. Wir setzen U = {G). Dann ist [U| nach 2.7 ein Teiler von
|®&] = p. Wegen 1 < U] folgt daraus |U| = |G|, also U = &, und & ist
zyklisch. q.e.d.

Satz 2.10 ist nur der allererste einer langen Reihe von Sitzen, welche
aus der Primfaktorzerlegung von |G| Aussagen fiber & herleiten.

2.11 Definition. Sind ¥ und B Teilmengen der Gruppe &, so setzen wir
AB = {AB |4 €4, BB}



