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Vorwort

Fiir viele Aufgabenstellungen beim Entwurf, beim Betrieb und bei der
Automatisierung technischer Systeme werden in zunehmendem MaBe genaue
mathematische Modelle fiir das dynamische Verhalten ben8tigt. Auch im
Bereich der Naturwissenschaften, besonders Physik, Chemie, Biologie
und Medizin und in den Wirtschaftswissenschaften hat das Interesse an
dynamischen Modellen stark zugenommen. Das grundsédtzliche dynamische
Verhalten kann dabei auf dem Wege einer theoretischen Modellbildung er-
mittelt werden, wenn die das System beschreibenden Gesetzm&Bigkeiten
in analytischer Form vorliegen. Wenn man diese Gesetze jedoch nicht
oder nur teilweise kennt, oder wenn einige wesentliche Parameter nicht
genau bekannt sind, dann muB man eine experimentelle Modellbildung,
Identifikation genannt, durchfiihren. Hierbei verwendet man gemessene
Signale und ermittelt das zeitliche Verhalten innerhalb einer gewdhl-

ten Klasse von mathematischen Modellen.

Die Systemidentifikation (oder ProzeBidentifikation) ist eine noch re-
lativ junge Disziplin, die sich vor allem in Rahmen der Regelungstech-
nik seit etwa 1960 entwickelt hat. Sie verwendet Grundlagen und Metho-
den der Systemtheorie, Signaltheorie, Regelungstheorie und Schétztheo-
rie, und wurde wesentlich geprdgt durch die moderne MeBStechnik und di-
gitale Rechentechnik.

In zwel Bédnden werden die bekanntesten Methoden der Identifikation
dynamischer Systeme behandelt. Dabei wird sowohl auf die Theorie

als auch Anwendung eingegangen. Das Werk ist eine Fortsetzung der
vom Verfasser im Jahr 1971 im Bibliographischen Institut und im Jahr
1974 im Springer-Verlaqg erschienenen Bdndchen. Der Umfang ist jedoch
durch die weitere Entwicklung des Gebietes erheblich angestiegen, so
daB die Aufteilung in zwei Bdnde zweckmdBig war.

Die Behandlung von grundlegenden Methoden der Identifikation dynami-
scher Systeme erfolgt in Band I. In Kapitel 1 wird zundchst das prin-
zipielle Vorgehen bei der Identifikation beschrieben. Die einzelnen
Methoden werden nach typischen Merkmalen geordnet und es wird eine Uber-
sicht der verschiedenen Anwendungsmdglichkeiten gegeben.
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Dann folgt im Kapitel 2 eine kurze Zusammenstellung der mathematischen
Modelle linearer dynamischer Systeme fiir zeitkontinuierliche und zeit-
diskrete Signale. Die weiteren Kapitel sind in Teilen zusammengefafBt.

Im Teil A wird zundchst die Identifikation mit nichtparametrischen Mo-
dellen fiir zeitkontinuierliche Signale betrachtet. Dabei wird die Fou-
rieranalyse mit nichtperiodischen Testsignalen, die Frequenzgangmessung
mit periodischen Testsignalen und die Korrelationsanalyse mit stocha-
stischen Signalen beschrieben. Dann erfolgt im Teil B die Identifikation
mit nichtparametrischen Modellen, aber zeitdiskreten Signalen in Form

der Korrelationsanalyse.

Der Teil C widmet sich der Identifikation mit parametrischen Modellen
fir zeitdiskrete Signale. Der Fall zeitdiskreter Signale wird hier zu-
erst besprochen, da die zugeh®rigen Methoden einfacher zu behandeln und
weiter entwickelt sind als fiir zeitkontinuierliche Signale. Es wird zu-
ndchst die Parameterschédtzung fiir statische Systeme und dann fiir dyna-
mische Systeme beschrieben. Die Methode der kleinsten Quadrate in der
urspriinglichen, nichtrekursiven Form wird abgeleitet. Dann werden die
zugehdrigen rekursiven Parameterschétzgleichungen angegeben. Es folgen
die Methoden der gewichteten kleinsten Quadrate, mehrere Modifikationen
der Methode der kleinsten Quadrate, die Methode der Hilfsvariablen und
die stochastische Approximation.

Im Anhang werden verschiedene Grundlagen, Grundbegriffe und Ableitungen
zusammengefaBft, die den Stoff einiger Kapitel erginzen.

Der Band II setzt den Teil C mit einer vertiefenden Behandlung der Pa-
rameterschdtzmethoden fort. Zundchst werden die Maximum-Likelihood-Me-
thode und die Bayes-Methode beschrieben, die von einer statistischen
Betrachtungsweise ausgehen. Dann folgt eine Parameterschdtzmethode mit
nichtparametrischem Zwischenmodell. In besonderen Kapiteln wird auf die
rekursiven Parameterschédtzmethoden und damit verbunden, auf die Para-
meterschdtzung zeitvarianter Prozesse eingegangen. Weitere Kapitel iiber
numerisch verbesserte Schédtzmethoden, ein Vergleich verschiedener Para-
meterschdtzmethoden, die Parametersch&dtzung im geschlossenen Regelkreis
und verschiedene Probleme (Wahl der Abtastzeit, Ermittlung der Modell-

ordnung, integrale Prozesse, usw.) schlieBen den Teil C ab.

Zur‘Identifikation mit parametrischen Modellen, aber zeitkontinuier-
lichen Signalen in Teil D werden zun&ichst verschiedene Verfahren zur
Parameterbestimmung aus Ubergangsfunktionen, die sog. Kennwertermitt-
lung, beschrieben. Dann folgen die Parametereinstellmethoden mit Mo-

dellabgleich, die im Zusammenhang mit der Analogrechentechnik entstan-
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den sind, Parameterschidtzmethoden fiir Differentialgleichungen und fiir
gemessene Frequenzgidnge.

Der Teil E ist der Identifikation von MehrgrdBensystemen gewidmet. Es
werden zundchst die verschiedenen Modellstrukturen und dann geeignete
Identifikationsmethoden mittels Korrelation und Parameterschitzung be-
trachtet.

Einige MSglichkeiten zur Identifikation nichtlinearer Systeme werden

in Teil F beschrieben. Hierbei steht die Parameterschitzung von dyna-
mischen Systemen mit stetig und nichtstetig differenzierbaren Nicht-

linearitdten im Vordergrund.

SchlieBlich wird im Teil G auf die praktische Durchfithrung der Iden-
tifikation eingegangen. Es werden zunichst einige Angaben zu prakti-
schen Aspekten, wie besondere Gerdte, die Elimination besonderer Stdr-
signale, die Verifikation der erhaltenen Modelle und die Identifikation
mit Digitalrechnern gemacht. Dann erfolgen Anwendungsbeispiele fiir meh-
rere technische Prozesse. Diese Beispiele zeigen exemplarisch, daB die
meisten der behandelten Identifikationsmethoden in verschiedenen Ein-

satzfdllen auch praktisch erprobt wurden.

Das Werk richtet sich an Studenten, Ingenieure in der Forschung und
Praxis und an Wissenschaftler aus dem Bereich der Naturwissenschaften,
die an einer Einflihrung und vertieften Behandlung der Identifikation
dynamischer Systeme interessiert sind. Dabei werden lediglich Grund-
kenntnisse der Behandlung linearer, dynamischer Systeme vorausgesetzt.
Der erste Band entspricht weitgehend einer Vorlesung (2 Stunden Vor-
lesung, 1 Stunde Ubung) an der Technischen Hochschule Darmstadt ab dem
sechsten Semester. Dabei wird der Stoff in der Reihenfolge der Kapitel
1, a1, a2, 2, 3, 4, 5, A3, 6, 7, 8, 9, 10 behandelt.

Viele der Methoden, Untersuchungen und Ergebnisse wurden in zahlreichen
Studien- und Diplomarbeiten seit 1966 und in besonderen Forschungsarbei-
ten seit 1972 erarbeitet. Hierzu mdchte ich sowohl den damaligen Studen-
ten als auch den Institutionen zur Forschungsfdrderung, besonders der
Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) und dem Bundesministerium fir
Forschung und Technologie (BMFT) sehr danken.

Der Verfasser dankt ganz besonders seinen Mitarbeitern, die in mehr-

jédhriger Zusammenarbeit an der Untersuchung und Entwicklung von Iden-
tifikationsmethoden, der Erstellung von Programmpaketen, Simulationen
auf Digitalrechnern, Anwendungen mit ProzeBSrechnern und Mikrorechnern

und schlieflich durch das Korrekturlesen wesentlich am Entstehen die-
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ses Buches beteiligt waren. Hierbei danke ich besonders den Herren
Dr.-Ing. U. Baur, Dr.-Ing. W. Bamberger, Dr.-Ing. S. Bergmann, Dr.-Ing.
P. Blessing, Dr.-Ing. W. Goedecke, Dr.-Ing. H. Hensel, Dipl.-Ing. R.
Kofahl, Dr.-Ing. H. Kurz, Dr.-Ing. K.-H. Lachmann, Dr.-Ing. W. Mann,
Dipl.-Ing. K.H. Peter, Dr.-Ing. R. Schumann und Dr.-Ing. F. Radke. Mein
Dank gilt ferner dem Springer-Verlag fiir die Herausgabe des Buches.
SchlieBlich m&échte ich mich noch sehr bei Frau M. Widulle fiir die sorg-
fdltige Gestaltung des gesamten Textes mit der Schreibmaschine bedanken.

Darmstadt, April 1987 Rolf Isermann
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12 Maximum-Likelihood-Methode

In den vorausgegangenen Kapiteln wurden Parameterschdtzmethoden behan-
delt, bei denen keine besonderen Annahmen iiber die Verteilungsdichte
des Storsignals oder Fehlersignals gemacht werden muBten. Die Annahme
von Modellen, deren Fehlersignal linear in den Parametern ist, erlaubte
dann bei der nichtrekursiven Methode der kleinsten Quadrate eine direkte
Verarbeituny der Daten (in einem Zug), siehe Abschnitt 1.3, was einen
rechentechnischen Vorzug bedeutet. Die mdglichen Strukturen der Modelle

waren jedoch eingeschrédnkt.

Die in diesem Kapitel beschriebene Maximum-Likelihood-Methode unterschei-
det sich prinzipiell von den bisher betrachteten Methoden. Sie geht von
einer statistischen Betrachtungsweise aus, bei der eine Funktion der be-
obachteten Signale und unbekannten Parameter, die Likelihood-Funktion,
gebildet wird. Flir die Verteilungsdichte des Fehlersignals miissen aller-
dings bestimmte Annahmen gemacht werden; das Fehlersignal braucht jedoch
nicht mehr linear in allen Parametern zu sein. Einfache Verh&dltnisse er-
geben sich allerdings nur bei Annahme einer vormalverteilten Fehlersi-
gnals. Die Maximum-Likelihood-Methode ist ein relativ allgemeines Parame-
terschdtzverfahren. Sie erlaubt aufgrund der allgemeinen Schidtztheorie
Angaben iliber die asymptotische Gilite der Konvergenz. Unter bestimmten Be-
dingungen ist sie asymptotisch effizient, d.h. es gibt keine anderen er-
wartungstreuen Schdtzverfahren mit kleinerer Varianz.

UUber die Entwicklung der Maximum-Likelihood-Methode berichtet Deutsch
(1965) . Das Prinzip der Maximum-Likelihood-Sch&tzung geht demnach auf
Gauss (1809) zurick. R.A. Fisher (1921) hat sie jedoch als allgemeines
Schatzverfahren eingefiihrt. Seitdem gehdrt sie zu den grundlegenden
statistischen Schdtzmethoden.

Zur Parameterschdtzung dynamischer Prozesse wurde die Maximum-Likelihood-
Methode zuerst von Rstrém, Bohlin (1966) auf Differenzengleichungen mit
korreliertem Ausgangssignal (ARMAX-Modell) angewendet. Kashyap (1970)
verwendete sie fiir Zustandsmodelle mit korrelierten Eingangsstdrungen
aber nichtkorrelierten Ausgangsstdrungen und Mehra (1973) flir Zustandsmo-



delle mit nichtkorreliertem Eingangssignal und nichtkorrelierten Ausgangs-
stérungen bzw. Mehra (1973) filir korrelierte Ausgangsstdrungen.

Die Ableitung der nichtrekursiven Maximum-Likelihood-Methode soll im
folgenden in Anlehnung an Xstrbm, Bohlin (1966) und Rstrém (1980) er-
folgen. Dann schlieBt sich die Beschreibung einer rekursiven Form an,
die durch Vereinfachungen aus der nichtrekursiven ML-Methode hervorgeht.

SchlieBlich wird noch eine unterste Schranke fiir die Kovarianzen der

Parameterschédtzwerte behandelt, die Cramér-Rao-Ungleichung.

12.1 Nichtrekursive Maximum-Likelihood-Methode (ML)

Es wird ein Modell des dynamischen Prozesses in der ARMAX-Form

Az My(z) - Bz u(z) = d(z" Ve l(z) N (12.1-1)
A(z—1) =1 + a1z_1 + ...+ amz_m
~ = - =3 -+ >
B(z7) = byz7 + b,z "4 ... +bz = (12.1-2)
pizYy = 1+4a,.271 4+ +dz™™

1 Tt m

angenommen, wobei e ein statistisch unabhidngiges normalverteiltes Si-

gnal (0,0e) ist und alle Wurzeln von D(z) im Inneren des Einheitskrei-
ses liegen.

Zum Vergleich sei an das Modell der Methode der kleinsten Quadrate
erinnert, Gl.(8.1-9),

alz" Vw izl - Btz Ve = ere). (12.1-3)

Der Gleichungsfehler € muBte nach Satz 8.2 nichtkorreliert sein, da-
mit eine biasfreie Parameterschdtzung erméglicht wird. Aus dem Ver-
gleich von G1.(12.1-1) und (12.1-3) folgt

e(z) = D(z Nelz). (12.1-4)

Fir das Modell Gl.(12.1-1) ist €(z) zu einem ProzeB mit gleitendem
Mittel (moving average process) erweitert worden. Der Gleichungsfeh-
ler € ist fir diesen Fall somit ein korreliertes Signal, das durch das
Filter 1/6(2_1) in ein nichtkorreliertes Fehlersignal umgeformt wird,
Bild 12.1.

Mit diesen Annahmen muB der ProzeB also die Struktur

B(z™))

p(z™ ")
A(z“1 3

u(z) + ] v(z) (12.1-5)
) A(z ')

y(z) =



Modell

Bild 12.1 Struktur von ProzeB und Modell fiir die Maximum-Likelihood-
Methode

haben (ARMAX-Modell), wenn v ein nichtkorreliertes Stdrsignal ist, und
v=e gesetzt wird. Diese Struktur ergibt sich auch bei der Zustandsdar-
stellung siehe Abschnitt 18.2.

Zur Ableitung der Maximum-Likelihood-Methode muB das beobachtete Aus-
gangssignal y (k) eine bestimmte Verteilungsdichte aufweisen. Da sich
nur bei Annahme eines normalverteilten Ausgangssignales {iberschaubare

Gleichungen ergeben, sei Normalverteilung der y(k) angenommen.

Die bedingte Verteilungsdichte der beobachteten Signalwerte {y(k)}
fiir gegebene Eingangssignalwerte {u(k)} und fiir gegebene Parameter
g=[a1,...,am: b1,...,bm; d1,...dm,0e] werde mit

pl{y(k)}|[{u(k)},8] = ply|u,8]

bezeichnet und sei bekannt, Bild 12.2.

plylu,0]

y

Bild 12.2 Bedingte Verteilungsdichte des beobachteten Signals y (k)

In diese Gleichung flir die Verteilungsdichte werdén die gemessenen
Werte yp(k) und uP(k) eingesetzt. Dann erhdlt man die LikelZhood-



Funktion

plypluy,81,

die man in Abh&dngigkeit von den unbekannten Parametern Bi betrachtet,
Bild 12.3.

p[Zplyp:Ol]

6;

Bild 12.3 Likelihood-Funktion fiir einen einzigen Parameter Bi

Da die Parameter ei Konstanten sind und keine stochastischen Variablen,
ist die Likelihood-Funktion keine Verteilungsdichte der Parameter. Der
Methode des Maximum-Likelihood liegt nun der Gedanke zugrunde, daB die
besten Werte der unbekannten Parameter Oi diejenigen sind, die dem
beobachteten Ergebnis die gr&B8te Wahrscheinlichkeit verleihen. Das sind
offensichtlich diejenigen Parameterwerte, die die Likelihood-Funktion
maximieren. In bezug auf mehrere Parameter gilt dann als Ausgangsglei-
chung

%ﬁ plyplup,81 = 0. (12.1-6)

Da die xp={yp(k)} nicht statistisch unabhdngig voneinander sind, 148t

sich die bisher betrachtete Verteilungsdichte nicht unmittelbar ange-

ben. Zur Bildung der Likelihood-Funktion wird deshalb die Verteilungs-
dichte

p[_e.l_qp'.g]

des Fehlersignals e(k) verwendet, das ebenfalls wie y (k) normalverteilt
ist, falls A(z_1)/D(z_1) ein lineares Filter ist. Es wird als stati-
stisch unabhdngiges Signal angenommen. Deshalb gilt fiir seine bedingte

Verteilungsdichte bei N gemessenen Signalen

]

plelu,8] = ple(1)|u,8] - ple(2)|u,8] - ... . ple(N)|u,8]

1]

N
I ple(k)|u,8]. (12.1-7)
k=1

Diese Funktion muB entsprechend Gl. (12.1-6) abgeleitet werden. Da die

Ableitung eines aus vielen Faktoren bestehenden Produktes jedoch unan-



genehm zu handhaben ist, bildet man den Logarithmus der Likelihood-Funk-
tion

N
L = 1n plefu,8] = J 1n ple(k)|u,8]. (12.1-8)
k=1

Dadurch wird die Lage der Maxima der Likelihood-Funktion beziliglich der
Parameter 0 nicht verdndert. Die Parametersch&tzung erfolgt schlieBlich
durch Lo&sen der Maximum-Likelihood-Gleichung

L

38 & =

N
} 1n ple(k)|u,0] = 0. (12.1-9)
k=1

[5] §o5)
|

Diese Gleichung gilt noch fiir beliebige differenzierbare Verteilungs-
dichten. Das Einfilihren einer WNormalverteilung erleichtert jedoch die
folgende Rechnung wesentlich. Mit E{e(k)}=0 gilt dann fiir einen einzi-

gen Signalwert zum Zeitpunkt k

ple (k) |u,0] = expl- 3 % (k) /021, (12.1-10)

5

a
e

und flir N Signalwerte nach Gl. (12.1-7)

A 1 2
plelu,8] = o exp[- 5 e (k)/oi] (12, =1 1)

wenn die Standardabweichung Og aller Fehlersignale e(k) gleich ist.

Der Logarithmus der Likelihood-Funktion wird dann nach Gl. (12.1-8)

-

1 N N
- 1n[ [om] "I exel- 3 et /07
e k=1
(12.1-12)

l_.

1]

N
2 N
] e“(k) - N 1n 9, = 5 1o 2.

20 k=1

[0S

Diese Gleichung muB nun bezliglich der unbekannten Parameter ai'bi'di
und oe maximiert werden. Bezeichnet man die in Gl.(12.1-12) auftre-
tende Verlustfunktion mit

1 Y 2
ve) =5 k[ e (k) (12.1-13)
=1

dann muB gelten

o LB) = U7 wie VUO) = 03 +0— V{H) = @ (12.1-14)
5a. V(& TR 5a, V(&

1 1 1
oL _ -3 -No! =o0. _
53; = 2 9 V() N o, (12.1-15)

Aus der letzten Gleichung folgt direkt als Schdtzwert fiir die Varianz



