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内 容 提 要

　　本书为研究生课程“随机过程”的教材，其主要内容有：随机过程的概念，泊松
过程，马尔可夫链，连续时间的马尔可夫链，平稳随机过程，平稳随机过程的谱分
析，时间序列分析等．

本书除介绍最基本的理论外，取材突出了实用较多的泊松过程，马尔可夫链和
平稳过程．叙述尽可能通俗，例题较多并尽力结合实际应用．每章后面附有习题，书
后附有习题解析，可供读者选用、参考．

本书可作理工科（含工程类型）硕士研究生的教材或参考书，也可供有关教学
和工程技术人员参考．
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前　　言

　　随机过程理论在物理、生物、工程、经济和管理等方面都得到了广泛
应用，已成为近代科技工作者谋求掌握的一个理论工具．目前，有条件的
高等学校在本科生或研究生中开设了随机过程课程．本书是编者根据多
年的教学实践，在原有版本的基础上，充实和修改而成的．

本书在工科大学生已有的数学知识基础上，采用为工科学生和工程
技术人员易于接受的叙述方式，较全面地介绍了现代科学技术中常见的
几种重要的随机过程．全书分为四个部分：预备知识和基本概念（第１
章、第２章），泊松过程（第３章），马尔可夫过程（第４章、第５章），平稳
随机过程（第６章、第７章、第８章）．第二、三、四部分相互独立，读者可
根据专业的需要，对内容进行适当取舍．

本书是为具有高等数学、线性代数、概率论等知识的高等理工科院
校研究生，数学专业本科生及工程技术人员学习随机过程编写的，它既
可作为教材或教学参考书，也可作为需要随机过程知识的读者的自学读
本．

本书的第四版依据教学过程发现的问题和读者所提意见，由编者作
了适当修改，并增加了全书习题的详细解答（第９章），以帮助读者更进
一步理解教材的内容．

这次利用改版的机会，再次对书中的遗漏和不妥之处作了更正，但
限于编者的水平，本书肯定仍存在不当之处，欢迎专家和读者批评指正．

最后，编者对关心、支持本书改进的所有同志表示衷心感谢．

刘次华
２００８年８月
于华中科技大学
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写在“研究生教学用书”出版１５周年前岁

“接天莲叶无穷碧，映日荷花别样红。”今天，我国的教育正处在一个
大发展的崭新时期，而高等教育即将跨入“大众化”的阶段，蓬蓬勃勃，生
机无限。在高等教育中，研究生教育的发展尤为迅速。在盛夏已临，面
对池塘中亭亭玉立的荷花，风来舞举的莲叶，我深深感到，我国研究生教
育就似夏季映日的红莲，别样多姿。

党的十六大报告以空前的力度强调了“科教兴国”的发展战略，强调
了教育的重大作用，强调了教育的基础性全局性先导性，强调了在社会
主义建设中教育的优先发展的战略地位。从报告中，我们可以清楚看
到，对高等教育而言，不仅赋予了重大的历史任务，而且更明确提出了要
培养一大批拔尖创新人才。不言而喻，培养一大批拔尖创新人才的历史
任务主要落在研究生教育肩上。“百年大计，教育为本；国家兴亡，人才
为基。”国家之间的激烈竞争，在今天，归根结底，最关键的就是高级专门
人才，特别是拔尖创新人才的竞争。由此观之，研究生教育的任务可谓
重矣！重如泰山！

前事不忘，后事之师。历史经验已一而再、再而三地证明：一个国家
的富强，一个民族的繁荣，最根本的是要依靠自己，要以“自力更生”为
主。《国际歌》讲得十分深刻，世界上从来就没有什么救世主，只有依靠
自己救自己。寄希望于别人，期美好于外力，只能是一种幼稚的幻想。
内因是发展的决定性的因素。当然，我们决不应该也决不可能采取“闭
关锁国”，自我封闭，固步自封的方式来谋求发展，重犯历史错误。外因
始终是发展的必要条件。正因为如此，我们清醒看到了，“自助者人助”，
只有“自信、自尊、自主、自强”，只有独立自主，自强不息，走以“自力更
生”为主的发展道路，才有可能在向世界开放中，争取到更多的朋友，争
取到更多的支持，充分利用好外部的各种有利条件，来扎扎实实地而又
尽可能快地发展自己。这一切的关键就在于，我们要有数量与质量足够
的高级专门人才，特别是拔尖创新人才。何况，在科技高速发展与高度
发达，而知识经济已初见端倪的今天，更加如此。人才，高级专门人才，



拔尖创新人才，是我们一切事业发展的基础。基础不牢，地动山摇；基础
坚牢，大厦凌霄；基础不固，木凋树枯；基础深固，硕茂葱绿！

“工欲善其事，必先利其器。”自古凡事皆然，教育也不例外。教学用
书是“传道授业解惑”培育人才的基本条件之一。“巧妇难为无米之炊”。
特别是在今天，学科的交叉及其发展越来越多及越快，人才的知识基础
及其要求越来越广及越高，因此，我一贯赞成与支持出版“研究生教学用
书”，供研究生自己主动地选用。早在１９９０年，本套用书中的第一本即
《机械工程测试·信息·信号分析》出版时，我就为此书写了个“代序”，
其中提出：一个研究生应该博览群书，博采百家，思路开阔，有所创见。
但这不等于他在一切方面均能如此，有所不为才能有所为。如果一个研
究生的主要兴趣与工作不在某一特定方面，他也可选择一本有关这一特
定方面的书作为了解与学习这方面知识的参考；如果一个研究生的主要
兴趣与工作在这一特定方面，他更应选择一本有关的书作为主要的学习
用书，寻觅主要学习线索，并缘此展开，博览群书。这就是我赞成要为研
究生编写系列的“研究生教学用书”的原因。今天，我仍然如此来看。

还应提及一点，在教育界有人讲，要教学生“做中学”，这有道理；但
须补充一句，“学中做”。既要在实践中学习，又要在学习中实践，学习与
实践紧密结合，方为全面；重要的是，结合的关键在于引导学生思考，学
生积极主动思考。当然，学生的层次不同，结合的方式与程度就应不同，
思考的深度也应不同。对研究生特别是对博士研究生，就必须是而且也
应该是“研中学，学中研”，在研究这一实践中，开动脑筋，努力学习，在学
习这一过程中，开动脑筋，努力研究；甚至可以讲，研与学通过思考就是
一回事情了。正因为如此，“研究生教学用书”就大有英雄用武之地，供
学习之用，供研究之用，供思考之用。

在此，还应进一步讲明一点。作为一个研究生，来读“研究生教学用
书”中的某书或其他有关的书，有的书要精读，有的书可泛读。记住了书
上的知识，明白了书上的知识，当然重要；如果能照着用，当然更重要。
因为知识是基础。有知识不一定有力量，没有知识就一定没有力量，千
万千万不要轻视知识。对研究生特别是博士研究生而言，最为重要的还
不是知识本身这个形而下，而是以知识作为基础，努力通过某种实践，同
时深入独立思考而体悟到的形而上，即《老子》所讲的不可道的“常道”，
即思维能力的提高，即精神境界的升华。《周易·系辞》讲了：“形而上谓
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之道，形而下谓之器。”我们的研究生要有器，要有具体的知识，要读书，
这是基础；但更要有“道”，更要一般，要体悟出的形而上。《庄子·天道》
讲得多么好：“书不过语。语之所贵者意也，意有所随。意之所随者，不
可以言传也。”这个“意”，就是孔子所讲的“一以贯之”的“一”，就是“道”，
就是形而上。它比语、比书，重要多了。要能体悟出形而上，一定要有足
够数量的知识作为必不可缺的基础，一定要在读书去获得知识时，整体
地读，重点地读，反复地读；整体地想，重点地想，反复地想。如同韩愈在
《进学解》中所讲的那样，能“提其要”，“钩其玄”，以达到南宋张孝祥所讲
的“悠然心会，妙处难与君说”的体悟，化知识为己之素质，为“活水源
头”。这样，就可驾驭知识，发展知识，创新知识，而不是为知识所驾驭，
为知识所奴役，成为计算机的存储装置。

这套“研究生教学用书”从第一本于１９９０年问世以来，到明年，就经
历了不平凡的１５个春秋。从研究生教育开始以来，我校历届领导都十
分关心研究生教育，高度重视研究生教学用书建设，亲自抓研究生教学
用书建设；饮水思源，实难忘怀！“逝者如斯夫，不舍昼夜。”截至今天，
“研究生教学用书”的出版已成了规模，蓬勃发展。目前已出版了用书
６９种，有的书发行了数万册，有２２种分别获得了国家级、省部级教材
奖、图书奖，有数种已为教育部列入向全国推荐的研究生教材，有２０种
一印再印，久销不衰。采用此书的一些兄弟院校教师纷纷来信，称赞此
书为研究生培养与学科建设做出了贡献。我们深深感激这些鼓励，“衷
心藏之，何日忘之？！”没有读者与专家的关爱，就没有我们“研究生教学
用书”的发展。

唐代大文豪李白讲得十分正确：“人非尧舜，谁能尽善？”我始终认
为，金无足赤，物无足纯，人无完人，文无完文，书无完书。“完”全了，就
没有发展了，也就“完”蛋了。江泽民同志在党的十六大报告中讲得多么
深刻：“实践没有止境，创新也没有止境。”他又指出，坚持“三个代表”重
要思想的关键是与时俱进。这套“研究生教学用书”更不会例外。这套
书如何？某本书如何？这样的或那样的错误、不妥、疏忽或不足，必然会
有。但是，我们又必须积极、及时、认真而不断地加以改进，与时俱进，奋
发前进。我们衷心希望与真挚感谢读者与专家不吝指教，及时批评。当
局者迷，兼听则明；“嘤其鸣矣，求其友声。”这就是我们肺腑之言。当然，
在这里，还应该深深感谢“研究生教学用书”的作者、审阅者、组织者（华
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中科技大学研究生院的有关领导和工作人员）与出版者（华中科技大学
出版社的编辑、校对及其全体同志）；深深感谢对“研究生教学用书”的一
切关心者与支持者，没有他们，就决不会有今天的“研究生教学用书”。

我们真挚祝愿，在我们举国上下，万众一心，在“三个代表”重要思想
的指引下，努力全面建设小康社会，加速推进社会主义现代化，为实现中
华民族伟大复兴，“芙蓉国里尽朝晖”这一壮丽事业中，让我们共同努力，
为培养数以千万计高级专门人才、特别是一大批拔尖创新人才，完成历
史赋予研究生教育的重大任务而做出应有的贡献。

谨为之序。

中国科学院院士
华中科技大学学术委员会主任

杨叔子

２００３年７月于喻园
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预 备 知 识

１．１　概 率 空 间

随机试验是概率论的基本概念，试验的结果事先不能准确地预言，但具有如下
三个特性：

（１）可以在相同的条件下重复进行；
（２）每次试验的结果不止一个，但预先知道试验的所有可能的结果；
（３）每次试验前不能确定哪个结果会出现．
随机试验所有可能结果组成的集合称为这个试验的样本空间或基本事件空

间，记为Ω．Ω中的元素ｅ称为样本点或基本事件，Ω的子集Ａ称为事件，样本空间Ω
称为必然事件，空集  称为不可能事件．

由于事件是集合，故集合的运算（并、交、差、上极限、下极限、极限等）都适用
于事件．

在实际问题中，我们不是对所有的事件（样本空间Ω的所有子集）都感兴趣，
而是关心某些事件（Ω的某些子集）及其发生的可能性大小（概率）．这样，便导致σ－
代数Ｆ和Ｆ上的概率的概念．

定义１．１　 设Ω是一个集合，Ｆ是Ω的某些子集组成的集合族．如果
（１）Ω∈Ｆ；
（２）若Ａ∈Ｆ，则珡Ａ＝Ω＼Ａ∈Ｆ；

（３）若Ａｎ ∈Ｆ，ｎ＝１，２，…，则∪
∞

ｎ＝１
Ａｎ ∈Ｆ；

则称Ｆ为σ－代数（Ｂｏｒｅｌ域）．（Ω，Ｆ）称为可测空间，Ｆ中的元素称为事件．
由定义易知：
（４） ∈Ｆ；
（５）若Ａ，Ｂ∈Ｆ，则Ａ＼Ｂ∈Ｆ；

（６）若Ａｉ∈Ｆ，ｉ＝１，２，…，则∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ，∩

ｎ

ｉ＝１
Ａｉ，∩

∞

ｉ＝１
Ａｉ∈Ｆ．

定义１．２　 设（Ω，Ｆ）是可测空间，Ｐ（·）是定义在Ｆ上的实值函数．如果



（１）任意Ａ∈Ｆ，０≤Ｐ（Ａ）≤１；
（２）Ｐ（Ω）＝１；
（３）对两两互不相容事件Ａ１，Ａ２，…（当ｉ≠ｊ时，Ａｉ∩Ａｊ ＝ ），有

Ｐ（∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ）＝∑

∞

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ），

则称Ｐ是（Ω，Ｆ）上的概率，（Ω，Ｆ，Ｐ）称为概率空间，Ｐ（Ａ）为事件Ａ的概率．
由定义易知：

Ｐ（）＝０；
（４）若Ａ，Ｂ∈Ｆ，ＡＢ，则Ｐ（Ｂ＼Ａ）＝Ｐ（Ｂ）－Ｐ（Ａ），即概率具有单调性；
（５）设Ａｎ ∈Ｆ，ｎ＝１，２，…，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ（Ａｎ）＝

Ｐ（∪
∞

ｎ＝１
Ａｎ），　 若Ａ１ Ａ２  …，

Ｐ（∩
∞

ｎ＝１
Ａｎ），　 若Ａ１ Ａ２  …

烅

烄

烆 ．

　　定义１．３　设（Ω，Ｆ，Ｐ）是概率空间，ＧＦ，如果对任意Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ∈Ｇ，有

Ｐ（∪
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ）＝

ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ａｉ），

则称Ｇ为独立事件族．

１．２　随机变量及其分布

随机变量是概率论的主要研究对象，随机变量的统计规律用分布函数来描述．
定义１．４　设 （Ω，Ｆ，Ｐ）是概率空间，Ｘ＝Ｘ（ｅ）是定义在Ω上的实函数，如果

对任意实数ｘ，｛ｅ：Ｘ（ｅ）≤ｘ｝∈Ｆ，则称Ｘ（ｅ）是Ｆ上的随机变量，简记为随机变量
Ｘ．称

Ｆ（ｘ）＝Ｐ（ｅ：Ｘ（ｅ）≤ｘ），　－∞ ＜ｘ＜ ∞
为随机变量Ｘ的分布函数．

分布函数Ｆ（ｘ）具有下列性质：
（１）Ｆ（ｘ）是非降函数，即当ｘ１ ＜ｘ２ 时，有Ｆ（ｘ１）≤Ｆ（ｘ２）；
（２）Ｆ（－∞）＝ｌｉｍ

ｘ→－∞
Ｆ（ｘ）＝０，Ｆ（∞）＝ｌｉｍ

ｘ→∞
Ｆ（ｘ）＝１；

（３）Ｆ（ｘ）是右连续，即Ｆ（ｘ＋０）＝Ｆ（ｘ）．
可以证明，定义在Ｒ＝（－∞，∞）上的实值函数Ｆ（ｘ），若具有上述三个性质，

必存在一个概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ）及其上的随机变量Ｘ，其分布函数是Ｆ（ｘ）．
在应用中，常见的随机变量有两种类型：离散型随机变量和连续型随机变量．
离散型随机变量Ｘ的概率分布用分布列描述：

ｐｋ ＝Ｐ（Ｘ＝ｘｋ），　ｋ＝１，２，…，
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其分布函数

Ｆ（ｘ）＝∑
ｘｋ≤ｘ
ｐｋ．

连续型随机变量Ｘ的概率分布用概率密度ｆ（ｘ）描述，其分布函数

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

－∞
ｆ（ｔ）ｄｔ．

常见随机变量的分布参见表１－１．
表１－１

分 　 布 分布律或概率密度 期 　望 方 　差 特征函数

０－１分布
Ｐ（Ｘ＝１）＝ｐ，　Ｐ（Ｘ＝０）＝ｑ，

０＜ｐ＜１，　ｐ＋ｑ＝１
ｐ　 ｐｑ　 ｑ＋ｐｅｉｔ

二项分布
Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝Ｃｋｎｐｋｑｎ－ｋ，

０＜ｐ＜１，　ｐ＋ｑ＝１，　ｋ＝０，１，…，ｎ
ｎｐ　 ｎｐｑ （ｑ＋ｐｅｉｔ）ｎ

泊松分布
Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝λ

ｋ

ｋ！ｅ
－λ，　λ＞０，

ｋ＝０，１，…
λ λ ｅλ（ｅ

ｉｔ－１）

几何分布
Ｐ（Ｘ＝ｋ）＝ｐｑｋ－１，　０＜ｐ＜１，

ｐ＋ｑ＝１，　ｋ＝１，２，…
１
ｐ

ｑ
ｐ２

ｐｅｉｔ
１－ｑｅｉｔ

均匀分布 ｆ（ｘ）＝
１
ｂ－ａ

，　ａ＜ｘ＜ｂ

０，　 　
烅
烄

烆 其它

ａ＋ｂ
２

（ｂ－ａ）２
１２

ｅｉ　ｂｔ－ｅｉ　ａｔ
ｉ（ｂ－ａ）ｔ

Ｎ（μ，σ
２） ｆ（ｘ）＝ １

２槡πσ
ｅ－

（ｘ－ａ）２

２σ２ ａ σ２ ｅｉ　ａｔ－
１
２σ
２ｔ２

指数分布 ｆ（ｘ）＝ λｅ－λｘ， ｘ≥０，
０， ｘ＜０｛ ，　 λ＞０

１
λ

１
λ２

（１－ｉｔλ
）－１

下面我们讨论ｎ维随机变量及其概率分布．
定义１．５　设（Ω，Ｆ，Ｐ）是概率空间，Ｘ＝Ｘ（ｅ）＝（Ｘ１（ｅ），…，Ｘｎ（ｅ））是定义在Ω

上的在ｎ维空间Ｒｎ 中取值的向量函数．如果对于任意ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｒｎ，
｛ｅ：Ｘ１（ｅ）≤ｘ１，Ｘ２（ｅ）≤ｘ２，…，Ｘｎ（ｅ）≤ｘｎ｝∈Ｆ，则称Ｘ＝Ｘ（ｅ）为ｎ维随机变
量或ｎ维随机向量．称

Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝Ｐ（ｅ：Ｘ１（ｅ）≤ｘ１，Ｘ２（ｅ）≤ｘ２，…，Ｘｎ（ｅ）≤ｘｎ），

ｘ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｒｎ

为Ｘ＝ （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的联合分布函数．

ｎ维联合分布函数Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）具有下列性质：
（１）对于每个变元ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是非降函数；
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（２）对于每个变元ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是右连续的；
（３）对于Ｒｎ 中的任意区域（ａ１，ｂ１；…；ａｎ，ｂｎ），其中ａｉ≤ｂｉ，ｉ＝１，…，ｎ，

Ｆ（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）－∑
ｎ

ｉ＝１
Ｆ（ｂ１，…，ｂｉ－１，ａｉ，ｂｉ＋１，…，ｂｎ）

＋∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｉ＜ｊ

Ｆ（ｂ１，…，ｂｉ－１，ａｉ，ｂｉ＋１，…，ｂｊ－１，ａｊ，ｂｊ＋１，…，ｂｎ）

＋…＋（－１）ｎＦ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）≥０；

　　（４）ｌｉｍ
ｘｉ→－∞

Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，…，ｘｎ）＝０，ｉ＝１，２，…，ｎ，

ｌｉｍ
ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ→∞

Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝１．

可以证明，对于定义在Ｒｎ 上具有上述性质的实函数Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），必存在
一个概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ）及其上的ｎ维随机变量Ｘ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），其联合分布
函数为Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）．

在应用中，常见的ｎ维随机变量也有两种类型：离散型和连续型．
若随机向量Ｘ＝ （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的每个分量Ｘｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，都是离散型

随机变量，则称Ｘ是离散型随机向量．
对于离散型随机向量Ｘ＝ （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），其联合分布列为

ｐｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ＝Ｐ（Ｘ１ ＝ｘ１，Ｘ２ ＝ｘ２，…，Ｘｎ ＝ｘｎ），
其中ｘｉ∈Ｉｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，Ｉｉ是离散集．Ｘ的联合分布函数

Ｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）＝ ∑
ｘｉ≤ｙｉ

ｉ＝１，…，ｎ

ｐｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈Ｒ
ｎ．

　　若存在定义在Ｒｎ 上的非负函数ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），对于任意（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈
Ｒｎ，随机向量Ｘ＝ （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的联合分布函数

Ｆ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）＝∫
ｙ１

－∞
…∫

ｙｎ

－∞
ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｄｘ１…ｄｘｎ，

则称Ｘ是连续型随机向量，ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）为Ｘ的联合概率密度．
定义１．６　设｛Ｘｔ，ｔ∈Ｔ｝是一族随机变量，若对于任意ｎ≥２和ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ∈Ｔ，

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ∈Ｒ，有

Ｐ（Ｘｔ１ ≤ｘ１，Ｘｔ２ ≤ｘ２，…，Ｘｔｎ ≤ｘｎ）＝
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｔｉ ≤ｘｉ）， （１．１）

则称 ｛Ｘｔ，ｔ∈Ｔ｝是独立随机变量族．
如果｛Ｘｔ，ｔ∈Ｔ｝是一族独立的离散型随机变量，（１．１）式等价于

Ｐ（Ｘｔ１ ＝ｘ１，Ｘｔ２ ＝ｘ２，…，Ｘｔｎ ＝ｘｎ）＝
ｎ

ｉ＝１
Ｐ（Ｘｔｉ ＝ｘｉ），

其中ｘｉ是Ｘｔｉ的任意可能值，ｉ＝１，２，…，ｎ．
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如果｛Ｘｔ，ｔ∈Ｔ｝是一族独立的连续型随机变量，（１．１）式等价于

ｆｔ１，ｔ２，…，ｔｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝
ｎ

ｉ＝１
ｆｔｉ（ｘｉ），

其中ｆｔ１，ｔ２，…，ｔｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是随机向量（Ｘｔ１，Ｘｔ２，…，Ｘｔｎ）的联合概率密度，ｆｔｉ（ｘｉ）
是随机变量Ｘｔｉ的概率密度，ｉ＝１，２，…，ｎ．

独立性是概率中的重要概念．在实际问题中，独立性的判断通常是根据经验或
具体情况来决定的．

１．３　随机变量的数字特征

随机变量的概率分布完全由其分布函数描述，但是如何确定分布函数却是相
当麻烦的．在实际问题中，我们有时只需要知道随机变量的某些特征值就够了．

定义１．７　设随机变量Ｘ的分布函数为Ｆ（ｘ），若∫
∞

－∞
｜ｘ｜ｄＦ（ｘ）＜∞，则称

ＥＸ ＝∫
∞

－∞
ｘｄＦ（ｘ）

为Ｘ的数学期望或均值．上式右边的积分称为Ｌｅｂｅｓｇｕｅ－Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ积分．
若Ｘ是离散型随机变量，分布列为

ｐｋ ＝Ｐ（Ｘ＝ｘｋ），　ｋ＝１，２，…，

则 ＥＸ ＝∑
∞

ｋ＝１
ｘｋｐｋ．

若Ｘ是连续型随机变量，概率密度为ｆ（ｘ），则

ＥＸ ＝∫
∞

－∞
ｘｆ（ｘ）ｄｘ．

　　随机变量的数学期望是随机变量的取值依概率的平均．
定义１．８　设Ｘ是随机变量，若ＥＸ２＜∞，则称ＤＸ＝Ｅ［（Ｘ－ＥＸ）２］为Ｘ 的

方差．
随机变量的方差反映随机变量取值偏离均值的程度．
定义１．９　设Ｘ，Ｙ 是随机变量，ＥＸ２＜∞，ＥＹ２＜∞，则称

ＢＸＹ＝Ｅ［（Ｘ－ＥＸ）（Ｙ－ＥＹ）］
为Ｘ、Ｙ 的协方差，称

ρＸＹ ＝
ＢＸＹ

槡 槡ＤＸ　ＤＹ
为Ｘ、Ｙ 的相关系数．

若ρＸＹ＝０，则称Ｘ、Ｙ不相关．相关系数ρＸＹ表示Ｘ、Ｙ之间的线性相关程度的大小．
随机变量的数学期望和方差具有如下性质：
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（１）若ｎ维随机变量（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的联合分布函数为Ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），

ｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是ｎ维连续函数，则

Ｅ［ｇ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）］＝∫
∞

－∞
…∫

∞

－∞
ｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）ｄＦ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）；

　　（２）Ｅ（ａＸ＋ｂＹ）＝ａＥＸ＋ｂＥＹ，其中ａ，ｂ是常数；
（３）若Ｘ、Ｙ 独立，则Ｅ［ＸＹ］＝ＥＸＥＹ；
（４）若Ｘ、Ｙ 独立，则Ｄ（ａＸ＋ｂＹ）＝ａ２　ＤＸ＋ｂ２　ＤＹ，其中ａ，ｂ是常数；
（５）（Ｓｃｈｗａｒｚ不等式）若ＥＸ２＜∞，ＥＹ２＜∞，则

（ＥＸＹ）２ ≤ＥＸ２　ＥＹ２．

　　（６）（单调收敛定理）若０≤Ｘｎ↑Ｘ，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
ＥＸｎ ＝ＥＸ．

　　（７）（Ｆａｔｏｕ引理）若Ｘｎ ≥０，则

Ｅｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘ［ ］ｎ ≤ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｅ［Ｘｎ］≤ｌｉｍ

ｎ→∞
ＥＸｎ

有关的证明可参考［５］．

１．４　特征函数、母函数

特征函数是研究随机变量分布的一个重要工具．由于分布和特征函数之间存
在一一对应关系，因此在得知随机变量的特征函数之后，就可以知道它的分布．用
特征函数求随机变量的分布律比直接求随机变量的分布容易得多，而且特征函数
具有良好的分析性质．为此，我们首先介绍特征函数．

定义１．１０　设随机变量的分布函数为Ｆ（ｘ），称

ｇ（ｔ）＝Ｅ［ｅｉｔＸ］＝∫
∞

－∞
ｅｉｔｘｄＦ（ｘ），　－∞ ＜ｔ＜ ∞

为Ｘ的特征函数．
特征函数ｇ（ｔ）是实变量ｔ的复值函数，由于｜ｅｉｔｘ｜＝１，故随机变量的特征函数

必然存在．
若Ｘ是离散型随机变量，分布列

ｐｋ ＝Ｐ（Ｘ＝ｘｋ），　ｋ＝１，２，…，

则 ｇ（ｔ）＝∑
∞

ｋ＝１
ｅｉｔｘｋｐｋ．

若Ｘ是连续型随机变量，概率密度为ｆ（ｘ），则

ｇ（ｔ）＝∫
∞

－∞
ｅｉｔｘｆ（ｘ）ｄｘ．

随机变量的特征函数具有下列性质：
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