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前　　言

“线性代数”是普通高等院校各专业普遍开设的一门重要的公共基础课

程，具有较强的逻辑性和抽象性，在培养具有良好数学素质及应用型人才方面

起着特别重要的作用．为了更好地适应当前我国高等教育跨越式发展的需要，

满足我国高校从“精英型教育”向“大众化教育”的重大转变过程，满足大多数

高等院校出现的新的教学形势、学生基础和教学特点，我们编写了这本线性代

数课程的教材，书名定为《线性代数教程》．

在编写本书的过程中，我们严格执行教育部“数学与统计学教学指导委员

会”最新修订的工科及经济管理类“本科数学基础课程（线性代数部分）教学基

本要求”，同时参考了近几年来国内外出版的有关教材．编写中，我们适当兼顾

全国研究生入学考试数学考试大纲的要求（线性代数部分），并深入结合编者

的一线教学经验．

全书以通俗易懂的语言，深入浅出地讲解线性代数的基本知识，包括行列

式、矩阵、向量、线性方程组、矩阵的特征值与特征向量、二次型等．每章分若干

节，每章配有习题，书末附有习题的参考答案．

本书各章主要内容如下：

第１章行列式，讲解行列式的概念、行列式的性质与计算、行列式展开定

理、克拉默法则等．

第２章矩阵，包括矩阵的概念、矩阵的运算、可逆矩阵与逆矩阵、分块矩阵、

矩阵的初等变换、矩阵的秩等．

第３章向量，介绍向量的概念和运算、向量间的线性关系、向量组的秩、向

量空间、向量的内积等．

第４章线性方程组，涉及线性方程组的消元法、线性方程组解的讨论、线性

方程组解的结构等．
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第５章矩阵的特征值与特征向量，讲解矩阵的特征值与特征向量的概念和

性质、相似矩阵、实对称矩阵的对角化等．

第６章二次型，包括二次型的概念及其矩阵表示、化二次型为标准形和规

范形、正定二次型等．

本书由戴立辉主编，林大华、陈明玉副主编．陈明玉编写第１章，戴立辉编

写第２章、第５章和第６章，林大华编写第３章和第４章．全书通过编者的充分

讨论，最后由戴立辉统稿、定稿．

在本书的编写过程中，还得到作者单位、参编者单位以及同济大学出版社

的大力支持和热情帮助，在此一并表示衷心的感谢！

由于编者水平和学识有限，书中不当和疏漏之处在所难免，敬请各位同行

和读者不吝赐教，并批评指正．

戴立辉

２０１３年６月
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书书书

第１章　行　列　式

在中学所学代数中，我们讨论过二阶、三阶行列式，并且利用它们来解二元、三
元线性方程组．为了研究ｎ元线性方程组，需要将行列式的概念进行推广．行列式
是一个重要的概念，它在线性代数和后继课程里都有着非常广泛的应用．作为一个
有力的数学工具，行列式在许多实际应用问题中，也发挥着重要作用．

本章主要介绍行列式的定义、性质及其计算方法，还要介绍用ｎ阶行列式解ｎ
元线性方程组的克拉默（Ｃｒａｍｅｒ）法则．

§１．１　行列式的定义

在给出ｎ阶行列式的定义之前，先回顾中学代数中从解线性方程组而引出的
二阶与三阶行列式的定义．

１．１．１　二阶与三阶行列式

为了解二元线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２ ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２ ＝ｂ２
烅
烄

烆 ．
（１．１）

我们以ａ２２ 乘以第一个方程，以ａ１２ 乘以第二个方程，然后将两式相减，得到

（ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１）ｘ１ ＝ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２；

类似可以求得

（ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１）ｘ２ ＝ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１．

当ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１ ≠０时，求得方程组（１．１）的解为

ｘ１ ＝ ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１
，　ｘ２ ＝ ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１

． （１．２）

为了方便记忆ｘ１ 及ｘ２ 的表达式，引进记号

Ｄ＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＝ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１． （１．３）

式（１．３）称为二阶行列式．其中横写的叫做行，竖写的叫做列，二阶行列式含有两行

·１·



两列．
二阶行列式的定义，可用所谓的对角线法则来记忆，参看图１．１．

　图１．１

二阶行列式
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

是这样的两项的代数和：一项是在左

上角到右下角的对角线（称为主对角线）上的两个数ａ１１与ａ２２的乘
积ａ１１ａ２２，取正号；另一项是在右上角到左下角的对角线（称为副
对角线）上的两个数ａ１２ 与ａ２１ 的乘积ａ１２ａ２１，取负号．

例如，
１　２
－３　４

＝１×４－２×（－３）＝１０．

根据二阶行列式的定义，式（１．２）中的分子可分别写成

Ｄ１ ＝
ｂ１ ａ１２
ｂ２ ａ２２

＝ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２，　Ｄ２ ＝
ａ１１ ｂ１
ａ２１ ｂ２

＝ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１．

这样，方程组（１．１）的解可写成

ｘ１ ＝Ｄ１Ｄ ＝

ｂ１ ａ１２
ｂ２ ａ２２
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

，　ｘ２ ＝Ｄ２Ｄ ＝

ａ１１ ｂ１
ａ２１ ｂ２
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

．

对三元线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋ａ１３ｘ３ ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋ａ２３ｘ３ ＝ｂ２，

ａ３１ｘ１＋ａ３２ｘ２＋ａ３３ｘ３ ＝ｂ３
烅
烄

烆 ．

（１．４）

通过消去ｘ２ 和ｘ３，可得到

（ａ１１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ａ３１＋ａ１３ａ２１ａ３２－ａ１１ａ２３ａ３２－ａ１２ａ２１ａ３３－ａ１３ａ２２ａ３１）ｘ１
＝ｂ１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ｂ３＋ａ１３ｂ２ａ３２－ｂ１ａ２３ａ３２－ａ１２ｂ２ａ３３－ａ１３ａ２２ｂ３．

为了方便记忆，引进三阶行列式

　　Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ａ３１＋ａ１３ａ２１ａ３２－ａ１１ａ２３ａ３２－ａ１２ａ２１ａ３３－ａ１３ａ２２ａ３１，（１．５）

上述三阶行列式的定义，也可用对角线法则来记忆，参看图１．２．图中有三条
实线看做是平行于主对角线的联线，三条虚线看做是平行于副对角线的联线，实线

·２·



上三个元素的乘积冠以正号，虚线上三个元素的乘积冠以负号．

图１．２

例如，
２ －１　 ３
－１　 ２　 １
４　 １ －２

＝２×２×（－２）＋（－１）×１×４＋３×（－１）×１

－２×１×１－（－１）×（－１）×（－２）－３×２×４
＝－８－４－３－２＋２－２４＝－３９．

利用三阶行列式的定义，当Ｄ≠０时就得到方程组（１．４）的解：

ｘ１ ＝Ｄ１Ｄ ＝

ｂ１ ａ１２ ａ１３
ｂ２ ａ２２ ａ２３
ｂ３ ａ３２ ａ３３
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

，　ｘ２ ＝Ｄ２Ｄ ＝

ａ１１ ｂ１ ａ１３
ａ２１ ｂ２ ａ２３
ａ３１ ｂ３ ａ３３
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

，

ｘ３ ＝Ｄ３Ｄ ＝

ａ１１ ａ１２ ｂ１
ａ２１ ａ２２ ｂ２
ａ３１ ａ３２ ｂ３
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

．

在自然科学与工程技术中，我们会碰到未知数的个数很多的线性方程组———
如ｎ元一次线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋…＋ａ１ｎｘｎ ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋…＋ａ２ｎｘｎ ＝ｂ２，
………………………………

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋…＋ａｎｎｘｎ ＝ｂｎ

烅

烄

烆 ，

（１．６）

·３·



它的解是否也有类似的结论呢？
为此，我们需要解决如下问题：
（１）怎样定义ｎ阶行列式？
（２）如何计算ｎ阶行列式？
（３）方程组（１．６）在什么情况下有解？有解的情况下，如何表示此解？
作为定义ｎ阶行列式的准备，下面先来讨论排列的性质，然后引出ｎ阶行列式

的概念．

１．１．２　排列及其逆序数

１．排列与逆序

对于ｎ个不同的元素，我们可以给它们规定一个次序，并称这规定的次序为标
准次序．例如１，２，…，ｎ这ｎ个自然数，一般规定由小到大的次序为标准次序．

定义１．１　由 ｎ个自然数１，２，…，ｎ 组成的一个无重复的有序数组

ｊ１ｊ２…ｊｎ，称为一个ｎ元排列．
例如，１２３４和２４３１都是４元排列，而４５３２１是一个５元排列．
显然，ｎ元排列共有ｎ！个．
排列１２…ｎ中元素之间的次序为标准次序，这个排列称为标准排列；其他的排

列的元素之间的次序未必是标准次序．
定义１．２　在ｎ个不同元素的任一排列中，当某两个元素的次序与标准次序

不同时，就说有一个逆序．也就是说，在一个ｎ元排列ｊ１ｊ２…ｊｓ…ｊｔ…ｊｎ 中，如果一
个较大的数排在一个较小的数之前，即若ｊｓ＞ｊｔ（ｓ＜ｔ），则称这两个数ｊｔ，ｊｓ组成
一个逆序．一个排列中所有逆序的总数，称为这个排列的逆序数，记为τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）
或τ．

例如，排列２４３１中，２１，４３，４１，３１是逆序，共有４个逆序，故排列２４３１的逆
序数τ＝４．

定义１．３　如果排列ｊ１ｊ２…ｊｎ 的逆序数为奇数，则称该排列为奇排列；若排列

ｊ１ｊ２…ｊｎ 的逆序数为偶数，则称该排列为偶排列．
例如，２４３１是偶排列，４５３２１是奇排列；标准排列１２…ｎ的逆序数是０，因此是

偶排列．

２．对换

为了研究ｎ阶行列式的需要，我们先讨论对换的概念及其与排列奇偶性的
关系．

定义１．４　在排列ｊ１ｊ２…ｊｓ…ｊｔ…ｊｎ 中，将任意两数ｊｓ 和ｊｔ的位置互换，而其
余的数不动，就得到另一个排列ｊ１ｊ２…ｊｔ…ｊｓ…ｊｎ．这种作出新排列的手续称为一

·４·

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



次对换．将相邻两数对换，称为相邻对换．
例如，对换排列４５３２１中５和１的位置后，得到排列４１３２５．
经过对换，排列的奇偶性有何变化呢？我们有下面的基本事实．
定理１．１　对换改变排列的奇偶性．
也就是说，经过一次对换，奇排列变成偶排列，而偶排列变成奇排列．
证明　先证明相邻对换的情况．
设排列为ａ１…ａｌａｂｂ１…ｂｍ，对换ａ 与ｂ，变为排列ａ１…ａｌｂａｂ１…ｂｍ，显然，

ａ１…ａｌ；ｂ１…ｂｍ 的逆序数经过对换并不改变，而ａ，ｂ的逆序数改变为：
当ａ＜ｂ时，经对换后ａ的逆序数增加１而ｂ的逆序数不变；
当ａ＞ｂ时，经对换后ａ的逆序数不变而ｂ的逆序数减少１．
所以，不论是增加１还是减少１，排列ａ１…ａｌａｂｂ１…ｂｍ 与排列ａ１…ａｌｂａｂ１…ｂｍ

的奇偶性改变．
再证明一般对换的情况．
设排 列 为 ａ１…ａｌａｂ１…ｂｍｂｃ１…ｃｎ，对 它 作 ｍ 次 相 邻 对 换，变 成 排 列

ａ１…ａｌａｂｂ１…ｂｍｃ１…ｃｎ，再作ｍ＋１次相邻对换，变成排列

ａ１…ａｌｂｂ１…ｂｍａｃ１…ｃｎ，

总之，经过２ｍ＋１（奇数）次相邻对换，排列ａ１…ａｌａｂ１…ｂｍｂｃ１…ｃｎ 变成排列

ａ１…ａｌｂｂ１…ｂｍａｃ１…ｃｎ，

所以，这两个排列的奇偶性改变．
推论　任意一个排列与标准排列都可经过一系列对换互换，并且所作对换的

次数与这个排列的奇偶性相同．
证明　由定理１．１知，对换的次数就是排列奇偶性的变化次数，而标准排列是

偶排列，因此结论成立． 证毕．
上述推论说明，奇排列变成标准排列的对换次数为奇数，偶排列变成标准排列

的对换次数为偶数．

１．１．３　ｎ阶行列式的定义

我们以三阶行列式的定义为例来分析研究式（１．５）的结构特点，可以归纳为下
面三点：

（１）三阶行列式是表示一些乘积的代数和，而每一项乘积都是由行列式中位
于不同的行和不同的列的三个元素构成的乘积；

（２）这个代数和的总项数是１，２，３构成的排列总数３！＝６；
（３）每一项的符号与元素的列指标排列的逆序数的奇偶性有关（设元素的行

指标排列按标准排列，即逆序数为０），设τ表示元素的列指标排列的逆序数，则每
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一项乘积的符号由 （－１）τ而定．当τ为奇数时，取负号；当τ为偶数时，取正号．
因此，三阶行列式的定义又可写成

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝∑
ｊ１ｊ２ｊ３

（－１）τ（ｊ１ｊ２ｊ３）ａ１ｊ１ａ２ｊ２ａ３ｊ３，

其中，∑
ｊ１ｊ２ｊ３

表示对所有三级排列ｊ１ｊ２ｊ３ 求和．

通过对三阶行列式定义的结构特点的分析，我们可以类似地推广到一般情形，

于是有下面ｎ阶行列式的定义．
定义１．５　称ｎ２ 个数排成ｎ行ｎ列组成的记号

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

为ｎ阶行列式，它等于所有取自不同行不同列的ｎ个数的乘积ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ 的代
数和，其中ｊ１ｊ２…ｊｎ 为自然数１，２，…，ｎ的一个排列，各项按下列规则带有符号：

当ｊ１ｊ２…ｊｎ 是偶排列时，该项带有正号；当ｊ１ｊ２…ｊｎ 是奇排列时，该项带有负号．
ｎ阶行列式可写成

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ ∑
ｊ１ｊ２…ｊｎ

（－１）τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ．

其中，∑
ｊ１ｊ２…ｊｎ

表示对所有的ｎ元排列ｊ１ｊ２…ｊｎ 求和．

行列 式 有 时 也 简 记 为 ｄｅｔ（ａｉｊ），这 里 数 ａｉｊ 称 为 行 列 式 的 元 素，

（－１）τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ 称为行列式的一般项．
定义１．５通常称为行列式的“排列逆序”定义，它具有三个特点：
（１）由于ｎ元排列的总数是ｎ！个，所以展开式共有ｎ！项；
（２）每项必须是取自不同行不同列的ｎ个元素的乘积；
（３）每项前的符号取决于ｎ个元素列指标所组成排列的奇偶性．
要注意的是，当ｎ＝１时，一阶行列式｜ａ｜＝ａ，不要与绝对值记号相混淆．
例１．１　计算上三角形行列式
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ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
０ ａ２２ … ａ２ｎ
  

０ ０ … ａｎｎ

．

解　该行列式的一般项为 （－１）τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ，现考虑其中不为零
的项．
ａｎｊｎ 取自第ｎ行，但只有ａｎｎ ≠０，故只能取ｊｎ ＝ｎ；

ａｎ－１，ｊｎ－１ 取自第ｎ－１行，只有ａｎ－１，ｎ－１≠０，ａｎ－１，ｎ≠０，由于ａｎｎ 取自第ｎ列，
故ａｎ－１，ｊｎ－１ 不能取自第ｎ列，所以ｊｎ－１ ＝ｎ－１；

同理可得，ｊｎ－２ ＝ｎ－２，…，ｊ２ ＝２，ｊ１ ＝１．
所以不为零的项只有

（－１）τ（１　２…ｎ）ａ１１ａ２２…ａｎｎ ＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

从而

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
０ ａ２２ … ａ２ｎ
  

０ ０ … ａｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

例１．１中，主对角线以下的元素都为零的行列式称为上三角形行列式，它的值
等于主对角线上全部元素的乘积．类似的，主对角线以上的元素都为零的行列式称
为下三角形行列式，主对角线以外的元素都为零的行列式称为对角形行列式，它们
的值都是等于各自主对角线上全部元素的乘积．即有

ａ１１ ０ … ０
ａ２１ ａ２２ … ０
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ，　

ａ１１ ０ … ０
０ ａ２２ … ０
  

０ ０ … ａｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

定理１．２　ｎ阶行列式也可定义为

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ ∑
ｉ１ｉ２…ｉｎ

（－１）τ（ｉ１ｉ２…ｉｎ）ａｉ１１ａｉ２２…ａｉｎｎ．

其中，∑
ｉ１ｉ２…ｉｎ

表示对所有的ｎ元排列ｉ１ｉ２…ｉｎ 求和．
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证明　按定义１．５有

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ ∑
ｊ１ｊ２…ｊｎ

（－１）τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ，

令Ｄ１ ＝ ∑
ｉ１ｉ２…ｉｎ

（－１）τ（ｉ１ｉ２…ｉｎ）ａｉ１１ａｉ２２…ａｉｎｎ，我们要证明Ｄ＝Ｄ１．

对Ｄ中任一项 （－１）τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ，当列指标排列ｊ１ｊ２…ｊｎ经过ｔ次对
换变成标准排列时，相应的行指标排列经过相同的ｔ次对换变成排列ｉ１ｉ２…ｉｎ．

由定理１．１的推论，对换次数ｔ与τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）有相同的奇偶性；同理，ｔ与

τ（ｉ１ｉ２…ｉｎ）有相同的奇偶性，从而τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）与τ（ｉ１ｉ２…ｉｎ）有相同的奇偶性，所
以有

（－１）τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ ＝ （－１）
τ（ｉ１ｉ２…ｉｎ）ａｉ１１ａｉ２２…ａｉｎｎ．

即Ｄ中的任一项总有且仅有Ｄ１ 中的某一项与之对应并相等；

同理可证，Ｄ１ 中的任一项也总有且仅有Ｄ中某一项与之对应并相等，于是Ｄ
与Ｄ１ 中的项可以一一对应并相等，故Ｄ＝Ｄ１．

§１．２　行列式的性质与计算

由行列式的定义易知，按定义计算一个ｎ阶行列式共需计算ｎ！项，每一项需
做ｎ－１次乘法，所以共需做 （ｎ－１）·ｎ！次乘法，当ｎ相当大时，这是一个很大的
数字！为了计算行列式，必须进一步研究行列式的性质，以便利用这些性质将复杂
的行列式转化为简单的行列式（如三角形行列式）来计算．

１．２．１　行列式的性质

在以下性质和推论中，我们只对性质１和性质２给以证明，其余的留给读者

完成．
性质１　行列互换，行列式的值不变，即

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝

ａ１１ ａ２１ … ａｎ１
ａ１２ ａ２２ … ａｎ２
  

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａｎｎ

．
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证明　记　　Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

，　ＤＴ ＝

ａ１１ ａ２１ … ａｎ１
ａ１２ ａ２２ … ａｎ２
  

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａｎｎ

．

令 ＤＴ ＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｎ
  

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂｎｎ

，　即ｂｉｊ ＝ａｊｉ （ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ）．

按定义１．５，并根据定理１．２，有

ＤＴ ＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｎ
  

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂｎｎ

＝ ∑
ｊ１ｊ２…ｊｎ

（－１）
τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）ｂ１ｊ１ｂ２ｊ２…ｂｎｊｎ

＝ ∑
ｊ１ｊ２…ｊｎ

（－１）
τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）ａｊ１１ａｊ２２…ａｊｎｎ

＝Ｄ． 证毕．

在性质１中，ＤＴ 是Ｄ的各行（列）变成相应的列（行）得到的，称ＤＴ 为Ｄ的转
置行列式．另外，由性质１可知，行列式中行与列具有同等的地位，行列式的性质凡
是对行成立的对列也成立，反之亦然．

性质２　交换行列式中两行（列）的位置，行列式的值反号．
证明　设行列式

Ｄ１ ＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｎ
  

ｂｎ１ ｂｎ２ … ｂｎｎ

，

是由行列式Ｄ＝ｄｅｔ（ａｉｊ）交换ｉ，ｊ两行得到的，即：当ｋ≠ｉ，ｊ时，ｂｋｐ ＝ａｋｐ；当ｋ

＝ｉ，ｊ时，ｂｉｐ ＝ａｊｐ，ｂｊｐ ＝ａｉｐ．于是

Ｄ１ ＝ ∑
ｐ１…ｐｉ…ｐｊ…ｐｎ

（－１）
τ（ｐ１…ｐｉ…ｐｊ…ｐｎ）ｂ１ｐ１…ｂｉｐｉ…ｂｊｐｊ…ｂｎｐｎ

＝ ∑
ｐ１…ｐｉ…ｐｊ…ｐｎ

（－１）
τ（ｐ１…ｐｉ…ｐｊ…ｐｎ）ａ１ｐ１…ａｊｐｉ…ａｉｐｊ…ａｎｐｎ

＝ ∑
ｐ１…ｐｉ…ｐｊ…ｐｎ

（－１）
τ（ｐ１…ｐｉ…ｐｊ…ｐｎ）ａ１ｐ１…ａｉｐｊ…ａｊｐｉ…ａｎｐｎ
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＝－ ∑
ｐ１…ｐｊ…ｐｉ…ｐｎ

（－１）
τ（ｐ１…ｐｊ…ｐｉ…ｐｎ）ａ１ｐ１…ａｉｐｊ…ａｊｐｉ…ａｎｐｎ

＝－Ｄ．

其中，１…ｉ…ｊ…ｎ为自然排列，排列ｐ１…ｐｉ…ｐｊ…ｐｎ 与排列ｐ１…ｐｊ…ｐｉ…ｐｎ 的奇
偶性相反． 证毕．

以ｒｉ表示行列式的第ｉ行，以ｃｉ表示第ｉ列．交换ｉ，ｊ两行记作ｒｉｒｊ，交换ｉ，

ｊ两列记作ｃｉｃｊ．
推论　若行列式中有两行（列）相同，则该行列式的值为零．
性质３　行列式的某一行（列）乘以一个数，相当于用这个数乘以此行列

式，即

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ｋａｉ１ ｋａｉ２ … ｋａｉｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ｋ

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

．

这里，行列式的某一行（列）乘以一个数指的是行列式的这一行（列）的所有元
素乘以这个数．

第ｉ行乘以ｋ，记为ｋｒｉ；第ｉ列乘以ｋ，记为ｋｃｉ．
推论１　行列式的某一行（列）中所有元素的公因子可以提到行列式符号的

外面．
推论２　若行列式中某一行（列）的元素都为零，则该行列式的值为零．
推论３　若行列式中有两行（列）的元素对应成比例，则该行列式的值为零．
性质４　若行列式中第ｉ行（列）的元素是两组数的和，则此行列式等于两个行

列式的和．其中这两组数分别是这两个行列式第ｉ行（列）的元素，而除去第ｉ行
（列）外，这两个行列式其它各行（列）的元素与原行列式的元素是相同的．即

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  … 

ａｉ１＋ｂｉ１ ａｉ２＋ｂｉ２ … ａｉｎ＋ｂｉｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＋

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
  

ｂｉ１ ｂｉ２ … ｂｉｎ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

．

性质５　行列式的某一行（列）乘以数ｋ再加到另一行（列）上，行列式的值
不变．

例如，用数ｋ乘以第ｊ行再加到第ｉ行上（记作ｒｉ＋ｋｒｊ），有
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