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前　　言

《数学通用教程》是根据技校学生的实际情况自编的校本教

材，由数学高级讲师张鸽任主编，数学讲师陈冠峰任副主编．张鸽

老师从事技校数学教学工作近３０年，有着深厚的专业知识和丰富

的教学经验，尤其对技校学生的数学基础和学习特点有着准确的

了解和把握．陈冠峰是一位颇具创新精神的年轻老师，走上讲台后

便致力于数学课教学方法的改革，面对学习基础差异较大的学生，

做到了讲课深入浅出，使课堂教学充满活力．

本书在编写过程中，参考了现行普通高中、中职及中技的数学

课教学大纲，立足智力开发和创新思维的培养，突出与技校学生实

际的适应性，精简了内容，降低了难度，与专业课教学结合更加紧

密．本书内在逻辑清晰，章节分配合理，可供不同专业的教学需要

选择使用．每个章节前的引导语，使数学教材变得更加富有亲和

力．每节后设置适量的练习题，难易适度，便于学生复习巩固所学

知识．

由于编写匆忙，书中可能存在诸多的问题和不足，欢迎大家批

评指正．

编　　者

２０１３年７月
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第一章　函数的概念

函数一语，最早见于１６９２年德国数学家莱布尼兹的著作．

１７１８年，约翰·伯努利（Ｊｏｈａｎｎ　Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）把函数定义为“一个变

量的函数是指由这个变量和常量以任何一种方式组成的一种

量．”记号ｆ（ｘ）则是由数学家欧拉（Ｌｅｏｎｈａｒｄ　Ｅｕｌｅｒ）于１７２４年首

次使用的．１７７５年，欧拉在《微分学原理》一书中又提出了函数的

定义：“如果某些量以如下方式依赖于另一些量，即当后者变化

时，前者本身也发生变化，则称前一些量是后一些量的函数．”我

国引进函数概念，首见于１８５９年清代数学家李善兰（１８１１—

１８８２）的译作．

函数的应用十分广泛，在机械专业的学习上，我们充分利用函

数的单调性，对称性，奇偶性，把现实生活中的问题上升到数学问

题，通过数学知识建立合适的模型，从而达到解决实际问题的

目的．

本章主要讲解函数的基本概念及性质，以及三个基本的函数：

指数函数、对数函数和幂函数的概念和性质．
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　§１．１　　函数的概念和性质

　　一、函数的概念

１．函数的概念

设ｘ，ｙ是两个变量，若对于某个特定范围内的每一个ｘ值，按照

某种关系式（对应法则）ｆ，都有唯一的ｙ值与之相对应，则称ｙ是ｘ

的函数，其中ｘ是自变量，自变量ｘ的取值范围称为函数的定义域，

与ｘ对应的ｙ的值称为函数值，函数值的全体称为函数的值域．

２．函数的记法

一般情况下，ｙ是ｘ 的函数可以记作ｙ ＝ｆ（ｘ）．需要说明

的是：

（１）函数的记法ｙ＝ｆ（ｘ）的含义是：ｘ是自变量，ｙ是自变量

ｘ的函数（也称因变量），ｆ是函数ｙ与ｘ之间的对应法则；

（２）一个函数式由函数关系式、自变量、因变量三部分组成，并

且由函数的定义域和函数关系式可以确定函数的值域；

（３）当自变量ｘ在定义域内取值ａ时，对应的函数值记作ｙ＝

ｆ（ａ）；

（４）函数可以用其他不同的符号表示，如ｇ（ｘ），ｈ（ｘ）等．

３．函数的表示方法

表示函数的方法主要有三种：解析法、列表法和图像法．
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（１）解析法．用一个等式来表示函数两个变量的方法称为解析

法．例如，ｙ＝２ｘ２＋１，ｙ＝ｓｉｎ　ｘ＋３ｘ等都是用解析法表示的函数．

（２）列表法．用表格的形式来表示两个变量之间函数关系的方

法称为列表法．例如，李飞２０１２年度的工资情况如下表所示．

月份 １　 ２　 ３　 ４　 ５　 ６　 ７　 ８　 ９　 １０　 １１　 １２

工资 ３　０００ ３　１００　３　０２０　３　３１０　２　９８０　２　８７０　２　９８５　３　２００　３　１５０　３　０００ ３　３００　３　１２０

　　上表中，月份和工资是两个变量，并列出了不同月份对应的工

资，这就是将函数用列表法描述的情况．

（３）图像法．用图像来表示两个变量之间函数关系的方法称为

图像法．例如，一次函数，二次函数在坐标系中的图像分别为一条

直线和一条抛物线．

　　二、函数的性质

１．奇偶性

定义　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在定义域范围内有

ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ）

恒成立，则称函数ｙ＝ｆ（ｘ）在定义域内为偶函数．

同样，若函数ｙ＝ｆ（ｘ）在定义域范围内有

ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ）

恒成立，则称函数ｙ＝ｆ（ｘ）在定义域内为奇函数．

如果上面两种形式都不成立，则称函数为非奇非偶函数．
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例如，函数ｆ（ｘ）＝ｘ２在实数范围内是偶函数，因为ｆ（－ｘ）＝

（－ｘ）２＝ｘ２＝ｆ（ｘ），满足偶函数定义；而对于函数ｆ（ｘ）＝ｘ３在

定义域范围内就是奇函数，因为ｆ（－ｘ）＝ （－ｘ）３ ＝－ｘ３ ＝

－ｆ（ｘ）．

偶函数的图像关于ｙ轴对称，因为若函数ｙ＝ｆ（ｘ）是偶函数，

则ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），此时，若点（ｘ，ｆ（ｘ））是图像上的点，则与它关

于ｙ轴对称的点 （－ｘ，ｆ（ｘ））也是图像上的点；

奇函数的图像关于原点对称，因为若函数ｙ＝ｆ（ｘ）是奇函数，

则ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），此时，若点 （ｘ，ｆ（ｘ））是图像上的点，则与它

关于原点对称的点 （－ｘ，－ｆ（ｘ））也是图像上的点．

２．单调性

设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，区间ＩＤ，若对于区间Ｉ上

的任意两点ｘ１及ｘ２，当ｘ１＜ｘ２时，恒有

ｆ（ｘ１）＜ｆ（ｘ２），

则称函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间Ｉ上是单调递增的，函数在这个区间上

称为增函数，这个区间Ｉ称为函数的单调递增区间；若恒有

ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２），

则称函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间Ｉ上是单调递减的，函数在这个区间上

称为减函数，这个区间Ｉ称为函数的单调递减区间．

单调递增函数和单调递减函数统称为单调函数．

例如，函数ｆ（ｘ）＝ｘ２的定义域为Ｒ，在区间（－∞，０］单调递

减，而在区间 ［０，＋∞）上单调递增；但在整个定义域Ｒ上，函数

ｆ（ｘ）＝ｘ２不是单调的．
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３．周期性

设函数ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域为Ｄ，若存在一个不为零的实数ｔ，

使得对于任一ｘ∈Ｄ，有 （ｘ＋ｔ）∈Ｄ，且函数

ｆ（ｘ＋ｔ）＝ｆ（ｘ）

恒成立，则称函数ｙ＝ｆ（ｘ）为周期函数，ｔ为函数的周期．

由函数的周期性的定义我们可得，一个周期函数的周期有无数

个，通常情况下如果没有特别说明，我们所说的周期一般是指最小正

周期．如函数ｙ＝ｓｉｎ　ｘ，ｙ＝ｃｏｓ　ｘ都是以２π为周期的周期函数．

例１　设函数ｙ ＝ｆ（ｘ）＝２ｘ２ ＋１．（１）求ｆ（０），ｆ（２），

ｆ（２ａ－１）的值；（２）判断函数在定义域Ｒ上的奇偶性；（３）判断函

数在 （－∞，０）内的单调性．

解　（１）因为　ｆ（ｘ）＝２ｘ２＋１，

所以　当ｘ＝０，ｘ＝２，ｘ＝２ａ－１时，

ｆ（０）＝２×０２＋１＝１；

ｆ（２）＝２×２２＋１＝９；

ｆ（２ａ－１）＝２×（２ａ－１）２＋１＝８ａ２－８ａ＋３．

（２）由函数奇偶性的定义可得

ｆ（－ｘ）＝２（－ｘ）２＋１＝２ｘ２＋１＝ｆ（ｘ），

所以，函数在定义域Ｒ上为偶函数．

（３）由函数单调性的定义可得：在 （－∞，０）内任取两点ｘ１及

ｘ２，当ｘ１＜ｘ２时，代入函数表达式

ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）＝２ｘ
２

２－２ｘ
２

１＝２（ｘ２＋ｘ１）（ｘ２－ｘ１）．
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因为　ｘ１＜ｘ２＜０，

所以　ｘ２＋ｘ１＜０，ｘ２－ｘ１＞０，

ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）＜０，

即　ｆ（ｘ１）＞ｆ（ｘ２）．

因此函数在 （－∞，０）内单调递减．

例２　求下列函数的定义域．

（１）ｙ＝ ２ｘ２－槡 １；　　（２）ｙ＝ ２ｘ＋槡 １
３ｘ－４

．

解　（１）要使函数有意义，须

２ｘ２－１≥０．

解不等式，得

ｘ≥槡２２　
或 　ｘ≤－槡２２

，

即函数ｙ＝ ２ｘ２－槡 １的定义域为

ｘ≥槡２２　
或 　ｘ≤－槡２２．

（２）要使函数有意义，须

２ｘ＋１≥０，

３ｘ－４≠０
烅
烄

烆 ．

解之得

ｘ≥－１２
，

ｘ≠ ４３

烅

烄

烆
，
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即函数ｙ＝ ２ｘ＋槡 １
３ｘ－４

的定义域为

ｘ　ｘ≥－１２
且ｘ≠ ４｛ ｝３ ．

由例２我们可以看出，求函数的定义域，一般情况下只要使函

数满足式子成立时ｘ的取值范围即可．在现实生活中，我们求定义

域还要在满足函数有意义的前提下，特别注意其现实意义，在这两

种情况下求出的定义域才符合实际．

例３　一圆柱形容器，要在里面注水，已知容器的底面半径为

１０ｃｍ，容器高为３０ｃｍ，设水的体积为Ｖｃｍ３，写出水的体积Ｖ 与

水桶中水面高度ｈ的函数关系式，并求出函数的定义域与值域．

解　由圆柱的体积公式可得，Ｖ 与水桶中水面高度ｈ的函数

关系式为

Ｖ ＝πｒ２ｈ＝１００πｈ．

在这里，Ｖ 为函数的因变量，它的取值范围即为函数的值域；ｈ

为函数的自变量，它的取值范围为函数的定义域．

而对于函数Ｖ ＝１００πｈ来说，在考虑现实情况下，水面的高度

不能高于容器的高度，所以，ｈ的取值范围，也即函数的定义域为

０≤ｈ≤３０．

同样，对应函数的值域Ｖ 的取值范围，也在零和容器容积范围

之内，即函数的值域为

０≤Ｖ ≤３　０００π．
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１．求下列函数的定义域．

（１）ｙ＝ ｘ２－槡 ４；　　　　　　　（２）ｙ＝ ２ｘ＋１
３ｘ－槡 ６

；

（３）ｙ＝ １
１－ｘ２

＋ ｘ＋槡 ２．

２．设ｆ（ｘ）＝ ４－ｘ槡 ２，求ｆ（０），ｆ（１），ｆ（－１），ｆ １（ ）ａ 的函

数值．

３．判断下列函数哪些是偶函数？哪些是奇函数？哪些是非奇

非偶函数？

（１）ｙ＝ｘ（１－ｘ２）； （２）ｙ＝１－ｘ
２

１＋ｘ２
；

（３）ｙ＝ｘ３－２ｘ； （４）ｙ＝３ｘ＋３－ｘ．

４．判断函数ｙ＝２ｘ２＋５在区间 （－∞，－２］内的单调性．

５．一半径为ｒ，高度为ｈ的圆柱形钢件，要加工成一个底面与

圆柱底面重合的圆锥形工件，试写出圆锥的体积Ｖ 与高度ｈ的函

数表达式，并说明函数的定义域和值域．
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　§１．２　　指数的运算与指数函数

　　一、指数运算

１．根式

定义　若ｘｎ ＝ａ（ｎ是大于１的整数），则称ｘ为ａ 的ｎ 次

方根．

当ｎ为奇数时，正数的ｎ次方根是正数；负数的ｎ次方根是负

数，都表示为 ｎ

槡ａ．特别地，零的ｎ次方根是零；负数没有偶次方根．这

样，形如 ｎ

槡ａ的式子就称为根式，其中ｎ称为根指数，ａ称为被开方数．

根式的性质：

（１）（
ｎ

槡ａ）ｎ ＝ａ　（ｎ是大于１的整数）；

（２）（
ｎ

槡ａ）ｎ ＝
ａ （ｎ为奇数），

｜ａ｜ （ｎ为偶数）烅
烄

烆 ．

２．分数指数幂

以前我们已经学习过整数指数幂的运算法则，如果把根式变化成

指数形式，就会使运算更加简便，为了化简方便，我们进行如下规定：

设ａ＞０，ｍ，ｎ是正整数，ｍｎ
是既约分数，则

（１）正分数指数幂：
ｎ

ａ槡ｍ ＝ａ
ｍ
ｎ；
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（２）负分数指数幂： １ｎ
ａ槡ｍ
＝ａ－

ｍ
ｎ；

（３）零的正分数指数幂为零，零的负分数指数幂无意义．

　　二、指数函数

定义　形如ｙ＝ａｘ（ａ＞０，且ａ≠１）的函数称为指数函数．如

ｙ＝２ｘ 就是一个指数函数．

１．指数函数的图像

我们以ｙ＝２ｘ 和ｙ ＝ １（ ）２
ｘ

为例，研究指数函数的图像和

性质．

在同一坐标系内作出函数ｙ＝２ｘ 和ｙ＝ １（ ）２
ｘ

的图像．

列表：

ｘ －２ －１　 ０ １　 ２ …

ｙ＝２ｘ
１
４

１
２ １　 ２　 ４ …

ｙ＝
１（ ）２

ｘ
４　 ２　 １ １

２
１
４

…

　　描点、连线：
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２．指数函数的性质

由上面函数的图像我们可以得出指数函数ｙ＝ａｘ（ａ＞０且

ａ≠１）的性质：

（１）定义域为ｘ∈Ｒ；

（２）值域为ｙ＞０；

（３）过定点（０，１）；

（４）当ａ＞１时，函数单调递增；当０＜ａ＜１时，函数单调

递减．

例１　比较下列两组实数的大小．

（１）０．５３与０．５３．５；　　　　　　（２）３２．５与３３．５；

（３）５
１
２ 与 １（ ）２

５

； （４）
３

槡５与５
１
２．

解　（１）由指数函数的性质可得：当０＜ａ＜１时，函数ｙ＝ａｘ

单调递减．

因此，函数ｙ＝０．５ｘ 为单调递减函数．

又因为　３＜３．５，

所以　０．５３＞０．５３．５．

（２）由指数函数的性质可得：当ａ＞１时，函数ｙ＝ａｘ单调递增．

因此，函数ｙ＝３ｘ 为单调递增函数．

又因为　２．５＜３．５，

所以　３２．５＜３３．５．

（３）因为　５
１
２

＞５０＝１，　
１（ ）２

５

＜
１（ ）２

０

＝１，

所以　５
１
２

＞
１（ ）２

５

．

（４）因为　
３

槡５＝５
１
３，
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