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全国硕士研究生入学统一考试备考用书介绍
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前　 　 言

本书是根据最新的全国硕士研究生入学统一考试数学二的考试大纲编写的， 旨在指导广

大考研学生在较短时间内复习好考研数学 （包括高等数学、 线性代数） 的基本知识点， 掌

握参加入学考试所必需的基本概念、 基本理论和基本计算方法 .
全书共分六章， 每章都以常考知识点为核心展开， 这与同类的考研参考书有很大的不

同 . 考研数学的各门课程中， 都有庞大的知识点群， 要全面熟练掌握它们， 对考生来说， 无

论在时间上还是在精力上， 都是巨大的挑战. 因此编入本书的知识点， 都是在对考纲进行深

入研究和对历届考题进行精心分析的基础上总结、 提炼出来的， 并且考虑到作为读者对象的

考生都学过或初步学过考研数学的各门课程， 因此本书内容精练， 循序渐进， 贴近考纲， 贴

近考生， 特别适合时间紧、 任务重的考生备考复习 .
全书讲述 75 个常考知识点， 每个知识点都由 “主要内容” 与 “典型例题” 两部分组

成 . 其中典型例题与每章后所附的练习题都是经过精心挑选的， 它们既具有代表性， 又贴近

考题， 难度适中， 而且书中的例题和练习题的解答详尽、 方法新颖， 既能启迪解题思路， 又

能加深对各个知识点所蕴涵的内容的理解和应用 . 因此考生通过例题的学习和练习题的训

练， 必能把各个常考知识点真正学到手， 做到在较短时间内复习好考研数学的基础知识 .
学无止境， 考研学子们加油！
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A. 高 等 数 学

第一章　 极限、 连续与一元函数微分学

　一、 函数极限与左、 右极限的关系

【主要内容】

1. 设函数 f（x）在点 x0 的某个去心邻域内有定义， 则 lim
x→x0

f（x） = A 的充分必要条件是

lim
x→x -

0

f（x） = lim
x→x +

0

f（x） = A.

注　 （ⅰ） lim
x→x0

f （ x） = A⇔对任意 ε > 0， 如果存在 δ > 0， 当 0 < | x - x0 | < δ 时

有 | f（x） - A | < ε.
lim
x→x -

0

f（x） = A⇔对任意 ε > 0， 存在 δ > 0， 使得 - δ < x - x0 < 0 时有 | f（x） - A | < ε.

lim
x→x +

0

f（x） = A⇔对任意 ε > 0， 存在 δ > 0， 使得 0 < x - x0 < δ 时有 | f（x） - A | < ε.

（ⅱ） 当 x0 是分段函数 f（ x）的分段点时， 总是通过计算其左极限 lim
x→x -

0

f（ x）和右极限

lim
x→x +

0

f（x）来确定 lim
x→x0

f（x）是否存在.

2. 设 f（x）在 | x | > N（N 是某个正数）内有定义， 则 lim
x→∞

f（ x） = A 的充分必要条件是

lim
x→ -∞

f（x） = lim
x→ +∞

f（x） = A.

注　 lim
x→∞

f（x） = A⇔对任意 ε > 0， 存在 G > 0， 使得 | x | > G 时有 | f（x） - A | < ε.

lim
x→ -∞

f（x） = A⇔对任意 ε > 0， 存在 G > 0， 使得 x < - G 时有 | f（x） - A | < ε.

lim
x→ +∞

f（x） = A⇔对任意 ε > 0， 存在 G > 0， 使得 x > G 时有 | f（x） - A | < ε.

【典型例题】

例 1. 1. 1　 设函数 f（x） = 2 + e
1
x

1 + e
4
x
+ sin x

| x | ， 求极限lim
x→0

f（x） .

精解　 由于

f（x） =

2 + e
1
x

1 + e
4
x
- sin x

x ， x < 0，

2 + e
1
x

1 + e
4
x
+ sin x

x ， x > 0

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

是分段函数， 所以计算它在分段点 x = 0 处的极限应从计算左极限与右极限入手.



2　　　　

由于　 　 　 lim
x→0 -

f（x） = lim
x→0 -

2 + e
1
x

1 + e
4
x
- sin x

x
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 2 + 0

1 + 0 - 1 = 1，

lim
x→0 +

f（x） = lim
x→0 +

2 + e
1
x

1 + e
4
x
+ sin x

x
〓

〓
〓

〓

〓
〓 = lim

x→0 +

2e - 4
x + e - 3

x

e - 4
x + 1

+ 1 = 0
1 + 1 = 1，

所以， lim
x→0

f（x） = 1.

注　 应注意 lim
x→0 -

e
1
x = 0， lim

x→0 +
e

1
x = + ∞ .

例 1. 1. 2　 确定使极限lim
x→0

f（x）存在的常数 a 的值， 其中

f（x） =

sin ax
1 - cos x

， 　 　 x < 0，

- 1
x ln（1 + x）， x > 0.

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

精解　 由lim
x→0

f（x）存在可得 lim
x→0 -

f（x）和 lim
x→0 +

f（x）存在且相等， 由此即可算出 a 的值.

由于　 　 　 　 lim
x→0 -

f（x） = lim
x→0 -

sin ax
1 - cos x

= lim
x→0 -

sin ax

- 2sin x
2

= ax

- 2· x
2

= - 2a，

lim
x→0 +

f（x） = lim
x→0 +

- 1
x ln（1 + x）[ ] = - lim

x→0 +

ln（1 + x）
x = - 1，

所以， 由 lim
x→0 -

f（x） = lim
x→0 +

f（x）得 - 2a = - 1， 即 a = 2
2 .

例 1. 1. 3　 求极限 lim
x→∞

4x2 + x - 1 + x + 1
x2 + sin x

.

精解　 由于 x→∞时， x - 1 与 4x2 相比可忽略不计， 同样 1 与 x 相比可忽略不计， sin x
与 x2 相比可以忽略不计. 于是

lim
x→∞

4x2 + x - 1 + x + 1
x2 + sin x

= lim
x→∞

4x2 + x
x2

= lim
x→∞

2 | x | + x
| x | = 2 + lim

x→∞

x
| x | ，

其中， lim
x→ -∞

x
| x | = lim

x→ -∞

x
- x = - 1， lim

x→ +∞

x
| x | = lim

x→ +∞

x
x = 1.

所以， 极限 lim
x→∞

4x2 + x - 1 + x + 1
x2 + sin x

不存在.

　二、 两个重要极限

【主要内容】

两个重要极限是

lim
x→0

sin x
x = 1 和 lim

x→∞
1 + 1

x
〓

〓
〓

〓

〓
〓

x
= e（或lim

x→0
（1 + x）

1
x = e） .
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它们的推广形式是

lim
x→0

sin kx
x = k 和 lim

x→∞
1 + a

x
〓

〓
〓

〓

〓
〓

x
= ea .

注　 以下四个极限也是常用的， 应与上面两个极限一起记住：

lim
x→0

ln（1 + x）
x = 1， lim

x→0

ex - 1
x = 1，

lim
x→0

（1 + x） μ - 1
x = μ（μ 为常数）， lim

x→0

1 - cos x
x2

= 1
2 .

【典型例题】

例 1. 2. 1　 计算极限 lim
x→∞

x2
（x - a）（x + b）[ ]

x
.

精解　 用重要极限 lim
x→∞

1 + 1
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x
= e 的推广形式计算.

lim
x→∞

x2
（x - a）（x + b）[ ]

x
= lim

x→∞

1

1 + - a
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓 1 + b

x
〓

〓
〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

〓

〓

〓
〓

x

= 1

lim
x→∞

1 + - a
x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x
. lim

x→∞
1 + b

x
〓

〓
〓

〓

〓
〓

x

= 1
e - a·eb

= ea - b .

例 1. 2. 2　 已知lim
x→0

1 + f（x）sin x - 1
e2x - 1

= 3， 求极限lim
x→0

f（x） .

精解　 由题设知lim
x→0

[ 1 + f（x）sin x - 1] = 0， 即lim
x→0

f（x）sin x = 0， 所以，

lim
x→0

f（x） = lim
x→0

f（x）sin x
e2x - 1

·e2x - 1
sin x

= lim
x→0

1 + f（x）sin x - 1
e2x - 1

·（ 1 + f（x）sin x + 1）·

e2x - 1
2x

1
2 ·sin x

x

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

， （1）

其中　 lim
x→0

1 + f（x）sin x - 1
e2x - 1

= 3（题设），

　 lim
x→0

（ 1 + f（x）sin x + 1） = 1 + 0 + 1 = 2，

　 lim
x→0

e2x - 1
2x

令 t = 2x
〓〓〓〓lim

t→0

et - 1
t = 1，

　 lim
x→0

sin x
x = 1.

将它们代入式（1）得

lim
x→0

f（x） = 3 × 2 × 1
1
2 × 1

= 12.

需要全本请访问 www.ertongbook.com
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例 1. 2. 3　 求使得极限lim
x→0

f（x） = 1 的常数 a 和 b， 其中函数

f（x） =

ex2 - 1
sin x + a， - 1 < x < 0，

ln（1 + bx）
1 + x - 1 - x

， 0 < x < 1.

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

精解　 由lim
x→0

f（x） = 1 知 lim
x→0 -

f（x） = lim
x→0 +

f（x） = 1，

即 lim
x→0 -

ex2 - 1
sin x + a〓

〓
〓

〓

〓
〓 = lim

x→0 +

ln（1 + bx）
1 + x - 1 - x

= 1， （1）

其中　 lim
x→0 -

ex2 - 1
sin x + a〓

〓
〓

〓

〓
〓 = lim

x→0 -

ex2 - 1
x2

· x
sin x·x〓

〓
〓

〓

〓
〓 + a = 1 × 1 × 0 + a = a，

lim
x→0 +

ln（1 + bx）
1 + x - 1 - x

= lim
x→0 +

ln（1 + bx）
2x （ 1 + x + 1 - x）

= lim
x→0 +

ln（1 + bx）
x = lim

x→0

ln（1 + bx）
bx ·b[ ] = 1·b = b.

将它们代入式（1）得 a = b = 1.

　三、 无穷小的比较

【主要内容】

1. 无穷小的比较

如果 lim
x→x0

f（x） = 0（或 lim
x→x -

0

f（x） = 0， 或 lim
x→x +

0

f（x） = 0）， 则称 f（x）是 x→x0 （或 x→x -
0 ， 或

x→x +
0 ）时的无穷小；
如果 lim

x→∞
f（x） = 0（或 lim

x→ -∞
f（x） = 0， 或 lim

x→ +∞
f（x） = 0）， 则称 f（x）是 x→∞ （或 x→ - ∞，

或 x→ +∞）时的无穷小.
以 x→x0 的情形为例叙述两个无穷小的比较：
设 α（x）， β（x）（其中 β（x）≠0）都是 x→x0 时的无穷小.

如果 lim
x→x0

α（x）
β（x） = 0， 则称 α（x）是比 β（x）高阶的无穷小， 记为 α（x） = o（β（x））；

如果 lim
x→x0

α（x）
β（x） = ∞ ， 则称 α（x）是比 β（x）低阶的无穷小；

如果 lim
x→x0

α（x）
β（x） = c≠0， 则称 α（x）与 β（x）是同阶无穷小， 当 β（x） = b（x - x0） k（其中 b， k

是常数， 且 b≠0， k > 0）， 称 α（x）是 k 阶无穷小. 特别当 c = 1 时， 称 α（x）与 β（x）是等价

无穷小， 记为 α（x） ～ β（x）（x→x0） .
2. 常用等价无穷小

x→0 时， 以下的等价无穷小是常用的：
sin x ～ x， tan x ～ x， arcsin x ～ x， arctan x ～ x，
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ln（1 + x） ～ x， ex - 1 ～ x， （1 + x） μ - 1 ～ μx（μ≠0）， 1 - cos x ～ 1
2 x2 .

3. 等价无穷小代替定理

设 x→x0 时， 无穷小 α（x）， α1（x）， β（x）， β1（x）满足 α（x） ～ α1（x）， β（x） ～ β1 （x） .

如果 lim
x→x0

α1（x）
β1（x）

存在或为无穷大， 则 lim
x→x0

α（x）
β（x） = lim

x→x0

α1（x）
β1（x）

.

这里的 x0 若改为 x +
0 ， x -

0 ， ∞ ， + ∞或 - ∞ ， 上述结论仍成立.

【典型例题】

例 1. 3. 1　 （单项选择题）设当 x→0 时， （1 - cos x） ln（1 + x2）是比 x sin xn 高阶的无穷

小， x sin xn 是比 ex2 - 1 高阶的无穷小， 则正整数 n 为（　 　 ） .
A. 1　 　 　 　 　 　 B. 2　 　 　 　 　 　 C. 3　 　 　 　 　 　 D. 4
精解　 通过寻找 x→0 时（1 - cos x）ln（1 + x2）， x sin xn 及 ex2 - 1 的等价无穷小即可算得

n 的值.
因为当 x→0 时

（1 - cos x）ln（1 + x2） ～ 1
2 x2·x2 = 1

2 x4，

x sin xn ～ x·xn = xn +1，
ex2 - 1 ～ x2，

所以， 由题设知　 4 > n + 1 > 2， 即 n = 2， 因此选项 B 是正确的.

例 1. 3. 2　 求极限 lim
x→0 +

ex3 - 1
1 - cos x（1 - cos x）

.

精解　 由于 x→0 + 时，
ex3 - 1 ～ x3，

1 - cos x（1 - cos x） ～ 1
2 [ x（1 - cos x）]2 = 1

2 x（1 - cos x） ～ 1
2 x·1

2 x2 = 1
4 x3，

所以， lim
x→0 +

ex3 - 1
1 - cos x（1 - cos x）

= lim
x→0 +

x3
1
4 x3

= 4.

例 1. 3. 3　 求极限lim
x→0

（cos x） csc2x .

精解　 利用公式 Ab = eb lnA得

（cos x） csc2x = ecsc2x ln cos x，
然后计算lim

x→0
csc2x ln cos x 即可.

由于lim
x→0

csc2x ln cos x = lim
x→0

ln cos x
sin2x

= lim
x→0

ln[1 + （cos x - 1）]
sin x2

= lim
x→0

cos x - 1
x2

= lim
x→0

- 1
2 x2

x2
= - 1

2 ，

所以， lim
x→0

（cos x） csc2x = e lim
x→0

csc2x ln cos x = e - 1
2 = 1

e
.

注　 应记住公式 Ab = eb ln A， 它可将幂指函数转换成指数函数.
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例 1. 3. 4　 求极限lim
x→0

x（ex - 1） + （ 1 + x3 - 1）sin 1
x

1 - cos x .

精解　 　 　 　 　 　 　 　 lim
x→0

x（ex - 1） + （ 1 + x3 - 1）sin 1
x

1 - cos x

= lim
x→0

x（ex - 1）
1 - cos x + lim

x→0

1 + x3 - 1
x（1 - cos x）·lim

x→0
x sin 1

x ， （1）

其中， lim
x→0

x（ex - 1）
1 - cos x = lim

x→0

x·x
1
2 x2

= 2，

　 lim
x→0

1 + x3 - 1
x（1 - cos x） = lim

x→0

1
2 x3

x·1
2 x2

= 1，

　 lim
x→0

x sin 1
x = 0（利用无穷小的性质： 设 x→x0 时， α（x）是无穷小， β（x）在点 x0 的某

个去心邻域内有界， 则 lim
x→x0

α（x）β（x） = 0） .

将它们代入式（1）得

lim
x→0

x（ex - 1） + （ 1 + x3 - 1）sin 1
x

1 - cos x = 2 + 1 × 0 = 2.

例 1. 3. 5　 设lim
x→0

ln 1 + f（x）
sin2x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

3x - 1
= 5， 求极限lim

x→0

f（x）
x2

.

精解　 由题设lim
x→0

ln 1 + f（x）
sin2x

〓

〓
〓

〓

〓
〓

3x - 1
= 5 （1）

得 　 lim
x→0

ln 1 + f（x）
sin2x

〓

〓
〓

〓

〓
〓 = 0， 即lim

x→0

f（x）
sin2x = 0， 并且lim

x→0
f（x） = 0. 　

于是由式（1）得

5 = lim
x→0

f（x）
sin2x
xln3 = lim

x→0

f（x）
ln3·x·sin2x = 1

2ln3limx→0

f（x）
x2

.

因此， lim
x→0

f（x）
x2

= 10ln3.

　四、 函数连续的定义

【主要内容】

1. 函数在点 x0 处连续的概念
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设函数 f（x）在点 x0 的某个邻域内有定义， 如果

lim
x→x0

f（x） = f（x0），

则称 f（x）在点 x0 处连续.
函数 f（x）在点 x0 处连续的充分必要条件是 f（ x）在点 x0 处既左连续（即 lim

x→x -
0

f（ x） =

f（x0））又右连续（即 lim
x→x +

0

f（x） = f（x0））， 即 lim
x→x -

0

f（x） = lim
x→x +

0

f（x） = f（x0） .

2. 函数在开区间（a， b）内和闭区间[a， b]上连续的定义

如果函数 f（x）在（a， b）的每一点处都连续， 则称 f（x）在（a， b）内连续.
如果函数 f（x）在（a， b）内连续， 且在点 x = a 处右连续， 在点 x = b 处左连续， 则称

f（x）在[a， b]上连续.
注　 初等函数在其定义域区间内或定义域区间上连续.

【典型例题】

例 1. 4. 1　 设函数 f（x） =

ln cos（x - 1）

1 - sin π
2 x〓

〓
〓

〓

〓
〓

， x≠1，

- 4
π2， 　 　 　 x = 1，

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

问 f（x）在点 x = 1 处是否连续？

精解　 按定义只要检验lim
x→1

f（x） = f（1）是否成立即可.

由　 f（1） = - 4
π2，

　 　 　 lim
x→1

f（x） = lim
x→1

ln cos（x - 1）

1 - sin π
2 x〓

〓
〓

〓

〓
〓

令 t = x - 1
〓〓〓〓〓lim

t→0

ln cost

1 - cos π
2 t〓

〓
〓

〓

〓
〓

= lim
t→0

ln[1 + （cost - 1）]

1 - cos π
2 t〓

〓
〓

〓

〓
〓

= lim
t→0

cost - 1
1
2

π
2 t〓

〓
〓

〓

〓
〓

2

= - 4
π2 limt→0

1 - cost
1
2 t2

= - 4
π2·1 = - 4

π2

知lim
x→1

f（x） = f（1）， 所以 f（x）在点 x = 1 处连续.

例 1. 4. 2　 设函数 f（x） =

eax2 - 1

x sin x
4

， 　 　 　 x < 0，

b， x = 0，
ln（1 + x3）
1 + x3 - 1

， x > 0

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

在点 x = 0 处连续， 求常数 a， b.

精解　 根据 f（x）在点 x = 0 处连续的充分必要条件有

lim
x→0 -

f（x） = lim
x→0 +

f（x） = f（0）， （1）

其中， lim
x→0 -

f（x） = lim
x→0 -

eax2 - 1

x sin x
4

= lim
x→0 -

ax2

x· x
4

= 4a，
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lim
x→0 +

f（x） = lim
x→0 +

ln（1 + x3）
1 + x3 - 1

= lim
x→0 +

x3
1
2 x3

= 2，

f（0） = b.
将它们代入式（1）得

4a = 2 = b， 即 a = 1
2 ， b = 2.

例 1. 4. 3　 设函数 f（x） = 1
x3

2 + cos x
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x
- 1[ ]， 那么如何定义 f（0）的值， 使得 f（x）在点

x = 0 处连续？
精解　 由函数在点 x = 0 处连续的定义知， 只要

f（0）
定义
〓〓lim

x→0
f（x）

即可. 由于

lim
x→0

f（x） = lim
x→0

2 + cos x
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x
- 1

x3
， （1）

其中， 2 + cos x
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

x
- 1 = exln

2 + cos x
3 - 1 ～ xln 2 + cos x

3

= xln 1 + cos x - 1
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓 ～ - 1

3 x（1 - cos x） ～ - 1
3 x·1

2 x2

= - 1
6 x3 　 （x→0） .

将它代入式（1）得

lim
x→0

f（x） = lim
x→0

- 1
6 x3

x3
= - 1

6 .

因此， 定义 f（0） = - 1
6 ， 使得 f（x）在点 x = 0 处连续.

例 1. 4. 4　 设函数 f（x） =

1 + x2ex

1 + 2x2
， 　 x < 0，

x2 + 4x - 5
2x2 - x - 1

， x > 1，

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

试将 f（x）的定义域扩充到（ - ∞ ， + ∞ ），

并使 f（x）处处连续， 且在（0，1）内的图形是关于直线 x = 1
3 对称的抛物线.

精解　 显然 f（x）在（ - ∞ ， 0）∪（1， + ∞ ）上连续. 设（0，1）上的抛物线方程为 y =

a x - 1
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2
+ b. 要使 f（x）在（ - ∞ ， + ∞ ）上连续， 必须在 x = 0， 1 上连续， 即常数 a， b 应

满足

lim
x→0 +

a x - 1
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2
+ b[ ] = lim

x→0 -

1 + x2ex

1 + 2x2
，

lim
x→1 -

a x - 1
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2
+ b[ ] = lim

x→1 +

x2 + 4x - 5
2x2 - x - 1

，

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓



9　　　　

即

1
9 a + b = 1，

4
9 a + b = 2.

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

解此方程组得 a = 3， b = 2
3 .

所以， 扩充定义域后的 f（x） =

1 + x2ex

1 + 2x2
， 　 　 　 　 x < 0，

3 x - 1
3

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2
+ 2

3 ， 0≤x≤1，

x2 + 4x - 5
2x2 - x - 1

， x > 1.

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

　五、 函数的间断点

【主要内容】

1. 函数间断点的定义

如果函数 f（x）在点 x0 处不连续（即 lim
x→x0

f（x）不存在， 或 f（x）在点 x0 处无定义， 或虽然

lim
x→x0

f（x）与 f（x0）都存在， 但它们不相等）， 则称 x0 是 f（x）的间断点.

2. 函数间断点分类

（1） 第一类间断点

设 x0 是 f（x）的间断点， 如果 lim
x→x -

0

f（x）与 lim
x→x +

0

f（x）都存在， 则称 x0 是 f（x）的第一类间断

点. 特别当 lim
x→x -

0

f（ x） = lim
x→x +

0

f（ x） （即 lim
x→x0

f（ x） 存在） 时， 称 x0 是 f（ x） 的可去间断点； 当

lim
x→x -

0

f（x）≠ lim
x→x +

0

f（x）时， 称 x0 是 f（x）的跳跃间断点.

（2） 第二类间断点

设 x0 是 f（x）的间断点， 但不是第一类间断点， 则称 x0 是 f（x）的第二类间断点， 特别当

lim
x→x0

f（x） = ∞ ， 或 lim
x→x -

0

f（x） = ∞ ， 或 lim
x→x +

0

f（x） = ∞时， 称 x0 是 f（x）的无穷间断点， 它是常见

的第二类间断点.

【典型例题】

例 1. 5. 1　 设函数 f（x） =

arcsin（ax3）
x2（ 1 + x - 1）

， 　 x < 0，

b， x = 0，
eax2 + x2 - 1
1 - cos2x ， x > 0，

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

问常数 a， b 为何值时， x = 0 是f（x）

的可去间断点.
精解　 根据可去间断点的定义有

lim
x→0 -

f（x） = lim
x→0 +

f（x）≠f（0）， （1）

需要全本请访问 www.ertongbook.com


