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Ⅲ　　　　 　 　 　 　 　

译 者 的 话

H. M. 斯彻是罗彻斯特理工学院数学与统计学专业的教授。 30 年前， 他编写

的 《散度、 梯度、 旋度释义》 第 1 版一经问世就以其内容简明扼要、 通俗易懂

广受关注和好评， 随后经过不断的修订、 完善， 时至今日已经是第 4 版， 可谓是

经久不衰。 此版书改进之处在于将符号标记进行了更新并且增加了一些新的实

例。 第Ⅰ章介绍了一个矢量函数的实例； 第Ⅱ章介绍了应用高斯定理求场强、 在

柱状和球面坐标系中计算散度以及哈密顿算子； 第Ⅲ章介绍了路径独立问题、 旋

度、 环路定理、 斯托克斯定理和安培环路定理； 第Ⅳ章介绍了梯度和应用拉普拉

斯方程求场强。
本书适合数学基础相对薄弱的理工科学生阅读。
本人在翻译过程中得到了许多同事的帮助， 在此表示感谢！ 由于我们水平有

限， 译文中难免还有不少缺点和错误， 热诚欢迎读者批评指正。

注　 有两个有意思的地方： 一个是球坐标的 θ 和 φ 与一般教材是反的， 而作

者说这是现在的趋势； 另一个是作者提到 “旋度” 原先写作 “rotation”， 而现在

改成了 “curl”， 只有在 “无旋的” （ irrotational） 里还留有原先用法的痕迹。 但

在中文中， 貌似全都是这样。
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第 4 版　 序言

新版与第 3 版的不同之处主要有两个方面。 第一， 增加了一些新的实例。 这

是采纳了一些学生的意见， 他们认为这些例子有助于理解本书和解答习题。 我们

的目标是增加足够多的有益的实例， 同时并不显著增加书的厚度。 （两位评论人

建议我一点也不增加书的页数， 因此， 书中没有提供 Sr. de Cervantes’ 问题的解

答）
本版和此前版本的第二个主要不同是两个球面角 θ， ϕ 角色的转换。 之前版

本的书中， 通常 θ 作为极坐标角， ϕ 作为方位角。 现在， 按照更通用的规范对二

者掉换， 使 θ 表示方位角， ϕ 表示极坐标角。
我诚挚感谢多年来一直支持我的读者， 他们与我的通信为我改进此书提出了

很多宝贵的建议。 许多建议都在本书中得以采纳， 这也是此书经久不衰的重要原

因之一。
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第Ⅰ章　 引言、 矢量函数和静电学

引言

本书中， 我们以静电学为背景介绍了矢量微积分。 这样做有两个方面的原

因。 其一， 矢量微积分中的大部分内容是为了电磁学理论的需求而发展起来的，
很多理论都被应用于电磁学理论的研究而且完全适用。 由此， 也说明了什么是矢

量微积分， 同时说明了它的用途。 其二， 我们有一个共识： 在很多情形下， 一些

数学的内容在非专业数学的背景下讨论是最好的。 我们认为严谨的数学逻辑对每

一个初学者都是一个障碍， 因此我们对其要求弱化并尽可能多地借助于物理和几

何直观来理解它。
现在， 如果你想学习矢量微积分但又对静电学不了解或了解很少， 用本书的

方法， 你可以立即学习。 因为阅读和理解这本书并不需要太多的物理学知识。 所

涉及的内容仅仅是静电学最简单的部分， 在书中的开始部分用几页的篇幅做了介

绍。 对任何人来说， 学习它都不存在障碍。 事实上， 全书的讨论都基于寻找由电

荷分布找出静电场的一种简便方法。 这也是全书的主线， 换句话说就是电场是非

常重要的量， 值得我们花费时间和努力来建立一种一般性的方法来计算它。 在这

个过程中， 希望你会学到矢量微积分的基本原理。

㊀　 在本书的这节中要用到微分方程。 这部分并不是很重要， 如果数学基础很弱， 可以忽略。

已经说完学习本书你不必了解的知识， 下面是你必须知道的预备知识。 首

先， 你当然要熟知初等微积分。 除此之外， 你还应该知道如何使用多元函数、
偏导数、 多重 （二重、 三重） 积分㊀。 最后， 你必须了解关于矢量的知识， 它

是一门对很多作者和教师都非常有用的学科。 关于矢量， 你所应该了解的内容

列举如下： 矢量的定义、 矢量的加减法、 矢量的数乘、 数量积和外积、 矢量的

分解。 花一个小时的时间阅读一些简单介绍矢量的书， 便足以满足学习本书的

需要。



　 　 　 　 　 2　　　　

矢量函数

在电学的研究中， 用到的最重要的量其中之一就是电场， 书中的大多内容都

是围绕如何使用这个量展开。 由于电场是称之为矢量函数的一个实例， 因此我们

从函数概念的简介开始我们的讨论。
一元函数， 一般写成 y = f（x）， 它是将两个数 x， y 联系起来的一个法则； 对

于给定的 x， 这个函数告诉我们如何确定与之相关的 y 的值。 例如： 如果 y =
f（x） = x2 - 2， 那么将 x 平方之后减去 2 就可以计算出 y。 于是， 当 x = 3 时，

y = 32 - 2 = 7。
多元函数在相关的数集上具有相同的法则。 例如： 一个由三个变量生成的函

数 w = F（x， y， z） 表示如何根据 x， y， z 来确定 w 的值。 从几何角度更有利于

对这个概念的理解： 在空间笛卡儿坐标系下取一点， 坐标为 （x， y， z）， 这个函

数 w = F（x， y， z） 告诉我们如何将一个数和对应点建立联系。 例如： 一个函数

T（x， y， z） 可以表明屋子中任意一点 （x， y， z） 的温度。
目前所讨论的函数是标量函数。 在函数 f（x） 中给 x 赋值得到的结果是一个

标量 y = f（x）。 在函数 T（x， y， z） 中给 x， y， z 赋值三个数得到的结果是温度，
也是标量。 矢量函数的一般形式简单明了。 在三维空间中的一个矢量函数是一个

将每个点 （x， y， z） 和矢量相对应的法则， 例如流体的速度。 指定一个函数 v
（x， y， z）， 它表明了流体的速度和在这一点 （x， y， z） 的流动的方向。 一般来

说， 矢量函数 F（x， y， z） 表示在某个空间区域内每个点 （x， y， z） 的大小和

方向。 可以利用许多箭头来描绘矢量函数的图像 （见图Ⅰ-1）， 其中每一个箭头

都表示一个点 （x， y， z）。 在任意点处箭头的方向由矢量函数所确定， 并且它的

长度和函数值的大小成正比。

图Ⅰ-1

散度、 旋度、 梯度释义 （图解版）
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如图Ⅰ-2 所示， 和任意矢量一样， 矢量函数也能分解为几个分量。 设 i， j，
k 分别是沿着 x， y， z 轴的三个相对应的单位向量， 可以写成

F（x，y，z） = iFx（x，y，z） + jFy（x，y，z） + kFz（x，y，z）。
这三个量 Fx， Fy， Fz 分别表示 x， y， z 方向的标量函数， 是在某个坐标系

下矢量函数 F（x， y， z） 的三个笛卡儿分量㊀。

㊀　 一些作者用下标来表示偏导数； 例如， Fx = ∂F / ∂ x。 这时我们不采用这样的标记录； 本书中下标

表示向量分量的符号。

㊁　 注意我们习惯于从尾部开始画一个箭头而不是从头开始， 那么在这点处求向量函数的值。

图Ⅰ-2

下面举一个矢量函数的例子 （为了简便， 以二维空间为例），
F（x，y） = ix + jy，

如图Ⅰ-3 所示。 你可以把这个函数看作是位置矢量 r。 图中每一个箭头的方向都

是向径 （即从原点出发的一条直线）， 并且它的长度等于它到原点的距离㊁。 再

举一个例子，

图Ⅰ-3

第Ⅰ章　 引言、 矢量函数和静电学
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G（x，y） = - iy + jx
x2 + y2

，

如图Ⅰ-4 所示。 读者可以自己证明对于这个矢量函数所有的箭头都在切线的方

向上 （即每个箭头都与一个以原点为圆心的圆相切）， 并且它们长度相等。

图Ⅰ-4

静电学

㊀　 纯化论者指出中子、 中性 π 介子、 中微子等不包含电荷。

　 　 本书将基于三个实验事实来讨论静电学。 第一个事实是电荷本身的存在性。
有两种电荷： 正电荷和负电荷， 并且每一种物质本身都含有电荷㊀， 只是正负电

荷经常等量出现以至于物质净电量为零。
第二个事实叫做库仑定律， 是以发现它的法国物理学家的名字命名。 这个定

图Ⅰ-5

律表明了两个带电粒子之间的静电力： （a） 力的大小与

它们所带电量的乘积成正比， （b） 与它们之间距离的平

方成反比， （c） 力的方向沿着这两个点电荷的连线。 因

此， 如果 q0 和 q 是 两 个 距 离 为 r 的 电 荷 的 电 量

（见图Ⅰ-5）， 那么 q 对 q0 产生的作用力

F = K
qq0
r2

u，

其中 u 是从 q 指向 q0 的单位向量 （即长度为 1 的矢量）， K 是比例系数。 在本书

中， 使用标准的单位制， 长度、 大小、 时间分别以米、 千克、 秒作为单位， 而电

散度、 旋度、 梯度释义 （图解版）
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量的单位是库仑。 选取 K = 1 / （4πε0 ）， 其中 ε0 是一个常数， 叫作真空介电常

数， 它的值为 8. 854 × 10 -12C / m2， 故库仑定律可写为

F = 1
4πε0

qq0
r2

u （Ⅰ-1）

用这个公式可以证明 “同性相斥， 异性相吸” 这一结果。
第三个也是最后一个事实叫作叠加原理。 当周围没有其他电荷时， 设 F1 是

q1 给 q0 的力， 而 F2 是 q2 给 q0 的力， 那么由电荷叠加原理可知， 当 q1 和 q2 都

存在时， q1 和 q2 给 q0 的合力就是矢量和 F1 + F2。 进一步说明， 这并不仅仅是

说静电力是矢量相加 （所有的力都是矢量相加）， 而是在两个带电粒子间的力不

会因为其他带电粒子的存在而改变。
现在， 引进一个与位置相关的矢量函数， 它将在本书的讨论中扮演主要的角

色。 它是电场强度， 记作 E（ r）， 定义为 E（ r） = F（ r） / q0， 或

F（ r） = q0E（ r）。 即电场强度是单位电荷受到的力。 由式 （Ⅰ-1） 可以得到

E（ r） = F（ r）
q0

= 1
4πε0

q
r2
u （Ⅰ-2）

这是电荷 q 在距离它为 r 处产生的电场强度。
由此进一步拓展。 假设有 N 个电荷 q1， q2， …， qN， 它们到电场观察点的

距离分别为 r1， r2， …， rN。 那么这些电荷施加给 r 处电荷 q0 的静电力是

F（ r） = 1
4πε0

∑
N

l = 1

q0ql
r - rl 2ul （Ⅰ-3）

这里ul 是一个从 rl 指向 r 的单位向量。 由式 （Ⅰ-3） 可得

E（ r） = 1
4πε0

∑
N

l = 1

ql
r - rl 2ul （Ⅰ-4）

这是由在 rl 处的电荷 ql （l =1， 2， …， N） 在 r = ix + jy + kz 处产生的电场强度。
式 （Ⅰ-4） 表明一组电荷产生的场强是每个电荷单独产生的电场强度的矢量和。 即

叠加原理不仅适用于力学也适用于电场。 可以将一个或一组电荷周围的空间区域看

作弥漫着静电场， 这些电荷施加给距离它们为 r 的电荷 q 的静电合力是qE （r）。
你可能会困惑于本书介绍的这个新的矢量函数———静电场， 它与传统意义的

静电力有明显的区别。 主要有两方面的原因。 首先， 在静电学中我们感兴趣的是

一组电荷对另一组电荷所产生的影响。 通过介绍静电场， 这个问题可以被分成两

个部分： （a） 可以根据已知电荷的分布来计算电场而不必担心这些电荷对它们

附近电荷的影响； （b） 可以计算一个已知的电场对电场内的电荷的影响而不必

第Ⅰ章　 引言、 矢量函数和静电学
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担心产生这个电场的电荷分布。 本书中我们将关注第一个问题。
介绍电场的第二个原因是更基本的。 已经证实所有经典的电磁学理论都可归

纳为四个方程， 叫作麦克斯韦方程， 它将场 （电和磁） 彼此联系起来， 将电量

与产生电量的电流联系起来。 因此， 电磁学是场的理论并且电场最终扮演了一个

重要的角色并显露出它的重要性， 而远远超过了它原始初级的定义 “单位电荷

所受的力”。
为了方便起见， 经常认为电荷的分布是均匀的。 为此， 按下面方法进行计

算。 假设在体积是 ΔV 的某个空间区域内， 全部的电量是 ΔQ， 定义电荷密度为

ρ- ΔV≡
ΔQ
ΔV （Ⅰ-5）

利用这个公式， 我们可以定义在点 （x， y， z） 处的电荷密度， 表示为 ρ （x， y， z），
它就是当 ΔV 减小时， ρ- ΔV在点 （x， y， z） 处的极限：

ρ（x，y，z）≡ lim
ΔV→0

在点（x，y，z）

ΔQ
ΔV = lim

ΔV→0

在点（x，y，z）

ρ- ΔV （Ⅰ-6）

在体积为 V 的某个区域中的电荷的电量可由 ρ （x， y， z） 在体积 V 上的三重积

分表示， 即

Q = ∭
V

ρ（x，y，z）dV

类似地， 对于均匀分布的电荷， 同样遵循这一规律， 式 （Ⅰ-4） 可写为

E（ r） = 1
4πε0

∭
V

ρ（ r′）u（ r′）
r - r′ 2 dV′ （Ⅰ-7）

习题Ⅰ

Ⅰ-1　 用适当大小和方向的箭头表示下列矢量函数：
（a） iy + jx　 　 　 　 　 　 （e） jx

（b） （ i + j） / 2 （f） （ iy + jx） / x2 + y2，（x，y）≠（0，0）
（c） ix - jy （g） iy + jxy
（d） iy （h） i + jy
Ⅰ-2　 用箭头画出一个位于原点的单位正电荷的电场 [注： 你可以通过在

一个坐标平面内画图表示来简化这个问题。 这和你选择哪种坐标系有关吗？]

散度、 旋度、 梯度释义 （图解版）
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Ⅰ-3　 （a） 写一个二维矢量函数的公式， 这个矢量的方向是正方向并且大

小为 1。
（b） 写一个二维矢量函数的公式， 这个矢量的方向与 x 轴成 45°角且在点

（x， y） 处的大小是（x + y）2。
（c） 写一个二维矢量函数的公式， 这个矢量的方向是切向的 （参照第 5 页

的例子） 且它在点 （x， y） 处的大小等于它到原点的距离。
（d） 写一个三维矢量函数的公式， 这个矢量的方向是正向的且大小为 1。
Ⅰ-4　 一个物体在平面直角坐标系中以它的位置矢量 r 是关于时间 t 的函数

的方式移动：
r = iacosωt + jbsinωt。 其中 a， b， ω 是常数。
（a） 对于任意时间 t， 这个物体与原点的距离是多少？
（b） 根据时间函数求物体的速度和加速度。

（c） 证明物体运动的轨迹是椭圆方程： x
a

〓

〓
〓

〓

〓
〓

2
+ y

b
〓

〓
〓

〓

〓
〓

2
= 1。

Ⅰ-5　 已知在点 （1， 0， 0） 处有一个电量为 1 的正电荷和在点 （ - 1， 0，
0） 处有一个电量为 1 的负电荷， 求这两个电荷在 y 轴上任一点 （0， y， 0） 处

的产生的电场强度。
Ⅰ-6　 除了可以用箭头表示矢量函数 （如习题Ⅰ-1 和习题Ⅰ-2） 外， 有时用曲线

簇即电场线来表示。 如果对曲线上每一个点 （x0， y0）， F（x0， y0） 是曲线的切

线， 那么一条曲线 y = y（x） 是矢量函数 F（x， y） 的一条电场线 （见下图）。

（a） 证明一个矢量函数 F（x，y） = iFx（x，y） + jFy（x，y）的电场线 y = y（x） 是

微分方程dy
dx =

Fy（x， y）
Fx（x， y）的解。

（b） 确定习题Ⅰ-1 中的每个函数的电场线。 画出电场线并且和Ⅰ-1 中的箭

头图表比较。
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第Ⅱ章　 面积分和散度

高斯定理

由于在静电学中， 电场强度是非常重要的一个物理量， 所以需要某种对给定

的一组电荷求它们的电场强度的简便方法。 表面上看在我们提出这个问题之前实际

上就已经解决了， 毕竟， 我们不是在方程 （Ⅰ-4） 和方程 （Ⅰ-7） 中就提出了求电场

强度的方法吗？ 通常来说答案是否定的。 除非在这个系统中有非常少的电荷或者电

荷简单或对称地分布， 否则在方程 （Ⅰ-4） 中的和式和方程 （Ⅰ-7） 的积分通常是非

常困难的并且不太可能来求出电场强度的。 因为这两个方程通常给出的是这个问题

的形式解㊀， 而不是实际解， 所以必须探索其他的方法来计算电场强度 E。

㊀　 “形式上的” 在文中就是 “无用的” 一个委婉说法。

在这个探索的过程中， 不可避免地会遇到著名的高斯定理。 之所以说它是

“不可避免地” 是因为在包含电场的初等电磁学中很难想到其他的表达式了 [当
然不包括我们已经放弃的方程 （Ⅰ-4） 和方程 （Ⅰ-7）]。 高斯定理是

∬
S

E·ndS = q
ε0

（Ⅱ-1）

如果你不理解这个方程， 不要惊慌。 方程的左端是一个面积分的形式， 它是矢量

微积分学中的一个重要的概念， 对你可能是陌生的。 这个积分的被积函数是电场

强度与 n 的数量积， 叫做单位法向量， 同样你对它可能也不熟悉。 我们将面面

俱到地讨论面积分和单位法向量， 论述中高斯定理引用的主要原因之一也是为了

促进讨论。
这里我们推导高斯定理， 因为它在你阅读后面章节的内容时才有很重要的作

用。 然而对于其中的细枝末节， 你可以参考任何一本电磁学方面的书。 耐心一

些， 当学习了散度定理 （34 - 39 页） 之后， 你就能很容易推导高斯定理了。 （见
习题Ⅱ-27）
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