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本书是为 “应用型工科” 控制类相关专业， 如自动化、 电气工程及其自动化等专业学生

和非控制类学科， 如机电、 信息、 计算机应用等硕士研究生学习 “现代控制技术和方法” 而

撰写的教材或参考书。 本书重点突出、 概念清晰、 内容精练、 简明易懂， 具有工程应用的特

色， 既方便教师教学也方便学生学习。
线性系统理论是现代控制理论的基础， 也是目前理论上最完善、 技术上最成熟、 工程应用

最广泛的一个分支。 本书可帮助读者正确理解和掌握其中最基础又最重要的概念、 原理和分

析、 综合系统的方法， 了解工程上的一些应用实例。
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（设计） 系统的方法； 第六章介绍 “最优控制” 的主要内容； 第七章为应用实例， 有利于学生

对全书内容的进一步理解和掌握。
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械工业出版社等单位的支特， 特别是在编写及修订过程中参阅和引用了同类教材的一些内容，
编者对上述单位和个人表示深深的谢意！

由于编者水平有限， 书中难免仍会有不妥和错误之处， 衷心希望同行及读者批评指正。

编　 者



前　 言

第一章　 控制系统的状态空间描述 1…………

　 第一节　 状态空间描述的基本定义及

一般形式 1………………………………

　 第二节　 根据系统机理建立状态空间

表达式 6…………………………………

　 第三节　 由系统微分方程式转换为状态

空间表达式 10…………………………

　 第四节　 由系统传递函数转变为状态

空间表达式 16…………………………

　 第五节　 由系统结构图建立状态

空间表达式 27…………………………

　 第六节　 由状态空间描述转换成传递

函数描述 31……………………………

　 第七节　 离散控制系统的状态空间描述 37………

　 习题 40……………………………………………

第二章　 线性系统的状态空间响应分析 42…

　 第一节　 线性定常连续系统状态空间

响应分析 42……………………………

　 第二节　 系统状态转移矩阵的性质

及其计算 48……………………………

　 第三节　 线性定常离散系统状态空间

响应分析 62……………………………

　 习题 67……………………………………………

第三章　 线性系统的能控性与

能观测性 69……………………………

　 第一节　 能控性与能观测性的基本概念 69……

　 第二节　 线性定常系统的能控性及其

判据 71…………………………………

　 第三节　 线性定常系统的能观测性及

其判据 76………………………………

　 第四节　 离散系统的能控性与能观测性 80……

　 第五节　 能控性与能观测性的对偶关系 85……

　 第六节　 能控标准型和能观测标准型 87………

　 第七节　 系统的结构分解 92……………………

　 第八节　 传递函数阵的实现问题 99……………

　 第九节　 能控性和能观测性与传递函数

零极点的关系 108………………………

　 习题 110……………………………………………

第四章　 控制系统的稳定性分析 113………

　 第一节　 动态系统的外部稳定性 113……………

　 第二节　 动态系统的内部稳定性 114……………

　 第三节　 李雅普诺夫判稳第一方法 119………

　 第四节　 李雅普诺夫判稳第二方法 122…………

　 第五节　 李雅普诺夫判稳方法在线性

系统中的应用 126………………………

　 习题 131…………………………………………

第五章　 线性定常系统的综合 133……………

　 第一节　 线性反馈控制系统的基本结构 133……

　 第二节　 带输出反馈系统的综合 135……………

　 第三节　 带状态反馈系统的综合 139……………

　 第四节　 状态重构与状态观测器的设计 145……

　 第五节　 带观测器状态反馈系统的综合 154……

　 第六节　 解耦控制系统的综合 157………………

　 习题 166……………………………………………

第六章　 线性系统的最优控制 167……………

　 第一节　 最优控制的数学表达 167………………

　 第二节　 求解最优控制率的方法 167……………

　 第三节　 线性二次型最优控制 168………………

　 第四节　 线性二次型最优控制系统的

设计 171…………………………………

　 习题 179……………………………………………

第七章　 工程应用实例 181……………………

　 第一节　 单倒立摆控制系统的状态空间

设计 181…………………………………

　 第二节　 大型桥式起重机行车控制系统的

状态空间设计 187………………………

　 第三节　 液压伺服电动机最优控制系统 199……

附录　 部分习题参考答案 201…………………

参考文献 203………………………………………



第 一 章

控制系统的状态空间描述

系统的 “数学模型”， 能反映系统固有的 “稳态、 动态特性”。
经典控制理论中， 系统的 “数学模型” 是用微分方程、 传递函数、 动态结构图等来描

述的， 这种描述又常称为系统的 “外部描述”； 控制对象主要是单输入 - 单输出的线性定常

系统； 采用的分析和综合方法， 主要是基于复数域的间接方法， 即频率特性法和根轨迹法。
这两种方法， 对性能要求不必太精准的系统来说， 已被全世界控制界和工程应用界证明是完

全合适而且是很有成效的。
由于控制系统是朝着复杂的大系统发展， 控制任务更加复杂， 其对控制的程度、 范围及

适应能力的要求越来越高、 性能要求越来越精准。 经典控制理论已难予信任和满足这类系统

的分析及设计要求， 因此便产生了现代控制理论并得到了迅速的发展。
现代控制理论中， 系统的 “数学模型” 通常是用状态空间表达式或状态变量图来描述

的， 这种描述又常称为系统的 “内部描述”； 控制对象可以是单输入 - 单输出， 可以是多输

入 -多输出， 可以是线性的也可以是非线性的， 可以是定常的也可以是时变的； 现代控制理

论采用的是时域的直接分析方法， 能对给定的性能或综合指标设计出最优控制系统。
目前， 现代控制理论主要包含 5 大方面内容或者说 5 个分支， 分别是线性系统理论、 系

统建模与参数辨识、 最优滤波、 最优控制和自适应控制。 其中， 线性系统理论是现代控制理

论的基础， 也是目前理论上最完善、 技术上最成熟、 工程应用最广泛的一个分支， 它是以微

分方程、 线性代数 （矩阵运算） 为主要的数学工具， 以状态空间为基础的分析、 综合系统

的方法。
本章只重点介绍和讨论建立单输入 -单输出线性定常系统状态空间描述的一些主要方法及

相关问题， 一是因为所讨论的方法具有代表性， 二是这类系统在工业中目前仍占有很大比例。

第一节　 状态空间描述的基本定义及一般形式

一、 基本定义与概念

1. 状态

控制系统状态的定义是， 能完全地描述或确定系统动态 （时域） 行为的个数最少的一

组变量。
定义中的 “完全描述或确定” 的含义是指， 如果给出了这组变量的各初值和 t≥0 时的

系统输入量， 那么， 系统在 t≥0 时的任何瞬间的行为都能被完全确定。
定义中 “个数最少” 的含义是指， 对于所选定的一组变量， 若减少了其中的一个， 则

无法确定系统的行为； 若再增加一个又没有必要， 因此， 要选择线性无关的变量作为状态。
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2. 状态变量

构成系统状态中的每一个变量。 常用 x1， x2， x3， …表示。
状态变量通常是物理量， 或是一些物理量的组合； 可以是能测量的， 也可以是不能测量

的。 但是， 从工程应用角度， 状态变量应选择容易测量的物理量为好， 这对系统的分析和实

施控制都会比较方便。
特别要注意的是， 状态变量的个数等于系统的阶数， 即系统中独立储能元件的数目。 所

以， n 阶系统仅可选 n 个状态变量， 但选取具有非唯一性。 例如， 三相异步电动机在两相同

步旋转坐标系中的数学模型是 5 阶微分方程， 系统中的独立变量有 9 个， 但考虑到转子电流

的两个分量不可测， 所以， 状态变量只在 7 个变量中， 选 5 个能检测的变量作为状态变量。
3. 状态矢量

状态矢量又称状态向量， 把状态变量 x1， x2， …， xn， 视为向量 x（ t） 的分量， 则称

x（ t）为状态矢量。 常简写为 x， 即

x =

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

　 或 xT = （x1， x2…， xn）

4. 状态空间

以状态变量 x1， x2， …， xn 为坐标轴所构成的 n 维空间。
n 维空间是一个抽象的概念， 但可以从几何学上的二维空间是一个平面、 三维空间是一

个立方体推广和联想。
5. 状态方程

状态变量的导数与状态变量和输入量之间关系的一阶微分方程组 （连续系统） 或一阶

差分方程组 （离散系统）。
6. 输出方程

系统输出量与状态变量和输入量之间关系的代数方程。 输出量常用英文的大小写字母

“Y” 或 “y” 表示。
7. 状态空间表达式

状态方程和输出方程， 总称为系统的状态空间表达式， 或称为动态方程式， 它构成了对

系统动态行为的完整描述。
8. 状态变量图

反映系统输出量与输入量及各状态变量之间传递关系的图形。
系统的状态空间描述， 是通过 “状态空间表达式” 或 （和） “状态变量图” 来表示的。
二、 状态空间表达式的一般形式

由定义可知， 系统的状态空间表达式， 应包含两个方程： 一个是状态方程； 另一个是输

出方程。
1. 单输入 - 单输出线性系统

（1） 定常连续系统

一单输入 -单输出线性定常连续系统， 设 u 为输入量， y 为输出量。 若系统有 n 个状态
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变量 x1， x2， …， xn， 则根据状态方程的定义， 它是由 n 个一阶微分方程式组成的一方程

组， 一般形式为

x·1 = a11x1 + a12x2 +… + a1nxn + b1u

x·2 = a21x1 + a22x2 +… + a2nxn + b2u
︙

x·n = an1x1 + an2x2 +… + annxn + bnu

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

（1-1）

式中的系数 aij （ i = 1， 2， …， n； j = 1， 2， …， n）， b1， b2， …， bn 与系统参数有关。
输出方程表达式的一般形式为

y = c1x1 + c2x2 +… + cnxn + du （1-2）
式中的系数 ci （ i = 1， 2， …， n） 和 d 与系统参数有关。

式 （1-1） 和式 （1-2） 构成了描述系统的状态空间表达式。 写成向量 -矩阵式为

x·1

x·2

︙

x·n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

+

b1

b2

︙
bn

〓

 

〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

u 状态方程

y = （c1c2……cn）

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

+ du 输出方程

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓〓

（1-3）

或简写成

x· = Ax + bu
y = cx + du〓 （1-4）

式中　 x =

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

； A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

； b =

b1

b2

︙
bn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

； c = （c1c2……cn）

x 是 n × 1 维的状态向量； A 是 n × n 维矩阵， 称为系统矩阵； b 是 n × 1 维向量， 称为输

入向量或控制向量； c 是 1 × n 维向量， 称为输出向量； d 为标量， 称为直接传输系数。
状态空间表达式用向量矩阵方程表示， 能方便用计算机进行计算， 有利于对系统的分析

和综合。
（2） 定常离散系统

线性定常离散系统的状态空间表达式与线性定常连续系统的雷同， 只是定常离散系统的

状态方程由向量差分方程组成、 输出方程用离散信号表达而已， 简写形式如下：
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x（k + 1） = Ax（k） + bu（k） 状态方程

y（k） = cx（k） + du（k） 输出方程〓 （1-5）

式中， 相关矩阵的维数及名称与定常系统相同。
（3） 时变系统

对于一单输入 -单输出线性时变系统， 设输入量为 u， 输出量为 y。 若有 n 个状态变量

x1， x2， …， xn， 则其状态方程和输出方程的形式， 只要将定常系统的状态空间表达式 （1-3）
中的系数， 或式 （1-4） 中的 A、 b、 c 和 d 中的某些元素或全部元素改为时间 t 的函数， 就

是时变系统的状态空间表达式的一般形式。 简写为

x· = A（ t）x + b（ t）u 状态方程

y = c（ t）x + d（ t）u 输出方程〓 （1-6）

式中， 相关矩阵的维数和名称与定常系统相同。
2. 多输入 - 多输出线性系统

（1） 线性定常系统

一多输入 -多输出线性定常系统， 设有 r 个输入量 u1， u2， …ur， m 个输出量 y1， …，
ym。 若有 n 个状态变量 x1， x2， …， xn 则其状态方程的一般表达式为

x·1 = a11x1 + a12x2 +… + a1nxn + b11u1 + b12u2 +… + b1rur

x·2 = a21x1 + a22x2 +… + a2nxn + b21u1 + b22u2 +… + b2rur

︙

x·n = an1x1 + an2x2 +… + annxn + bn1u1 + bn2u2 +… + bnrur

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

（1-7）

输出方程的一般表达式为

y1 = c11x1 + c12x2 +… + c1nxn + d11u1 + d12u2 +… + d1rur

y2 = a21x1 + a22x2 +… + c2nxn + d21u1 + d22u2 +… + d2rur

︙
ym = cm1x1 + cm2x2 +… + cmnxn + dm1u1 + dm2u2 +… + dmrur

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓〓

（1-8）

式 （1-7） 和式 （1-8）， 构成了多输入 -多输出线性定常系统的状态空间描述。 写成矩

阵的形式为

X· = AX + BU
Y = CX +DU〓 　 　

状态方程

输出方程
（1-9）

式中　 X = （x1 　 x2 　 …　 xn） T， n × 1 维； Y = （y1 　 y2 　 …　 ym） T， m × 1 维

A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

︙ ︙ ︙
an1 an2 … ann

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

， n × n 维　 　 B =

b11 b12 … b1r

b21 b22 … b2r

︙ ︙ ︙
bn1 bn2 … bnr

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

， n × r 维
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C =

c11 c12 … c1n
c21 c22 … c2n
︙ ︙ ︙
cm1 cm2 … cmn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

， m × n 维　 　 D =

d11 d12 … d1r

d21 d22 … d2r

︙ ︙ ︙
dm1 dm2 … dmr

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

， m × r 维

U = （u1 　 u2 　 …　 ur） T， r × 1 维

（2） 线性时变系统

一多输入 - 多输出线性时变系统， 设有 r 个输入量 u1， u2， …， ur， m 个输出量 y1，
…， ym。 若有 n 个状态变量， 则其状态空间的一般表达式， 只要将式 （1-7） 和式 （1-8） 中

的参数或式 （1-9） 中矩阵 A、 B、 C 和 D 中的某些元素或全部元素改为时间 t 的函数， 就是

时变系统的状态空间描述的一般式， 简写形式为

x· = A（ t）x + B（ t）U 状态方程

Y = C（ t）x +D（ t）U 输出方程〓 （1-10）

3. 非线性系统

非线性系统的状态空间描述， 也是由状态方程和输出方程组成。 不同的是， 它们是由一

组非线性方程组成的。 例如， 有 r 个输入量， m 个输出量的 n 阶非线性系统 （定常或时变）
的状态方程， 是用 n 个一阶非线性微分方程式来表示：

x·1 = f1 （x1， x2， …， xn； u1， u2， …， ur）

x·2 = f2 （x1， x2， …， xn； u1， u2， …， ur）
︙

x·n = fn （x1， x2， …， u1， u2， …， ur）

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓〓

　 　 状态方程 （1-11）

输出方程的一般表达式为

y1 = g1 （x1， x2， …， xn； u1， u2， …， ur）
y2 = g2 （x1， x2， …， xn； u1， u2， …， ur）
︙
ym = gm （x1， x2， …， u1， u2， …， ur）

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

　 　 输出方程 （1-12）

式 （1-11） 和式 （1-12） 也可写成矩阵方程形式：

x· = f（x， u， t）
y = g（x， u， t）〓

三、 状态变量图的一般形式

线性系统状态空间描述也可用状态变量图表示。 状态变量图由积分器、 比例器、 加

（减） 法器和信号线组成。 其中， 积分器是用一个方框， 方框内画一个积分符号 “ ∫ ” 或写

入积分的拉普拉斯变换 “ 1
s ”； 比例器也用一个方框， 方框内写入其比例系数值； 加 （减）

法器用小圆圈 （圈内可带 × ）， 如图 1-1 所示。
根据系统的状态方程和输出方程容易绘制出其图形。 例如， 系统的状态空间表达式为
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图 1-1　 构成变量图的基本单元

a） 积分器　 b） 比例器　 c） 加减法器

X· = AX + BU 状态方程

Y = CX +DU 输出方程〓
其状态变量图如图 1-2 所示。 依据状态方程容易画出 U→ X·→X 正向传输通道和反馈通道；
依据输出方程可画出直接传输通道 U→D→Y。

图 1-2　 系统的状态变量图

图中， 双线箭头表示信号传递的是向量信号， 但为了绘图方便， 今后都简化为单线箭头

表示。 具体的绘制方法和步骤， 将在后面的章节中结合实际系统详细介绍。

第二节　 根据系统机理建立状态空间表达式

一般的控制系统可根据系统内部信号所遵循的物理或化学定理或规律， 去建立其状态空

间表达式， 具体步骤如下：
1） 确定系统的输入量和输出量。
2） 根据系统内部信号所遵循的机理或物理、 化学定律， 列写出描述系统动态特性的微

分方程。
3） 选择状态变量， 把微分方程化为含状态变量的一阶微分方程组。
4） 表示成向量 -矩阵方程形式。
下面通过例子， 说明用机理方法建立环节 （或系统） 状态空间表达式的方法和过程。

图 1-3　 RLC 电路

例 1-1　 RLC 电路如图 1-3 所示， 试求其状态空间表达

式并绘制其状态变量图。
解　 1） 输入量为 u， 设输出量为电容电压 uC。
2） 根据电路理论中的相关定律有

L di
dt + Ri + uC = u （1-13）

C
duC

dt = i （1-14）
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3） 电路中有两个独立的储能元件： 电感和电容。 若选取电流 i 和电容电压 uC 为状态变

量， 即

x1 = i， 　 　 x2 = uC

将式 （1-13） 改写成为状态变量 i 的一阶微分方程式

x·1 = - R
L x1 - 1

L x2 + 1
L u （1-15）

将式 （1-14） 改写为状态变量 uC 的一阶微分方程式

x·2 = 1
C x1 （1-16）

式 （1-15） 和式 （1-16） 便构成了图 1-3 所示的 RLC 电路的状态方程

x·1 = - R
L x1 - 1

L x2 + 1
L u

x·2 = 1
C x1

〓

〓

〓

〓
〓

〓〓

（1-17）

输出量用 y 表示， 由状态变量可知， 输出方程为

y = uC = x2 （1-18）
式 （1-17） 和式 （1-18） 构成了图 1-3RLC 电路的状态空间表达式。

4） 用向量 -矩阵方程式表示

x·1

x·2

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
=

- R
L - 1

L
1
C 0

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓

x1

x2

+
1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u 状态方程

y = （0　 1）
x1

x2

输出方程

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

（1-19）

或简写成

x· = Ax + bu
y = cx〓 （1-20）

式中

x =
x1

x2

； 　 　 A =
- R

L - 1
L

1
C 0

〓

 

〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
； 　 　 b =

1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； 　 　 c = （0　 1）

状态变量图的绘制方法和步骤是， 首先画出两个积分器 （积分器的个数等于状态变量

的个数）， 并把它们画在适当的位置上； 把每个积分器的输出表示为某个状态变量； 然后，
根据状态方程式 （1-17） 和输出方程式 （1-18）， 画出相应的比例器和加法器； 最后用带箭

头的信号线按信号的流通方向将这些元件连接起来。 其状态变量图如图 1-4 所示。
在第一节中指出， 对于给定的系统， 状态变量的选取具有非唯一性。 由于选取的状态变

量不同， 因此， 状态空间表达式也就不同。
对于例 1-1 的 RLC 电路， 若选取电流和电流的积分为状态变量， 即

x1 = i， x2 = ∫idt，
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图 1-4　 例 1-1 电路的状态变量图

由式 （1-14）， 有

uC = 1
C ∫idt， （1-21）

将式 （1-21） 代入式 （1-13）， 消去中间变量 uC 后， 式 （1-13） 可改写为

x·1 = - R
L x1 - 1

LC x2 + 1
L u （1-22）

考虑两个状态变量有如下关系：

x·2 = x1 （1-23）
则由式 （1-22） 和式 （1-23）， 组成了又一组状态方程

x·1 = - R
L x1 - 1

LC x2 + 1
L u

x·2 = x1

〓

〓

〓

〓〓

〓〓
（1-24）

输出量用 y 表示， 由式 （1-21） 可得输出方程

y = uC = 1
C x2 （1-25）

式 （1-24） 和式 （1-25） 构成另一状态空间表达式。 用矩阵式表示

x·1

x·2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
- R

L - 1
LC

1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓

x1

x2

+
1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
u 状态方程

y = 0 1
C

x1

x2

输出方程

〓

〓

〓

〓
〓
〓

〓
〓
〓

（1-26）

简写成

x· = Ax + bu
y = cx〓 （1-27）

式中

x =
x1

x2

； 　 　 A =
- R

L - 1
LC

1 0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； 　 　 b =

1
L
0

〓

 

〓
〓

〓

〓

〓
〓
； 　 　 c = 0 1

C

比较式 （1-19） 和式 （1-26）， 状态空间表达式是不同的。 要指出的是， 本章第六节

将证明， 在同一输入量作用下得到的系统或环节的输出量， 或传递函数， 却是完全相
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同的。

图 1-5　 电枢控制的直流电动机

例 1-2　 电枢控制的直流电动机如图 1-5 所示， 建

立其动态方程。
解　 电枢控制的直流电动机， 可视为是单输入

（电枢电压） 单输出 （速度） 的部件， 但要同时考虑电

枢电压和负载干扰时的数学模型， 可视为双输入单输

出的部件。
1） 输入量为电枢电压 Ua 和负载转矩 MZ， 输出量

为电动机轴上的角速度 ω。
2） 列写微分方程。 由 “电机学” 和 “电机拖动” 内容， 可列写出如下方程：

Ua = Ra ia + La
dia
dt + Eb （1-28）

Eb = Ceω （1-29）

Md =MZ + J dω
dt + fω （1-30）

Md = Cm ia （1-31）
式中， Eb 为电动机反电动势； Md 为电动机的驱动转矩； f 为电动机轴上粘性摩擦系数。

3） 选择状态变量。 有两个独立的储能元件： 一个是电枢电感 La， 另一个是电动机轴

上的转动惯量 J。 选储能元件上的物理量， 电枢电流 ia 和电动机轴上的角速度 ω 为状态

变量：
x1 = ia， x2 = ω

式 （1-28） 中， Eb 是中间变量。 将式 （1-29） 代入式 （1-28）， 消去式 （1-28） 中的中

间变量 Eb 后， 并改写成电枢电流 ia 为状态变量的一阶微分方程式， 有

x·1 = -
Ra

La
x1 -

Ce

La
x2 + 1

La
Ua （1-32）

将式 （1-31） 代入式 （1-30）， 消去式 （1-30） 的中间变量 Md， 并改写为角速度 ω 为状态变

量的一阶微分方程式， 有

x·2 =
Cm

J x1 - f
J x2 - 1

J MZ （1-33）

式 （1-32） 和式 （1-33） 构成了电枢控制的直流电动机的状态方程

x·1 = -
Ra

La
x1 -

Ce

La
x2 + 1

La
Ua

x·2 =
Cm

J x1 - f
J x2 - 1

J MZ

〓

〓

〓

〓
〓

〓
〓

（1-34）

输出量为 ω， 用 y 表示， 输出方程为

y = ω = x2 （1-35）
式 （1-34） 和式 （1-35） 构成了电枢控制的直流电动机的状态空间表达式。

4） 用向量矩阵形式表示， 状态空间表达式为
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x·1

x·2

〓

 

〓〓

〓

〓

〓〓 =
-
Ra

La
-
Ce

La

Cm

J - f
J

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

x1

x2

+

1
La

0

0 - 1
J

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

Ua

MZ

y = （0　 1）
x1

x2

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓

〓
〓
〓〓

（1-36）

简写成

x· = Ax + bu
y = cx〓 　 　 　 　 　

状态方程

输出方程

（1-37）
（1-38）

式中

x =
x1

x2

〓

 
〓

〓

〓
〓； A =

-
Ra

La
-
Ce

La

Cm

J - f
J

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

； b =

1
La

0

0 - 1
J

〓

 

〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

； c = （0　 1）

第三节　 由系统微分方程式转换为状态空间表达式

在经典控制理论中， 线性定常系统或环节的数学模型可采用微分方程来描述。 下面介绍

和讨论根据微分方程来建立状态空间表达式的方法及相关问题。
设描述系统的 n 阶微分方程式为

yn + an - 1yn - 1 +… + a1 y· + a0y = bnun + bn - 1un - 1 +… + b1 u· + b0u （1-39）
式中， y 为输出量； u 为输入量； ai（ i = 0， 1， 2， …， n - 1）， bj（ j = 0， 1， 2， …） 均为系统

的参数。
由第一节可知， 系统的状态空间表达式用矢量 -矩阵方程表示时为

x· = Ax + bu
y = cx + du〓 （1-40）

式中， x 为 n × 1 维状态向量； A 为 n × n 维的系统矩阵； b 为 n × 1 维的输入向量； c 为 1 × n
维的输出向量； d 是直接传输向量， 在单输入单输出系统中它是一个标量， 并称为直接传输

系数。
可见， 要将微分方程式转变为状态空间表达式的关键问题， 一是如何选择系统的状态变

量， 二是怎样由微分方程系数确定出矩阵 A、 向量 b、 c 及 d 中的元素值。 下面分两种情况

讨论。
一、 输入信号不含有导数项的情况

系统的微分方程为

y（n） + an - 1y（n - 1） +… + a1 y· + a0y = b0u （1-41）
（1） 状态变量

第一节指出， n 阶系统， 应选 n 个状态变量。 由 “高等数学” 可知， 当给定了输出 y 及

其各阶导数的初始值 y（0）， y·（0）， …， y（n - 1）（0） 和 t≥0 时的输入 u， 则系统在 t≥0 时的
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运动状态就可完全确定。 所以， 可选取输出及其各阶导数为状态变量， 即

x1 = y

x2 = y·

x3 = y··

　 ︙
xn = y（n - 1）

〓

〓

〓

〓
〓
〓〓

〓
〓
〓〓

（1-42）

（2） 状态方程

对式 （1-42） 的状态变量求导数， 并考虑式 （1-41）， 可得

x·1 = y· = x2

x·2 = y·· = x3

　 ︙

x·n - 1 = y（n - 1） = xn

x·n = - a0y - a1 y· -… - an - 1yn - 1 + b0u
　 = - a0x1 - a1x2 -… - an - 1xn + b0u

〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

〓
〓
〓
〓〓

（1-43）

式 （1-43） 就是描述系统微分方程式 （1-41） 的状态方程。
根据 “线性代数”， 式 （1-43） 的状态方程组可用向量 -矩阵方程式表示

x·1

x·2
︙
x·n - 1

x·n

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

=

0 1 0 … 0

0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

+

0
0
︙
0
b0

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

u （1-44）

（3） 输出方程

由状态变量式 （1-42） 可知， 系统的输出方程为

y = x1 （1-45）
用矢量 -矩阵方程表示

y = （1　 0　 …　 0）

x1

x2

︙
xn

〓

 

〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓〓

（1-46）

（4） 状态空间表达式

式 （1-43） 和式 （1-45） 构成了描述系统微分方程式 （1-41） 的状态空间表达式。 式

（1-44） 和式 （1-46） 构成了其矢量 -矩阵方程表达式。 状态空间表达式简写成

x· = Ax + bu
y = cx〓 （1-47）

式中
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x =

x1

x2

︙
xn - 1

xn

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓
〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓
〓

； A =

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 1
- a0 - a1 - a2 … - an - 1

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； b =

0
0
︙
0
b0

〓

 

〓
〓
〓
〓
〓〓

〓

〓

〓
〓
〓
〓
〓〓

； c = （1　 0　 …　 0）

从状态空间表达式可看出， 系统矩阵 A 为 n × n 维， 最后一行的元素值， 由微分方程

式左边的系数值 a i （ i = 0， 1， 2， …， n - 1） 取负号后， 从左 （第一列） 至右 （第 n 列）
按顺序排列； 主对角线的上方元素值全为 1； 其余元素 （除最后 1 行外） 全为 0。 输入矩

阵 b 为 n 维列向量， 最后的元素值为 b0 （输入信号的系数即幅值） ， 其余元素为 0。 输

出矩阵 c 为 n 维行向量， 其第 1 行元素值为 1， 其余的元素值为零。 直接传输系数 d 值

为零。
（5） 状态变量图

积分器的个数有 n 个 （等于状态变量的个数）， 每个积分器的输出表示为状态变量； 根

据上面的状态方程和输出方程， 画出相应的比例器并填入对应的值， 画出加法器并加入符

号； 最后用带箭头的信号线按信号的流通方向将这些元件连接起来， 如图 1-6 所示。

图 1-6　 状态空间描述式 （1-47） 的状态变量图

例 1-3　 设一控制系统的动态过程用微分方程表示为

y··· +6 y·· +11 y· +5y = 2u
试写出其状态空间表达式， 并画出状态变量图。

解　 选取状态变量 x1 = y， x2 = y·， x3 = y··， 则由式 （1-43） 得状态方程为

〓

〓

〓

〓
〓〓

〓
〓

x·1 = x2

x·2 = x3

x·3 = - 5x1 - 11x2 - 6x3 + 2u
系统的输出方程为

y = x1

所以， 系统的状态空间表达式用矢量 -矩阵方程表示为


