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前　 　 言

计算机辅助工程技术 （Computer Aided Engineering， CAE） 在现代机械产品设计

与开发的过程中发挥着越来越重要的作用。 随着对产品节能环保等性能要求的提高，
如何减轻质量、 降低开发成本、 缩短开发周期， 从而提高市场竞争力成为产品开发的

重要命题。 在 CAE 的名称已提出 30 多年的今天， 基于计算机仿真的虚拟产品开发技

术在诸如航空航天、 汽车、 船舶、 精密机械、 电子电器等产业领域得到了越来越广泛

和深入的应用。 这在很大程度上归功于计算机软硬件技术的高速发展。 但是， CAE
技术的核心不是第一个字母 C 所代表的计算机， 而是最后一个字母 E 所代表的工程。
尽管计算机技术日新月异的发展为建立更加详细的解析模型提供了物质基础， 例如现

在汽车车身的有限元模型可能详细到表现每一个焊点和每一个螺钉的程度， 但是对于

工程师来说， 如何从解析结果中提取出有用的信息来反馈到产品设计与开发中去， 依

然是一个挑战性的工作。 这和过去面对简易模型的解析结果在本质上是一样的， 其中

的判断很大程度上依赖于技术人员的知识、 经验和工程素养。 有时， 过于详细的模型

不单会增加计算成本， 而且可能使做出正确的判断变得困难。 所以， 基于理论和经验

做出合理的简化有时更显必要。 近年来， 初阶分析方法 （First Order Analysis， FOA）
或一维 （1D） 分析受到设计人员的重视， 在某种程度上就反映了这种要求。

笔者在十多年从事应用 CAE 技术进行振动噪声分析的工作中， 接触到了线性与

非线性解析、 构造解析与控制、 多体动力学的机构解析、 流体解析等众多的课题， 涉

及到汽车、 精密机械、 航天结构等多个领域。 尽管各种商业计算软件的功能越来越强

大， 用户界面越来越友好， 但笔者深深地感到， 仅仅会使用各种软件进行计算， 距离

一个合格的 CAE 工程师相去甚远。 更重要也更困难的工作在于对有关学科知识的理

解和掌握， 以及应用能力的培养， 即能够对解析模型从数学的角度进行校核 （Verifi-
cation）， 从物理 （实验） 的角度进行验证 （Validation）， 最终为产品设计、 性能评价

或对策方案提供尽可能可靠的数据和分析。 因此， 需要对物理 （力学） 原理、 数值

解析方法、 实验结果分析等多方面的知识有深刻的领会。 这当然不是一个简单的工

作。 以笔者的专门领域 （振动噪声） 为例， 尽管自认为是 “内行”， 有时也不免会遇

到看不懂的资料， 或遭遇知其然而不知其所以然的尴尬。 商业软件所提供的理论说明

资料要么过于简略， 要么过于数学化。 要想了解在解析实践中遇到的某个概念， 往往

需要查找各种不同的书籍资料。 这是一个费时的学习过程。 笔者在十多年的工作实践

中， 围绕接触到的众多动力学设计与分析课题， 积累了一些一手资料； 并结合本人的

工作， 对结构振动及其控制的理论和方法进行了总结。 笔者以为， 如果把本人经历了



“痛苦” 过程而积累总结的资料成书出版， 也许对于面对同样问题的工程技术人员和

致力于学习机械动力学的学生有所帮助。 这就是本书写作的初衷。
本书共分为 5 章。 第 1 章以最简单的单自由度力学模型为对象， 对机械振动的

基础知识作了阐述， 对主要概念做了解说， 对动力学中最重要的共振问题从能量分

析的角度进行了深入的讨论， 并在此基础上， 对实际中常见的较为复杂的振动问

题， 如具有库仑摩擦系统的振动、 自激振动等进行了分析。 第 2 章仍然主要以单自

由度系统为对象， 结合简单事例， 对振动控制的原理和方法进行了阐述。 之所以把

控制问题也纳入动力学的范畴， 是因为在机电一体化的今天， 单纯的没有控制元件

的机械产品已不多见。 把结构与控制系统综合起来进行计算机仿真也是 CAE 技术

的一个趋势。 这两章均以简单的单自由度系统为对象， 所涉及的数学并不复杂， 但

却涵盖到了机械振动的原理及其控制技术的方方面面， 并适当地介绍了一些建模与

分析技巧。 第 3 章以多自由度系统为对象， 对复杂系统的动力学分析方法进行了阐

述， 着重介绍了模态分析的原理和方法， 以及在动力学响应计算中的应用， 并举例

对多自由度系统的控制与建模方法作了介绍。 第 4 章更进一步介绍了在 CAE 实践

中常用的以子结构模态综合法为代表的提高计算效率的各种方法， 以及将实验结果

与数学模型相结合的混合解析技术， 并介绍了通过与实验结果的相关分析来改善有

限元模型精度的方法。 第 5 章则对商业计算软件中常采用的一些数值计算方法作了

介绍， 例如固有值分析的 Lanczos 法、 数值积分的 Newmark 法、 非线性方程的牛顿

迭代法等。 通过本书， 不但可以掌握机械振动的原理、 分析方法与解析技巧， 而且

可以方便地了解各种数值计算方法的概要。
在本书的写作中， 笔者尽量从应用工程师的角度来组织和安排各种资料， 力求

深入浅出， 重点阐述物理概念， 并尽量介绍工作中所接触到的新技术。 除个别引用

文献的结果外， 书中的举例和图表基本都是笔者亲手计算得来的。 由于笔者的水平

有限和工作内容的局限性， 良好的愿望可能得不到充分体现， 可能存在偏颇的描述

和不合理的内容， 恳请广大读者批评指正， 并期待着将批评与建议反馈给笔者

（ ren mz@ hotmail. co. jp）。 如果本书对于奋战在产品设计开发第一线上的工程技

术人员以及高校师生有所帮助的话， 则是笔者望外之喜悦。
在此， 笔者特别感谢原日本大学教授背户一登先生给予的指导和支持， 本书的

部分内容属于与背户先生共同研究的结果。 笔者还要感谢所在公司 ESTECH 的良

好工作环境和各位同事， 尤其是技术 2 部部长筒井桂一郎先生的帮助。 笔者深切缅

怀已故导师西安交通大学顾崇衔教授， 并愿借此机会感谢以下各位在学习和工作的

不同阶段给予过指导的老师： 西安交通大学卢秉恒教授、 唐撷茹教授， 丹麦技术大

学 Finn Jacobsen 教授， 清华大学蒋孝煜教授、 连小珉教授。
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第 1 章　 机械振动的基础

在现代机械产品设计中， 除了要考虑强度、 刚性等静态性能外， 还必须考虑到

产品在动态载荷作用下的动态性能问题。 特别是随着对节能环保性能要求的提高，
轻量化设计尤其显得重要， 过去的那种偏于厚重的刚性结构设计正在向节能省料的

轻薄的柔性结构设计转变。 但是， 轻量化往往会带来更多的振动噪声等问题， 从而

对产品的使用性能和市场竞争性能带来不利影响。 为了解决这个矛盾， 需要利用

CAE（计算机辅助工程）技术进行优化设计， 以在更高的层次上来平衡各种相互矛

盾的性能要求。 事实上， 对产品的振动噪声性能进行预测和评估是现代 CAE 技术

的一个重要应用领域， 例如汽车噪声、 振动及不平顺性问题（Noise， Vibration，
Harshness， NVH）的对策设计在很大程度上依赖于 CAE 的运用。 为了更好地应用

CAE 方法， 需要对机械动力学的基础知识加以掌握。 可以不夸张地说， 不掌握机

械动力学的基本原理， 就不易成为一个优秀的机械工程师。 正是基于此， 本章对动

力学这一范围宽广的学科从 CAE 应用的视点出发， 以一个单自由度系统为对象，
着重对机械振动的基本原理进行阐述。

1. 1　 单自由度系统

自由度（Degree Of Freedom， DOF）是指描述一个物体的运动所需要的独立变量

的个数。 我们知道， 一个在空间没有约束的刚体， 它可以沿坐标轴 X、 Y、 Z 三个

方向平移， 也可以绕这 3 个轴旋转。 我们称这个物体具有 6 个自由度， 也就是说，
用 3 个平移变量和 3 个旋转变量就可完全描述一个刚体的运动。

实际的机械结构都是连续的弹性体结构， 理论上具有无限多的自由度。 例如在

桌面上敲击一下， 桌面的各个部分将会产生垂直于桌面的振动（称为横向振动）。
尽管振动会很快地衰减下去， 要完全地描述这个振动现象， 需要桌面上所有位置的

位移情报， 即无限多个变量。 理论上这是无法完成的任务， 但所幸的是， 完整的桌

面振动情报对我们并无多大用处， 我们所关心的可能只是桌面在敲击下所产生的振

动及噪声的频率成分及其衰减特性， 这是用数点甚至一点的情报即可实现的。 这种

用有限个变量来描述具有无限个自由度的连续体振动的方法称为低阶自由度模型化

方法。
考虑一种最简单的情况， 一个质点被限制在一个方向上运动， 这个系统称为单

自由度系统（Single Degree Of Freedom， SDOF）。 这时， 用一个变量即可完全描述质



点的运动。 单自由度系统是学习机械振动的最基本力学模型， 实际中的很多复杂系

统在一定条件下都可以简化成单自由度系统来处理。 因此， 掌握好单自由度系统的

动态特性非常重要。
图 1. 1 表示一个理想化的单自由度系统。 质量为 m 的物体系在不计质量、 弹

性系数为 k 的弹簧一端， 弹簧的另一端固定。 物体与支持面之间不存在摩擦， 而且

物体只能沿着弹簧轴线方向（这里称为 X 方向）运动。

图 1. 1　 单自由度振动系统的力学模型

把物体从其初始平衡位置拉开， 然后释放， 物体在弹簧恢复力的作用下将做返

回其初始位置的运动。 在到达其初始位置时， 物体获得最大动能而不会停下来， 在

惯性的作用下将继续前行， 弹簧则被压缩。 在压缩到与被拉伸同等距离的时候， 动

能完全转化为弹性势能， 物体瞬时速度变为 0。 此后， 弹簧恢复力又开始作用， 物

体再次向反方向运动。 如此周而复始， 物体做以初始位置为原点的往复运动， 即振

动。
考查图 1. 1 中的物体运动， 不难发现： 作用在物体上的力只有一个弹簧恢复

力， 它遵循胡克定律， 力的大小等于弹性系数与位移的乘积， 而作用方向与位移相

反。 于是， 根据牛顿运动定律可得： mẍ（ t） = - kx（ t） ， 因此， 物体运动可以用以

下齐次型微分方程来表示

mẍ（ t） + kx（ t） = 0 （1. 1）
这是在没有外力作用情况下（这里的弹簧力为内力）的振动， 称为自由振动。 上式

也可以理解为， 在每个时刻， 弹簧恢复力与惯性力 （ - mẍ） 处于平衡状态。
如果有外力 F（ t） 作用在物体上迫使其振动， 则称为强迫振动。 这时物体受到

的力为弹簧恢复力与外力之和， - kx（ t） + F（ t） ， 运动方程变为以下非齐次型微分

方程

mẍ（ t） + kx（ t） = F（ t） （1. 2）
　 　 可见， 机械振动是一个求解常微分方程的问题。 在这个系统中， 质量和弹簧是

两个不可或缺的元件。 由方程式（1. 2）可知， 若 m = 0， 则变成一个受力变形问题；
若 k = 0， 则变成一个单纯的运动问题。 因此， 一谈到机械振动， 就应该联想到一

个质量弹簧系统。 这里， 弹簧并不限于常见的卷簧（Coil Spring）， 而是指一切具有

抵抗变形能力的刚性元件（stiffness）。
如图 1. 1 所示模型代表了直线振动的情况。 弹性支撑下的汽车发动机的上下振

动就可用该模型表示。 还有一种振动形式是绕着某个轴在回转方向做往复运动， 如
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图 1. 2　 扭转振动系统

图 1. 2 所示。 将一个圆盘（齿轮或者飞轮）安装在

一端固定的主轴上， 把圆盘转过一个小角度

θ（单位： rad）， 然后释放， 圆盘将产生扭转振

动。 设圆盘的惯性矩为 J（单位： N·m2）， 轴的

扭转刚性为 kt （单位： N·m / rad）， 则系统的运

动方程为

J θ
··
（ t） + ktθ（ t） = 0 （1. 3）

如果有外转矩 T（ t） （单位： N·m）作用在圆盘上， 则运动方程为

J θ
··
（ t） + ktθ（ t） = T（ t） （1. 4）

可见， 扭转振动的方程式与直线振动的方程式形式完全相同， 当然， 解法也相同。

1. 2　 无阻尼单自由度系统的振动

在如图 1. 1 所示的系统中， 一旦在外部干扰下发生振动， 这个振动将一直持续

下去。 因为系统中没有耗能元件， 动能与弹性势能之间可以完全地等值转换， 因而

振幅不会衰减下来， 我们称这样的系统为无阻尼系统。 当然， 实际中这样的系统是

不存在的。 在考查更接近实际的有阻尼系统的振动之前， 我们先来看看无阻尼系统

的振动响应特性。
在此， 我们先给出求解常微分方程的两个数学定律。
定律 1： 设齐次型微分方程式（1. 1）有两个特解 x1、 x2， 则该方程的通解为两

个特解的线性组合， 即 x = C1x1 + C2x2， 其中， C1、 C2 为两个常数。
定律 2： 设非齐次型微分方程式（1. 2）有一个特解 xs， 则该方程的通解为这个

特解与对应的齐次型微分方程式（1. 1）的通解之和， 即 x = C1x1 + C2x2 + xs， 其中

C1、 C2 为两个常数。

1. 2. 1　 自由振动

单自由度无阻尼系统的振动由微分方程式（1. 1）所决定。 略去时间变量 t， 该

方程可以写为 mẍ + kx = 0 或 ẍ = - k
m x = - ω2

nx ， 其中， ωn = k / m。 这个方程有

两个显而易见的特解： x = sinωn t， x = cosωn t。 所以， 该方程的通解为

x = C1sinωn t + C2cosωn t = Asin（ωn t + φ），A = C2
1 + C2

2，φ = arctan（C2 / C1）
（1. 5）

A 称为振幅， φ 称为相位， 二者由初始条件所决定。 假设初始时（ t = 0）位移为 x0，
速度为 v0， 将该条件代入位移方程式（1. 5）及其微分（速度）可以求得
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C1 = v0 / ωn，C2 = x0，A = x2
0 + （v0 / ωn） 2，φ = arctan（x0ωn / v0）

　 　 例如把图 1. 1 的物体拉开 x0 然后释放（初始速度为 0）， 则有 A = x0， φ = π / 2。
此时， 物体的位移为

x = x0sin（ωn t + π / 2） = x0cos（ωn t） （1. 5′）
　 　 可见， 无阻尼单自由度系统的振动响应可以用一个正弦（或余弦）函数来表示，

其振动周期为 T = 2π / ωn = 2π m / k。 由于这个周期仅取决于系统的质量与弹簧刚

性， 称之为固有周期（Natural Period）， 其倒数称为固有频率 fn（Natural Frequency，
单位为 Hz）。 相应地， ωn 称为固有角频率（Natural Angular Frequency， [ rad / s]）。
这种振动称为简谐振动或单频振动（Simple Harmonic Vibration）。

对于简谐振动来说， 用一个正弦或余弦函数足以描述其响应。 但是在研究复杂

的振动形式时， 三角函数并不是最好用的数学表达方式。 这里， 我们介绍用复数形

式表示振动的方法。 应用欧拉公式 e ± jθ = cosθ ± jsinθ， j = - 1， 上式可以变形为

x（ t） = x0cos（ωn t） = Re{x0cos（ωn t） + jx0sin（ωn t）} = Re{x0ejωnt}
Re 表示取实部。 可见， 简谐振动可以用一个复指数的实部来表示， 复指数可以用

复平面上的一个向量来表示。 图 1. 3 表示一个长度为 A 的向量在复平面上的逆时针

方向以 ωn 的角速度旋转时的情况。 很显然， 它在实轴上的投影就是一个简谐振动

x（ t） = Acos（ωn t）。

图 1. 3　 简谐振动的向量表示形式

为了方便， 通常略去实部， 而直接用复指

数形式来表示一个单频振动， 这种形式也称为

极坐标表示形式。 这在数学演绎推导过程中毫

无问题， 只要对最终结果取实部即可。 简谐振

动的位移、 速度和加速度用极坐标形式表示，
有以下关系

x（ t） = Aej（ωt+φ）

x·（ t） = jωx（ t）
ẍ（ t） = - ω2x（ t）

（1. 6）

如图 1. 4 所示为初始位移为 1mm， 初始速

度为 0， 固有频率为 2Hz 的单自由度系统的自由振动的位移、 速度和加速度曲线。
速度与位移呈现 90°的相位差， 而加速度与位移相位刚好相反。 这里， 速度由位移

的 1 阶微分得到， 加速度由位移的 2 阶微分得到。 另外， 为了便于与位移及速度同

图表示， 加速度的单位取为 Gal（1Gal = 1cm / s2）。 结合式（1. 6）可知， 给一个向量

乘上虚数单位 j 相当于把这个向量前移 90°相角， 而幅值保持不变。
最后， 对频率及角频率的关系做一说明。 图 1. 3 中， 向量转过一圈所用的时间

定义为周期。 频率定义为周期的倒数， 表示每秒钟内转过的圈数， 单位为 1 / s。 所

·4· 机械振动的分析与控制以及计算方法



谓角频率， 其实是向量旋转的角速度， 即每秒转过的角度， 单位为 rad / s。 因此，
角频率与频率的关系为 ωn = 2π fn。

图 1. 4　 无阻尼单自由度系统的自由振动

1. 2. 2　 强迫振动

假定在图 1. 1 的系统中， 有外力作用在物体上， 则物体的运动由方程式（1. 2）
所决定。 外力的形式多种多样， 可以是时间的任意函数。 这里考虑角频率为 ω 的

简谐外力， F（ t） = F0sinωt， F0 为力幅， 则方程式（1. 2）成为

mẍ + kx = F0sinωt （1. 7）
　 　 由定律 2 可知， 首先需找到这个方程的一个特解。 由于方程右端是一个正弦函

数， 可以设该方程的一个特解为 x = Xsinωt。 代入上式可得

X =
F0

- mω2 + k
=

F0

k
ω2

n

ω2
n - ω2 =

Xst

1 - （ω / ωn） 2

这里， Xst = F0 / k 表示物体在最大力作用下的静变形。 方程式（1. 7）所对应的齐次型

的通解已由式（1. 5）给出， 于是， 该方程的通解为

x = C1sinωn t + C2cosωn t +
Xst

1 - （ω / ωn） 2 sinωt （1. 8）

C1、 C2 为两个由初始条件确定的常数。 式（1. 8）前两项代表振动频率为固有频率的

自由振动成分， 第三项则代表与激励力同频率的强迫振动成分。 由于有两个独立的

频率成分存在， 该振动不再是简谐振动。
对于静止的初始条件 x（0） = 0，x·（0） = 0 ， 可以求得

C1 = -
ω / ωn

1 - （ω / ωn） 2 Xst， C2 = 0

代入式（1. 8）， 可得振动响应为
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x =
Xst

1 - （ω / ωn） 2 - ω
ωn

sinωn t + sinωt（ ）
可见， 当 ω = ωn 时， 振幅将变为无穷大， 这就是通常所说的共振现象。

如图 1. 5 所示为固有频率 2Hz 的无阻尼单自由度系统在静止的初始条件下， 用

正弦波激振时的位移响应（在此计算中， 调整力幅的大小， 使得 Xst = F0 / k = 1mm）。
当激振频率为 0. 5Hz（ω / ωn = 0. 25）及 4Hz（ω / ωn = 2）时， 位移响应由固有频率与激

励频率两个频率成分上的响应合成， 振幅一定。 当激振频率等于固有频率时（ω / ωn

= 1）， 发生共振， 振幅越来越大（为了避免被 0 除的问题， 在这个计算中， 激励频

率约为 2Hz）。

图 1. 5　 固有频率为 2Hz 的无阻尼单自由度系统的强迫振动响应

a）ω / ωn = 0. 25　 b）ω / ωn≈1　 c）ω / ωn = 2

在无阻尼的理想状态下， 一旦振动发生， 将无限地持续下去。 实际中， 由于阻

尼的作用， 自由振动项会很快衰减掉， 最后只剩下强迫振动的成分， 因而我们更关

心式（1. 8）中的第 3 项。 在此， 略去自由振动项， 只考虑强迫振动一项， 式（1. 8）
成为

x =
Xst

1 - （ω / ωn） 2 sinωt （1. 9）
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式（1. 9）与激振力 F（ t） = F0sinωt 相比， 可得

x
F =

Xst

F0[1 - （ω / ωn） 2]
= 1

k[1 - （ω / ωn） 2]
（1. 10）

这是一个随激振频率变化的函数， 称为系统的频率响应函数（Frequency Response
Function， FRF）。 这种从频率响应的角度来考查系统振动特性的方法称为频域分析

法。
上式有一个显著的特点， 就是当 ω = ωn 时， 分母变为 0， 响应为无穷大。 令

A0 = 1
k[1 - （ω / ωn） 2]

则对于 ω < ωn， 式（1. 10）可以变形为（应用欧拉公式 e ± jθ = cosθ ± jsinθ）
x
F = A0cos（0） + jA0sin（0） = A0ej0

上式表明， 位移响应与激振力之间的相位差为 0， 即二者同相。
同样， 对于 ω > ωn， 式（1. 10）可以变形为

x
F = A0cos（π） - jA0sin（π） = A0e -jπ

这时， 位移与激振力之间的相位差为 180°， 即二者反相。
应用极坐标表示形式， 上述频率响应函数可以写为更一般的形式

H（ω） = x
F = A0（ω）ejφ（ω） （1. 11）

A0（ω） 称为幅频特性， φ（ω） 称为相频特性。 我们把上述位移与激励力之间的传递

函数 H（ω） 称为柔顺性函数（Compliance）。 相应地， 把速度与激励力之比称为导纳

函数（Mobility）， 加速度与激励力之比称为惯量函数（Inertance）。

图 1. 6　 无阻尼单自由度系统的频率响应曲线

如图 1. 6 所示为根据式（1. 10）绘制的幅频响应曲线及相频曲线。 这里， 共振

时刻（激振频率为 2Hz）的相位取为

- 90°（理由参照图 1. 7）。 相对于相

频特性， 更重要的是幅频特性。 当

激振频率接近于 0Hz 时， 幅值为一

常数， 等于弹簧刚性系数的倒数，
即柔性系数， 用于衡量静力作用下

的变形。 当激振频率远大于共振频

率时， 幅值变得很小， 最终趋近于

0。 这是因为激振力变化太快， 物

体由于惯性的影响跟不上力的变

化， 结果是原地不动。
我们知道， 当一个静态力（不
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随时间变化或变化很慢， 即频率为 0 或接近于 0）作用在结构上时， 结构将产生变

形， 变形的大小由力的大小和结构的刚性所决定。 而当一个动态力（随时间较快变

化）作用在结构上时， 此时的变形不但取决于力的大小和刚性值， 而且与激励力的

频率及结构的固有频率有关。 当发生共振时， 产生的变形将远远大于同样大小的静

态力引起的静变形， 很可能使结构发生破坏。 因此， 掌握并优化产品的动态特性，
以避免发生共振对于设计工程师来说非常重要。

在此， 引入动刚性的概念。 动刚性为柔顺性函数的倒数， 也是频率的函数； 频

率为 0 时， 所对应的值就是静刚性。 共振时， 动刚性最小（对于这里所讨论的无阻尼

共振， 动刚性为 0）； 频率大于共振频率以上， 随着频率的增加， 动刚性越来越大。
相对于以上频域分析， 如图 1. 5 所示在时间轴上观察振动特性的方法称为时域

分析。 这里， 我们再来看一个时域分析的例子。 图 1. 7 是在初始条件为 0 的条件下

对上述单自由度系统（固有频率为 2Hz）用扫描正弦力进行激振的结果。 在 0 ～ 5s 的

时间里， 激振频率由 0Hz 变为 4Hz。 在 2. 5s 的时候， 频率为 2Hz， 发生共振。 图中

清楚地显示， 共振之前， 位移和激振力同相， 而在共振之后， 位移和激振力反相。
在共振时刻（ t = 2. 5s）， 位移为最大， 而激振力刚好为 0， 二者成 90°相位差的关

系。

图 1. 7　 正弦扫描激振时的位移响应及激振力

最后， 作为参考， 这里给出上述计算中所使用的扫描正弦的定义

sweep = sin（2π∫F（ t）dt）

其中， F（ t） =

　 　 f0 　 　 　 t < t0

f0 +
f1 - f0
t1 - t0

t t0 < t < t1

　 　 f1 t > t1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

， 在时间段 （ t0，t1） 上， 频率由 f0 变为 f1，

则有
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