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非线性摩擦是一种复杂的、 非线性的、 具有不确定性的自然现象。 为

了提高系统性能， 必须减小或消除摩擦对系统性能的不利影响， 解决摩擦

问题对提高机电产品性能具有重要意义。 从这一实际出发， 本书以摩擦学

和非线性控制理论为基础， 以非线性摩擦的自适应模糊建模与控制补偿为

研究内容， 以减小或消除摩擦对机械系统性能的影响为目标， 以理论研究

和实验相结合为手段， 以目前在工程中广泛应用的机械手和医疗设备为应

用对象， 研究摩擦的智能建模与控制补偿的特性， 逐步建立摩擦的智能建

模与控制补偿的理论体系， 并将研究得出的理论应用于工程实践， 力求最

大可能降低摩擦所带来的危害及提高设备的控制精度， 进而为提高相关企

业产品的技术含量做出努力。
本书可作为机电行业的从业人员参考使用， 也可用为大专院校相关专

业师生的辅助教材。
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前　 　 言

复杂机械系统常常具有强的非线性、 不确定性、 多变量、 强耦合， 以及运

动变化频繁等特点， 动态特性难于用精确的数学模型描述。 自适应模糊建模与

控制的基本出发点是模仿人的智能以实现对复杂不确定性系统进行有效控制，
它具有自学习和适应环境的能力， 自动进行信息处理以减少其不确定性， 能规

划、 产生， 并能安全、 可靠地执行控制作用。 因此， 自适应模糊建模与控制是

解决复杂机械系统不确定性问题的有效途径之一。
非线性摩擦是一种复杂的、 非线性的、 具有不确定性的自然现象， 普遍存

在于自然界和机械工程领域。 人类目前对这一物理过程的了解尚处在进一步探

索阶段， 还无法通过数学方法给出完全真实的精确描述。 现实生活中摩擦几乎

无处不在， 在有些情况下， 摩擦是人们所期望的， 如汽车的制动系统利用了摩擦

进行制动。 但对于大多数机械系统而言， 摩擦却成为提高系统性能的障碍， 使系

统响应出现爬行、 振荡或稳态误差以及其他不可预料的现象。 因此， 为提高机械

系统的性能就必须减小或消除摩擦对系统性能的不利影响， 解决非线性摩擦问题

对提高机电产品性能具有重要的理论和实际意义。 另外， 近年来随着数字计算

机技术的发展和应用， 基于嵌入式操作系统的实时控制在国外得到了快速发展

并广泛地应用在通信、 军事、 航空航天等高精尖技术及实时性要求极高的领域

中， 如卫星通信、 军事演习、 导弹制导、 飞机导航和火星探测器等。 为了推动

我国在这些领域的发展与应用， 结合工程实际， 本书也介绍了嵌入式的实时控

制、 控制补偿及其在医疗设备开发方面的应用。
本书的写作和出版过程得到了闻邦椿院士、 柴天佑院士、 东软集团刘积仁

和赵宏老师、 澳大利亚拉筹伯大学王殿辉老师、 东北大学张义民教授和其他老

师的热情鼓励和支持， 对诸位学者的切实帮助， 谨表衷心的感谢。 同时， 本书

得到国家自然科学基金 （51275085）、 流程工业综合自动化国家重点实验室开放

课题、 中央高校基本科研业务费人才基金 （N110503001） 和沈阳市科技基金

（F12 - 175 - 9 - 00） 的资助， 在此一并表示深切的感谢。
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第 1 章　 非线性摩擦的基础知识

1. 1　 机械动力学中的非线性问题

真实的机械动力系统中常常包含各种各样的不确定因素， 诸如机械系统中的间隙、 非线

性摩擦， 结构系统中的材料弹塑性影响、 构件变形， 控制系统中的元器件饱和等特性， 使得

机械动力系统呈现复杂的不确定性和非线性。 实践中， 人们经常试图用线性确定模型来替代

实际的非线性不确定模型， 以求方便地获得其行为的某种逼近。 然而， 被忽略的非线性不确

定因数常常会在分析和计算中引起无法接受的误差， 使得线性逼近无法实现。 特别对于系统

的长时间历程动力学问题， 有时即使略去很微弱的非线性因素， 也会在分析和计算时出现本

质性的错误[1] 。
近年来， 伴随着计算机技术、 数值模拟和智能控制理论等的进步， 非线性动力学在理论

和方法上得到了快速发展。 在工程科学界， 以往研究人员对于非线性问题绕道而行的现象正

在发生变化。 人们不仅力求深入分析非线性对系统动力学的影响， 使系统和产品的动态设

计、 加工、 运行与控制满足日益提高的运行速度和精度要求， 而且开始探索利用这些非线性

现象造福人类。 鉴于动力系统中的不确定问题种类繁多， 本书把工作重点放在了非线性摩擦

的建模与补偿控制的系统理论和方法的研究上， 探讨了非线性摩擦的智能建模和自适应补偿

控制等方法以及在工程实际中的应用。

1. 2　 非线性摩擦问题

1. 2. 1　 摩擦的特性

在机械系统中， 具有相对运动或相对运动趋势的两个接触面上会产生摩擦。 经过长期的

研究， 人们发现摩擦是一种比较复杂的现象， 有很多类型， 其特性存在很大的差异。 就机械

系统中相互接触的滑动表面而言， 在润滑状态下， 其摩擦力是接触面间相对运动速度的函

数。 从静止开始加速， 摩擦力的变化经历了以下四个阶段： 静摩擦阶段、 边界润滑阶段、 部

分流体润滑阶段、 全流体润滑阶段， 图 1-1 是这四个阶段的示意图[2] 。
第一个阶段是静摩擦阶段， 静摩擦力不依赖于速度， 它实际上可以认为是由弹性变形所

产生的， 从控制的角度看， 正是这种弹性变形导致了增加的静摩擦力。 这种弹性变形称之为

滑前位移， 尽管滑前位移较小， 对于一般工程材料而言仅为 2 ～ 5nm， 但对于某些精度要求

极高的伺服定位系统而言， 它仍然非常重要。 从本质上说， 静摩擦力并不是真正意义上的摩

擦力， 而是一种约束力， 因为它既不耗能也不是滑动的结果。



2　　　　 不确定机械问题的建模与控制补偿

图 1-1　 滑动速度和摩擦力的关系

第二阶段是边界润滑阶段， 接触表面间的相对运动速度极低以至无法在其表面间建立液

体薄膜， 摩擦力实际上是由固体间的剪切作用引起的。 虽然人们普遍认为这一阶段摩擦力大

于后面两个阶段的摩擦力， 但这也不是绝对的， 因为对于某些物质而言， 剪切力未必大于黏

滞摩擦力。 另外， 研究表明边界润滑对 Stribeck 曲线的形状影响非常明显。 此外， 边界润滑

与系统的低速爬行现象也存在着密切的关系。
第三阶段是部分流体润滑阶段， 相对运动使接触表面间形成液体薄膜， 然而由于法向压

力的作用， 又使部分润滑液被挤出接触表面， 因此仍有部分区域为固体接触。 这是最难建模

的一个阶段， 研究成果表明， 在这一阶段 “摩擦记忆” 现象较为明显。
第四阶段是全流体润滑阶段， 液体薄膜完全形成， 不再有固体接触的区域， 因此摩擦力

减小， 但随着相对运动速度的提高， 黏滞摩擦的作用却越来越明显。
上述曲线描述了摩擦力与速度之间的稳态对应关系， 它实际上是摩擦力的静态特性。 摩

擦力的动态特性非常复杂且具有不确定性， 至今尚在研究之中。 随着摩擦学的不断发展， 人

们除了发现上述曲线外， 摩擦力还具有时间依赖性， 即增加的静摩擦力和 “摩擦记忆” 的

特性。 所谓 “摩擦记忆” 就是接触表面间相对运动速度发生改变时， 摩擦力滞后一段时间

才会改变的现象。 而增加的静摩擦力说明在一定的环境及润滑条件下， 最大静摩擦力并非固

定值， 而是随接触表面间停滞时间的增加而增加， 图 1-2 说明了这两种现象。 摩擦力还与接

触面间的压力有关， 当负载增大时， 压力增大， 静、 动摩擦力也随之增大。 摩擦特性具有不

确定性， 它还受接触面的清洁程度、 环境温度、 湿度等因素的影响。

1. 2. 2　 摩擦的危害

长期以来， 机械系统中的摩擦一直困扰着众多的机械学、 控制学学者。 摩擦的存在降低

了系统的性能， 特别是对某些系统， 如机械手、 数控机床、 转台以及坐标测量机而言， 系统

中的摩擦对系统性能的提高构成了严重的阻碍。 经过多年理论与实践的研究发现， 摩擦对系

统性能主要产生如下不利影响： 使伺服定位产生稳态误差， 使双向运行的伺服系统产生不连

续运动， 从而引起振动， 使高速运行的伺服系统产生较大的跟随误差、 降低了跟踪精度， 使

单向、 低速运行产生爬行现象， 近年研究发现， 摩擦也可以导致系统进入混沌状态。 因此为

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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图 1-2　 “摩擦记忆” 现象与时间依赖性

了提高系统的性能就必须减小或消除摩擦对系统性能的不利影响。

1. 2. 3　 如何消除摩擦影响

为了克服摩擦给系统带来的危害， 最直接的办法就是尽量减小系统中存在的摩擦力。 例

如提高有关机械零件的加工精度、 改进润滑条件以及采用高性能轴承， 如： 气浮轴承、 磁悬

浮轴承等。 然而这些纯机械的方法往往造价比较昂贵， 甚至是不可能做到的。 因此， 有必要

寻找其他更经济的方法来减小或消除摩擦对系统性能的不利影响， 这些方法一般称为摩擦补

偿方法。 近年来， 摩擦补偿已成为研究的热点， 除 IEEE、 ASME、 AUTOMATICA 等杂志上

发表了很多有关摩擦补偿的论文外， 美国控制会议 （American Control Conference） 还常设了

摩擦补偿的专题， 每年都发表若干最新研究成果。

1. 3　 非线性摩擦的建模

对非线性摩擦建立准确的数学模型， 无论是从认识摩擦现象， 还是从对其进行控制补偿

来说都是十分重要的。 因此， 有关摩擦建模的研究一直非常活跃， 到目前为止， 已提出的摩

擦模型有几十种， 主要分为静态摩擦模型、 动态摩擦模型、 基于数据驱动的摩擦模型和基于

智能系统的摩擦模型。 已有很多文献对各类摩擦模型和补偿方法分别进行了综述， 例如文献

[3 - 6]。 为了便于读者很好地掌握这些摩擦模型， 基于上面的文献， 下面将控制领域中常

用的摩擦模型和补偿控制方法加以分类概述和归纳。

1. 3. 1　 摩擦的静态模型

早期人们根据观测和试验， 对摩擦的机理进行了数学描述， 建立了摩擦的静态模型。 摩

擦静态模型是将摩擦力描述为相对速度的函数。
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1. 库仑模型

16 世纪早期， 达·芬奇在试验观察的基础上， 得出了 “摩擦力正比于法向载荷， 与运

行方向相反且不依赖于接触面积” 的结论， 后来库仑 （Coulomb） 在达·芬奇研究基础上，
将其发展成了库仑模型， 摩擦力可表示为下式的形式， 如图 1-3a 所示。

图 1-3　 几类摩擦模型的示意图

Ff（v） = Fcsgn（v） （1-1）
式中　 Ff———摩擦力；

v———相对滑动速度；
Fc———库仑摩擦力， Fc = μ | Fn | ；
μ———摩擦系数；

Fn———法向力；
sgn（v）———符号函数。

这是最早的关于摩擦的定义和模型， 摩擦力只是速度的函数。 库仑摩擦模型局限于非零

速下的摩擦， 不能够描述速度为零时的摩擦力情况。 在速度为零时， 摩擦力可以为零或者介

于 Fc 与 - Fc 之间的任何值。 而且该模型涉及符号函数， 使得系统的动力学方程变成了分段

函数， 从而引入非线性使求解变得非常复杂。
2. 库仑 +黏性模型

19 世纪， 随着流体力学的发展， 人们发现液体存在黏性， 从而导致了线性黏性摩擦模

型的出现， 描述为
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Ff（v） = Fvv （1-2）
式中　 Fv———黏性摩擦系数；

v———相对滑动速度。
在某些情况下， 为了更好地与试验数据相拟合， 也可以建立一种与相对滑动速度成非线

性关系的黏性摩擦模型， 摩擦力可表示为下式的形式

Ff（v） = Fv | v | δvsgn（v） （1-3）
式中　 δv———取值依赖于应用表面的几何形状。

线性黏性摩擦模型通常与库仑摩擦模型组合使用， 进而发展成为另一种简单的库仑 +黏

性摩擦模型， 摩擦力可表示为下式的形式， 如图 1-3b 所示。
Ff（v） = Fvv + Fcsgn（v） （1-4）

3. 静摩擦 +库仑 +黏性模型

Morin 于 1833 年又引入了静摩擦力的概念， 也就是静止时静摩擦力与外力相互作用的思

想。 试验发现使系统从零速到达一个稳态速度的力要比保持这个稳态速度所需的力大， 即静

摩擦力水平要高于库仑摩擦力。 所以， 静态摩擦力 Fstatic与外力 Fe 有关， 有如下函数关系

Fstatic =
Fe，

Fssgn （Fe），■ 　
v = 0， Fe ≤Fs

v = 0， Fe > Fs
（1-5）

式中　 Fs———最大静摩擦力。
当 v = 0 时， 摩擦力是外力的函数而不是速度的函数， 所以采用传统方式以速度为输入、

力为输出来描述摩擦力并不是完全正确的。
随着静摩擦概念的引入， 形成了至今还广泛使用的经典传统 （静摩擦 + 库仑 + 黏性）

摩擦模型， 摩擦力可表示为下式的形式， 如图 1-3c 所示。
Ff（v） = Fstatic + Fvv + Fcsgn（v） （1-6）

4. Stribeck 摩擦模型

在上面介绍的摩擦模型均可称为经典摩擦模型， 模型中滑动摩擦力都是速度的线性函

数， 并且静摩擦和动摩擦之间的转换是离散的。 但是， Stribeck 在 1902 年试验观察到： 摩擦

力并不像图 1-3c 描述的那样， 当克服摩擦力后不连续地下降， 而是在低速下随着速度的增

加而减小， 呈现为速度的连续函数。 这一现象也称为负斜率摩擦现象。 Bo 和 Pavelescu 在

1982 年提出了一个指数模型来描述 Stribeck 现象[7] ， 表达式如下

Ff（v） = Fc + （Fs - Fc）e - （v / vs） δ （1-7）
式中　 vs———Stribeck 速度；

vs 和 δ———经验常数。
该模型后经 Armstrong 完善， 添加了黏性摩擦项， 最后的表达式如下

Ff（v） = Fc + （Fs - Fc）e - （v / vs） δ + Fvv （1-8）
不同学者对 δ 的取值有不同看法， Bo 和 Pavelescu 将 δ 的取值范围定为 0. 5 ～ 1 之间， 而其他

学者常取 δ = 1 或 δ = 2， 当 δ = 1 时就得到 Tustin 模型[8] ， 当 δ = 2 时就得到 Gauss 指数模

型[9] 。 Gauss 指数模型与 Lorentzian 模型[10]近似等效， Lorentzian 模型的形式如下
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Ff（v） = Fcsgn （v） + （Fs - Fc）
1

1 + （v / vs）2 + Fvv （1-9）

将式 （1-5） 和式 （1-8） 综合起来， 可以形成一种比经典摩擦模型更为一般的摩擦模

型[3] ， 表达式如下

Ff =

Ff（v）

Fe

Fssgn （Fe）

■

■

■

■
■

■■

　

v≠0
v = 0 且 Fe < Fs

其他

（1-10）

式中　 Ff （v） ———由式 （1-8） 给出。
该模型很好地描述了低速下的摩擦力行为。 用一个衰减指数项体现了负斜率摩擦现象。

试验已表明指数模型能以 90%的精度近似拟合该区域的真实摩擦力。 图 1-3d 绘制的曲线称

为 Stribeck 曲线。 该曲线体现了摩擦力与稳态速度之间的对应关系， 也体现了摩擦力的静态

特性。 该模型表达出了在非常低的速度下， 由于 Stribeck 效应的存在， 摩擦力产生不稳定效

应。 基于该模型可以研究由摩擦引起的黏滑运动和极限环等现象。
5. Karnopp 摩擦模型

由于前述几个摩擦模型都需要根据相对滑动速度而进行几个方程之间的切换来描述摩擦

力， 因此在仿真或控制中需要判断切换点及检查零速， 这是比较困难的。 Karnopp 在文献

[11] 提出 Karnopp 摩擦模型， 弥补了该项不足。 Karnopp 摩擦模型定义了一个零速区间

| v |≤DV， 如图 1-3e。 DV 是零附近非常小的速度值， 根据不同的工作条件而确定。 在 ± DV

区域外， 摩擦是速度的函数， 而在 ± DV 区域之内， 速度则被强迫认为是零， 此时的摩擦力

由系统所受的其他外力决定， 其大小等于外力的大小， 但要小于最大静摩擦力， 方向与外力

相反， 表达式如下

Ff =

Fslip =
Fc + Fvv， v≥DV

- Fc + Fvv， v≤ - DV
■

Fstick =
min （Fe， Fs）， | v | < DV， Fe≥0

max（Fe， - Fs）， | v | < DV， Fe < 0■

■

■

■

■
■■

■
■■

（1-11）

该模型的优点是避免了零速度检测问题以及黏滞和滑动摩擦状态方程间切换问题[12] ，
但是 DV 的确定还没有明确方法， 虽然文献 [13] 在 Karnopp 摩擦模型参数的辨识中， 通过

图解法估计了 DV 值， 但该方法受噪声影响较大， 难以实现。 该模型的另一个局限性是零速

区间的概念和真实摩擦力不相符。 该模型目前一般只用于稳态下摩擦力的描述， 不考虑速度

变化的情况。
6. 七参数摩擦模型

为了捕捉摩擦的预滑动位移， 可变的静摩擦力以及黏滑等行为， Armstrong 和 Dupont 提
出了七参数摩擦模型[3] 。 该模型采用 3 个独立的方程分别描述不同阶段的摩擦， 七参数摩

擦模型如下：
（1） 黏滞阶段 （预滑动位移）

Ff（x） = - Ktx （1-12）
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（2） 滑动阶段 （库仑 +黏性 +有记忆效应的 Stribeck 摩擦）

Ff（v， t） = - （Fc + Fv | v | + Fs（γ， t2）
1

1 + （v（ t - τL） / vs）2）sgn （v） （1-13）

其中可变的静摩擦力为

Fs（γ， t2） = Fs， a + （Fs， ∞ - Fs， a）
t2

t2 + γ （1-14）

式中　 Fs———Stribeck 摩擦的幅值；
Fs， a———Stribeck 摩擦前一个滑动阶段末端的幅值；
Fs， ∞ ———Stribeck 摩擦停止阶段的幅值；

Kt———静态接触时的切向刚度；
vs———Stribeck 速度；
τL———摩擦记忆的时间常数；
γ———可变静摩擦参数；
t2———零速区的停滞时间。

该模型是一个离散的动态摩擦模型， 7 个参数分别为 Fc、 Fv、 Fs，∞ 、 Kt、 vs、 τL、 γ。
1992 年， Plycarpou 和 Soom 报道了其在精确的动态摩擦测量试验中观测到的各种摩擦现

象[14] ， 七参数摩擦模型均能够定性地预测出这些摩擦现象， 包括预滑动、 库仑摩擦、 黏性

摩擦、 Stribeck 效应、 摩擦记忆以及可变静摩擦力等。 尽管如此， 由于该模型包含 7 个参数，
参数辨识非常困难， 目前还没有一套成型的参数辨识方法。 模型中涉及两个状态空间的切换

问题， 从物理学角度， 这样的切换是不合理的。 因此， 七参数摩擦模型实际应用受到很大

限制。

1. 3. 2　 摩擦的动态模型

伴随着对摩擦行为的认识， 人们开发了摩擦的动态模型。 动态摩擦模型是不仅仅把摩擦

力描述为相对速度的函数， 还包括其他时变参数， 如摩擦力是速度和位移的函数。
1. Dahl 摩擦模型

著名的 Dahl 摩擦模型[15 - 16] 是为了更好地描述带有摩擦力矩的控制系统发展起来的，
是对动态摩擦特性的最简单描述。 通过引入一个内部中间状态变量 z， Dahl 模型定义的微分

方程形式为

dFf
dx = σ0 1 -

Ff
Fc

sgn （v）■

■
■

■

■
■

α
（1-15）

式中　 x———位移；
σ0———刚度系数；
α———拟合参数， 通常情况下取为 1。

这个模型也可以用下面时域形式来描述

dFf
dt =

dFf
dx

dx
dt =

dFf
dx v = σ0 1 -

Ff
Fc

sgn （v）■

■
■

■

■
■

α
v （1-16）
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当 α = 1 时， Dahl 模型成为

dFf
dt = σ0 v -

Ff
Fc

| v |σ0 （1-17）

若令

Ff = σ0 z （1-18）
则式 （1-18） 变为

ż = -
σ0
Fc

| v | z + v （1-19）

当时间 t 趋于∞时， 由式 （1-18） 和式 （1-19） 给出的稳态摩擦力为

Ff = σ0 z = Fcsgn （v） （1-20）
此时， Dahl 摩擦模型退化为库仑摩擦模型。

Dahl 模型是最简单的动态摩擦模型， 理论上容易理解， 是建立其他动态模型的重要基

础。 该模型是连续模型， 利用切向柔顺行概念将预滑动位移引入摩擦模型， 避免了静态模型

中状态切换的不连续问题。 Dahl 模型描述了静摩擦下接触峰的弹簧行为， 并且开创性地引

入了平均变形的概念， 即用状态变量 z 来描述无数个接触峰的平均变形。 该模型的数学特性

在文献 [17] 中已被研究， 包括解的存在性和唯一性， 以及迟滞作用等。 虽然 Dahl 模型描

述了预滑动位移， 也可以预测摩擦滞后， 但是它既没有描述静摩擦力， 也没有捕捉到 Stri-
beck 效应[18] 。

2. Bliman - Sorine 模型

Bliman 和 Sorine 受 Dahl 模型的启发， 试图将 Stribeck 摩擦加入该模型， 在 Rabinowicz 试
验[19]的基础上提出了 Bliman - Sorine 模型[20 - 21] 。 该模型是一个 2 阶 Dahl 模型， 可以看成

两个 1 阶 Dahl 模型的关联。 假设摩擦力依赖于速度符号 sgn （v） 和空间变量 s

s = ∫t
0
| v（τ） | dτ （1-21）

Bliman - Sorine 模型还可以通过微分方程来表示

dxs
ds = Axs + Bvs

Ff = Cxs

■

■

■

■■

■■
（1-22）

式中　 vs = sgn （v）。
1 阶摩擦模型为　

A = - 1
εf

， B =
F1
εf

， C = 1 （1-23）

式 （1-22） 可写为

dFf
dt =

dFf
ds

ds
dt =

dFf
ds v =

F1
εf

（v -
Ff
Fc

| v | ）
α

（1-24）

当 F1 = Fc， F1 / εf = σ0， α = 1 时， 其形式与 Dahl 模型是一致的。
1 阶模型式 （1-22） 未能描述静摩擦， 因此需引入 2 阶模型
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