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前　　言

本书是为迎接２０１２年全国硕士研究生入学考试而编写的数学辅导教材．我们注意到，
在准备考研的考生中，大家共同感到数学（包括高等数学、线性代数、概率论与数理统计）是
比较难复习的科目．从２００３年起，教育部对硕士研究生入学考试进行了改革，考试科目数减

少到４科，数学卷面总分为１５０分，加重了数学在研究生入学考试中（理工、经管类专业）的
分量．因此，如何进行数学课程的复习成了所有考生十分关心的问题．为了帮助广大考生能

在研究生入学考试中得到理想的分数，实现自己的梦想，我们编写了《２０１２全国硕士研究生

入学考试辅导教材———数学》．
为了使读者获得良好的复习效果，我们在编写中贯彻了如下指导思想：

１．严格按照教育部制定的“全国硕士研究生入学统一考试数学考试大纲”的要求编写．
２．力争做到：跟踪命题走向，抓住出题心理，研究考题思路，贴近考研题型．通过对辅

导教材的学习，使考生达到事半功倍的效果．
根据上述指导思想编写的《２０１２全国硕士研究生入学考试辅导教材———数学》具有如

下特色：

１．本书融进了多年考研辅导班授课教师的授课经验和积累的丰富材料；

２．本书通过对研究生入学考试知识点的精选总结和典型例题的深入分析，突出体现数

学的思想、方法和技巧，使考生不但通过复习能够熟悉试题的类型，更能掌握解决问题的

方法；

３．本书深入地分析了历年来研究生入学考试数学试题的特点，从试题内容的分类和解

决方法上进行了认真的研究，使得本书适合理工类和经管类的所有考生；

４．本书在典型例题的编写中，对历年研究生入学数学试题都在例题的右上角用①②③
④做了标注，用以表示是历年研究生入学数学一、二、三、四试卷中的试题（从２００９年开始，
数学三、四合并为数学三）；

５．书后附有２０１０年和２０１１年全国硕士研究生入学统一考试数学试题及参考答案，有
利于考生对最新考试情况的了解．

参加本书编写的教师有白岩（一元微积分学）、孙毅（级数、方程与空间解析几何、多元微

积分）、张朝凤（行列式、矩阵、向量）、陈殿友（线性方程组、特征值与特征向量、二次型）、高彦

伟、术洪亮（概率论与数理统计）．清华大学出版社对本教材的编辑和出版工作给予了大力支

持，在此表示感谢．
由于时间比较仓促，书中的疏漏和不妥，敬请读者不吝赐教．

编　者

２０１１年３月
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第一部分　高 等 数 学

根据工学、经济学、管理学各学科和专业对硕士研究生入学所应具备的数学知识和能力

的要求，我国硕士研究生入学考试数学统考试卷分为数学一、数学二和数学三．高等数学是

数学一、数学二和数学三的考试科目之一．在数学一试卷中高等数学内容约占５６％，在数学

二试卷中高等数学内容约占７８％，在数学三试卷中高等数学内容约占５６％．

第一讲　函数、
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极限与连续

本讲要点：１．函数的概念及函数的有界性、单调性、奇偶性和周期性；

２．反函数及复合函数、分段函数、初等函数；

３．极限的概念、无穷小和无穷大；

４．极限的性质和运算法则；

５．极限存在的两个准则、两个重要极限；

６．无穷小的比较；

７．洛必达法则；

８．函数的连续性与间断点；

９．连续函数的性质和初等函数的连续性；

１０．闭区间上连续函数的性质．

一、内 容 提 要

１极限

１）极限的定义

（１）数列极限　ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝ａε＞０，Ｎ∈ＮＮ ＋，当ｎ＞Ｎ 时，有｜ｘｎ－ａ｜＜ε．

（２）函数极限

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａε＞０，δ＞０，当０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ时，有｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε．

ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａε＞０，Ｘ＞０，当｜ｘ｜＞Ｘ时，有｜ｆ（ｘ）－Ａ｜＜ε．

仔细区分，又有ｆ（ｘ＋０ ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝Ａ，ｆ（ｘ－０ ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝Ａ，ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ）＝Ａ，

ｌｉｍ
ｘ→ －∞

ｆ（ｘ）＝Ａ等．

（３）重要关系　ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝ａｌｉｍ

ｎ→∞
ｘ２ｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘ２ｎ－１＝ａ．

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａｌｉｍ

ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝Ａ．



ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→－∞
ｆ（ｘ）＝Ａ．

（４）海涅（Ｈｅｉｎｅ）定理　ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ对满足ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＝ｘ０，ｘｎ≠ｘ０ 的任何｛ｘｎ｝，都有

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘｎ）＝Ａ．

２）极限的性质和运算法则

（１）有界性　若｛ｘｎ｝收敛，则｛ｘｎ｝有界．

若ｌｉｍｆ（ｘ）＝Ａ，则存在Ｕ
。
，在Ｕ

。
内ｆ（ｘ）有界（对于ｘ→ｘ０，Ｕ

。
表示０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ；对于

ｘ→∞，Ｕ
。

表示｜ｘ｜＞Ｘ）．

（２）保号性　若ｌｉｍｆ（ｘ）＝Ａ＞Ｂ，则存在Ｕ
。
，在Ｕ

。
内ｆ（ｘ）＞Ｂ．

推论　若存在Ｕ
。
，在Ｕ

。
内ｆ（ｘ）≥Ｂ，且ｌｉｍｆ（ｘ）＝Ａ，则Ａ≥Ｂ．

（３）极限的四则运算法则　设ｌｉｍｆ（ｘ）＝Ａ，ｌｉｍｇ（ｘ）＝Ｂ，则

ｌｉｍ［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］＝Ａ±Ｂ；ｌｉｍ［ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）］＝ＡＢ；ｌｉｍｆ
（ｘ）
ｇ（ｘ）＝

Ａ
Ｂ
（Ｂ≠０）．

设ｌｉｍｆ（ｘ）存在，ｌｉｍｇ（ｘ）不存在，则ｌｉｍ［ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）］不存在．

（４）复合函数的极限　设ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
φ（ｘ）＝ｕ０，ｌｉｍｕ→ｕ０

ｆ（ｕ）＝Ａ，且δ＞０，当ｘ∈Ｕ
。
（ｘ０，δ）时，

φ（ｘ）≠ｕ０，则

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ［φ（ｘ）］

ｕ＝φ（ｘ


）
ｌｉｍ
ｕ→ｕ０
ｆ（ｕ）＝Ａ（称为变量代换法）．

　　３）极限存在的两个准则、重要极限

（１）单调有界原理　若数列｛ｘｎ｝单调增加（减少）且有上界Ｍ（下界ｍ），则｛ｘｎ｝收敛，且

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ≤Ｍ（≥ｍ）．

（２）夹逼准则　设三个数列满足ｕｎ≤ｘｎ≤ｖｎ，且ｌｉｍ
ｎ→∞
ｕｎ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｖｎ＝ａ，则ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＝ａ．

夹逼定理对于函数极限也成立．
（３）两个重要极限

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１，　ｌｉｍ

ｘ→０
（１＋ｘ）

１
ｘ ＝ｅ，　ｌｉｍ

ｘ→∞
１＋１（ ）ｘ

ｘ

＝ｅ，　ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋１（ ）ｎ
ｎ

＝ｅ．

２无穷小和无穷大（以ｘ→ｘ０ 为例）

１）无穷小和无穷大的定义

（１）无穷小　若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝０，称ｆ（ｘ）为ｘ→ｘ０ 时的无穷小．

（２）无穷大　ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝∞Ｍ＞０，δ＞０，当０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ时，有｜ｆ（ｘ）｜≥Ｍ．

仔细区分，又有ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝＋∞，ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝－∞等．

（３）无穷小与极限的关系

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａｆ（ｘ）＝Ａ＋α（ｘ），　ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
α（ｘ）＝０．

　　（４）无穷小与无穷大的关系

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝ ∞ｌｉｍ

ｘ→ｘ０

１
ｆ（ｘ）＝

０；　ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝０，且ｆ（ｘ）≠０ｌｉｍ

ｘ→ｘ０

１
ｆ（ｘ）＝ ∞

．
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　　２）无穷小和无穷大的运算性质

（１）有限个无穷小的和、差、积也是无穷小．
（２）无穷小与有界函数的积是无穷小．
（３）设ｌｉｍｆ（ｘ）＝＋∞，ｌｉｍｇ（ｘ）＝＋∞，则ｌｉｍ［ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）］＝＋∞．
设ｌｉｍｆ（ｘ）＝－∞，ｌｉｍｇ（ｘ）＝－∞，则ｌｉｍ［ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）］＝－∞．
３）无穷小的比较

（１）无穷小的比较　设ｌｉｍα＝ｌｉｍβ＝０，且α≠０．

若ｌｉｍβ
α
＝０，称β是比α高阶的无穷小（或α是比β低阶的无穷小），记作β＝ｏ（α）．

若ｌｉｍβ
α
＝ｃ≠０，称β与α是同阶无穷小；当ｃ＝１时，称β与α是等价无穷小，记作β～α．

若ｌｉｍβ
αｋ
＝ｃ≠０（ｋ＞０），称β是α的ｋ阶无穷小．

（２）重要的等价无穷小　当ｘ→０时，

ｓｉｎｘ～ｘ，　ｔａｎｘ～ｘ，　１－ｃｏｓｘ～１２ｘ
２，　ａｒｃｓｉｎｘ～ｘ，

ａｒｃｔａｎｘ～ｘ，　ａｘ－１～ｘｌｎａ（ａ＞０，ａ≠１），　ｅｘ－１～ｘ，

ｌｎ（１＋ｘ）～ｘ，　（１＋ｘ）ｍ－１～ｍｘ．
（３）求积、商的极限时的等价无穷小代换　

设在同一极限过程中α（ｘ）～α′（ｘ），β（ｘ）～β′（ｘ）且ｌｉｍ
β′（ｘ）
α′（ｘ）

ｆ（ｘ）存在（或为∞），则

ｌｉｍβ
（ｘ）
α（ｘ）

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍβ
′（ｘ）
α′（ｘ）

ｆ（ｘ）．

４）洛必达法则

（１） ０
０（ ）型 设①ｌｉｍｆ（ｘ）＝ｌｉｍｇ（ｘ）＝０；②ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）在Ｕ

。
内可导，且ｇ′（ｘ）≠０；

③ｌｉｍｆ′
（ｘ）

ｇ′（ｘ）＝Ａ
（或为∞）．则ｌｉｍｆ

（ｘ）
ｇ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｆ′（ｘ）
ｇ′（ｘ）．

（２） ∞
∞（ ）型 洛必达法则对 ∞

∞
型极限（ｌｉｍｆ（ｘ）＝ｌｉｍｇ（ｘ）＝∞）也成立．

３函数的连续性

１）连续与间断

（１）ｆ（ｘ）在点ｘ０ 连续①ｆ（ｘ）在Ｕ（ｘ０）内有定义；②ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）存在；③ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝

ｆ（ｘ０）．
（２）ｆ（ｘ）在点ｘ０ 左连续ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０）．

ｆ（ｘ）在点ｘ０ 右连续ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０）．

ｆ（ｘ）在点ｘ０ 连续ｆ（ｘ）在点ｘ０ 左连续且右连续．
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　　（３）ｆ（ｘ）在开区间（ａ，ｂ）内连续ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内每一点都连续．

ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）内连续，且ｆ（ａ＋）＝ｆ（ａ），ｆ（ｂ－）＝ｆ（ｂ）．
（４）间断点分类　
设ｘ０ 是ｆ（ｘ）的间断点，若ｆ（ｘ－０ ）＝ｆ（ｘ＋０ ），则ｘ０ 为可去间断点，若ｆ（ｘ－０ ）≠ｆ（ｘ＋

０ ），
则ｘ０ 为跳跃间断点．可去间断点和跳跃间断点统称为第一类间断点．

不是第一类间断点的间断点称为第二类间断点，包括无穷间断点、振荡间断点等．
２）连续函数的运算

（１）设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在点ｘ０ 连续，则ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ），ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），ｆ
（ｘ）
ｇ（ｘ）

（ｇ（ｘ０）≠０）都在点

ｘ０ 连续．
（２）连续函数的反函数是连续函数．
（３）连续函数的复合函数是连续函数．
（４）一切初等函数在其定义区间内都连续．
３）闭区间上连续函数的性质　
设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，则
（１）（有界性定理）　ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上有界．

　　（２）（最值定理）　ξ１，ξ２∈［ａ，ｂ］，使

ｆ（ξ１）＝Ｍ＝ｍａｘｘ∈［ａ，ｂ］
ｆ（ｘ），　ｆ（ξ２）＝ｍ＝ ｍｉｎｘ∈［ａ，ｂ］

ｆ（ｘ）．

（３）（介值定理）　μ：ｍ≤μ≤Ｍ，ξ∈［ａ，ｂ］，使ｆ（ξ）＝μ．
（４）（零点定理）　若ｆ（ａ）ｆ（ｂ）＜０，则ξ∈（ａ，ｂ），使ｆ（ξ）＝０．

二、典 型 例 题

【例１】 选择题

（１）① 极限ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２
（ｘ－ａ）（ｘ＋ｂ（ ））ｘ

＝（　　）．

（Ａ）１　　　　　　　（Ｂ）ｅ （Ｃ）ｅａ－ｂ （Ｄ）ｅｂ－ａ

（２）③ 若ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ－

１
ｘ－（ ）ａｅ［ ］ｘ ＝１，则ａ等于（　　）．

（Ａ）０ （Ｂ）１ （Ｃ）２ （Ｄ）３

（３）当ｘ→０时，变量 １
ｘ２ｓｉｎ

１
ｘ

是（　　）．

（Ａ）无穷小　　　　　　　　 （Ｂ）无穷大

（Ｃ）有界的，但不是无穷小 （Ｄ）无界的，但不是无穷大

（４）③④ 函数ｆ（ｘ）＝ ｘｓｉｎ（ｘ－２）
ｘ（ｘ－１）（ｘ－２）２

在区间（　　）内有界．

（Ａ）（－１，０）　　　（Ｂ）（０，１）　　　 （Ｃ）（１，２）　　　 （Ｄ）（２，３）
（５）设函数ｆ（ｘ）＝ｘｔａｎｘｅｓｉｎｘ，则ｆ（ｘ）是（　　）．

（Ａ）偶函数 （Ｂ）无界函数

（Ｃ）周期函数 （Ｄ）单调函数
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（６）③ 设对任意的ｘ，总有φ（ｘ）≤ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ），且ｌｉｍｘ→∞
［ｇ（ｘ）－φ（ｘ）］＝０，则ｌｉｍｘ→∞ｆ

（ｘ）

（　　）．
（Ａ）存在且等于零 （Ｂ）存在但不一定为零

（Ｃ）一定不存在 （Ｄ）不一定存在

（７）当ｘ→１时，函数ｘ
２－１
ｘ－１ｅ

１
ｘ－１的极限（　　）．

（Ａ）等于２ （Ｂ）等于０
（Ｃ）为∞ （Ｄ）不存在但不为∞

（８）设ｘ→０时，（１＋ｓｉｎｘ）ｘ－１是比ｘｔａｎｘｎ 低阶的无穷小，而ｘｔａｎｘｎ 是比（ｅｓｉｎ
２ｘ－

１）ｌｎ（１＋ｘ２）低阶的无穷小，则正整数ｎ等于（　　）．
（Ａ）１ （Ｂ）２ （Ｃ）３ （Ｄ）４

（９）①② 把ｘ→０＋时的无穷小α＝∫
ｘ

０
ｃｏｓｔ２ｄｔ，β＝∫

ｘ２

０
ｔａｎ槡ｔｄｔ，γ＝∫

槡ｘ

０
ｓｉｎｔ３ｄｔ排列起来，使

排在后面的是前一个的高阶无穷小，则正确的排列次序是（　　）．
（Ａ）α，β，γ （Ｂ）α，γ，β （Ｃ）β，α，γ （Ｄ）β，γ，α

（１０）② 设ｙ＝ｙ（ｘ）是二阶线性常系数微分方程ｙ″＋ｐｙ′＋ｑｙ＝ｅ３ｘ满足初始条件

ｙ（０）＝ｙ′（０）＝０的特解，则当ｘ→０时，函数ｌｎ（１＋ｘ
２）

ｙ（ｘ）
的极限（　　）．

（Ａ）不存在 （Ｂ）等于１ （Ｃ）等于２ （Ｄ）等于３
（１１）设０＜ａ＜ｂ，则ｌｉｍ

ｎ→∞
（ａ－ｎ＋ｂ－ｎ）

１
ｎ＝（　　）．

（Ａ）ａ （Ｂ）ａ－１ （Ｃ）ｂ （Ｄ）ｂ－１

（１２）若ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｅｘ－ａ

（ｃｏｓｘ－ｂ）＝５，则（　　）．

（Ａ）ａ＝－１，ｂ＝－４ （Ｂ）ａ＝１，ｂ＝４
（Ｃ）ａ＝１，ｂ＝－４ （Ｄ）ａ＝－１，ｂ＝４

（１３）设｛ａｎ｝，｛ｂｎ｝，｛ｃｎ｝均为非负数列，且ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝０，ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎ＝１，ｌｉｍ

ｎ→∞
ｃｎ＝∞，则（　　）．

（Ａ）ａｎ＜ｂｎ 对任意ｎ成立 （Ｂ）ｂｎ＜ｃｎ 对任意ｎ成立

（Ｃ）极限ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎｃｎ 不存在 （Ｄ）极限ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎｃｎ 不存在

（１４）设ａ≠１２
，则ｌｉｍ

ｎ→∞
ｌｎｎ－２ｎａ＋１ｎ（１－２ａ［ ］）

ｎ

＝（　　）．

（Ａ） １
１－２ａ

（Ｂ）１－２ａ （Ｃ） １
１＋２ａ

（Ｄ）１＋２ａ

（１５）设函数ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ｘ
１＋ｘ２ｎ

，讨论函数ｆ（ｘ）的间断点，其结论为（　　）．

（Ａ）不存在间断点 （Ｂ）存在间断点ｘ＝１
（Ｃ）存在间断点ｘ＝０ （Ｄ）存在间断点ｘ＝－１

（１６）设ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）内有意义，且ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝ａ，ｇ（ｘ）＝

ｆ １（ ）ｘ ，ｘ≠０，

０， ｘ＝０
烅
烄

烆 ，
则

（　　）．
（Ａ）ｘ＝０是ｇ（ｘ）的第一类间断点
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（Ｂ）ｘ＝０是ｇ（ｘ）的第二类间断点

（Ｃ）ｘ＝０是ｇ（ｘ）的连续点

（Ｄ）ｇ（ｘ）在点ｘ＝０处的连续性与ａ的取值有关

（１７）② 函数ｆ（ｘ）＝ｘ
２－ｘ
ｘ２－１１＋

１
ｘ槡 ２的无穷间断点的个数为（　　）．

（Ａ）０ （Ｂ）１ （Ｃ）２ （Ｄ）３

（１８）③ 设ｆ（ｘ）＝ｌｎ１０ｘ，ｇ（ｘ）＝ｘ，ｈ（ｘ）＝ｅ
ｘ
１０，则当ｘ充分大时有（　　）．

（Ａ）ｇ（ｘ）＜ｈ（ｘ）＜ｆ（ｘ） （Ｂ）ｈ（ｘ）＜ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）
（Ｃ）ｆ（ｘ）＜ｇ（ｘ）＜ｈ（ｘ） （Ｄ）ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）＜ｈ（ｘ）

（１９）设ｘ→０时，ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ－ｃｏｓｘ是比ｘ２ 高阶的无穷小，其中ａ，ｂ，ｃ为常数，则
（　　）．

（Ａ）ａ＝１２
，ｂ＝０，ｃ＝１ （Ｂ）ａ＝－１２

，ｂ＝０，ｃ＝０

（Ｃ）ａ＝－１２
，ｂ＝０，ｃ＝１ （Ｄ）ａ＝１２

，ｂ＝０，ｃ＝０

（２０）设ｆ（ｘ）为不恒等于零的奇函数，且ｆ′（０）存在，则函数ｇ（ｘ）＝ｆ
（ｘ）
ｘ

（　　）．

（Ａ）在ｘ＝０处左极限不存在 （Ｂ）在ｘ＝０处右极限不存在

（Ｃ）有跳跃间断点ｘ＝０ （Ｄ）有可去间断点ｘ＝０
【解】　 （１）应选（Ｃ）．

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２
（ｘ－ａ）（ｘ＋ｂ［ ］）

ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋ｘ
２－（ｘ－ａ）（ｘ＋ｂ）
（ｘ－ａ）（ｘ＋ｂ［ ］）

ｘ

．

　　因为

ｌｉｍ
ｘ→∞

ａｘ２－ｂｘ２＋ａｂｘ
（ｘ－ａ）（ｘ＋ｂ）＝

ａ－ｂ，

所以

原式 ＝ｅａ－ｂ．
　　（２）应选（Ｃ）．因为

１＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ－

１
ｘ－（ ）ａｅ［ ］ｘ ＝ｌｉｍｘ→０１－ｅ

ｘ

ｘ ＋ｌｉｍ
ｘ→０
ａｅｘ ＝－１＋ａ

　　所以ａ＝２．
（３）应选（Ｄ）．本题关键在于弄清无穷大与无界变量之间的区别，无界变量不一定是无

穷大．如果取数列ｘ（１）ｎ ＝ １ｎπ
，ｘ（２）ｎ ＝ １

２ｎ＋（ ）１２ π
，ｎ＝１，２，…，则

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘ（１）ｎ ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
（ｎπ）２ｓｉｎｎπ＝０，

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘ（２）ｎ ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
２ｎ＋（ ）１２

２

π２ｓｉｎ２ｎ＋（ ）１２ π＝＋∞，

表明当ｘ→０时，ｆ（ｘ）无界但不是无穷大．
（４）应选（Ａ）．本题中ｘ＝０，ｘ＝１，ｘ＝２是ｆ（ｘ）的间断点，其中ｘ＝１，ｘ＝２是无穷间断

点，故ｆ（ｘ）在ｘ＝１，ｘ＝２的邻域内无界；而ｘ＝０是ｆ（ｘ）的跳跃间断点，ｘ＝－１是ｆ（ｘ）的
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连续点，故ｆ（ｘ）在（－１，０）内有界．
（５）应选（Ｂ）．由于ｌｉｍ

ｘ→π２

ｘｔａｎｘｅｓｉｎｘ＝∞，则ｆ（ｘ）无界．

（６）应选（Ｄ）．由题设知０≤ｆ（ｘ）－φ（ｘ）≤ｇ（ｘ）－φ（ｘ），再由ｌｉｍ
ｘ→∞
［ｇ（ｘ）－φ（ｘ）］＝０及

夹逼准则，有ｌｉｍ
ｘ→∞
［ｆ（ｘ）－φ（ｘ）］＝０．从而ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）存在与否取决于ｌｉｍ

ｘ→∞φ
（ｘ）是否存在．

（７）应选（Ｄ）．对于ｌｉｍ
ｘ→１
ｅ

１
ｘ－１，应考虑左、右极限，而

ｌｉｍ
ｘ→１－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→１－
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ－１ ＝０，　ｌｉｍ

ｘ→１＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→１＋
（ｘ＋１）ｅ

１
ｘ－１ ＝＋∞．

　　（８）应选（Ｂ）．当ｘ→０时，（１＋ｓｉｎｘ）ｘ－１～ｅｘｌｎ（１＋ｓｉｎｘ）－１～ｘｓｉｎｘ～ｘ２，（ｅｓｉｎ
２ｘ－１）ｌｎ（１

＋ｘ２）～ｓｉｎ２ｘ·ｘ２～ｘ４．而ｘｔａｎｘｎ～ｘｎ＋１．因此２＜ｎ＋１＜４ｎ＝２．
（９）应选（Ｂ）．分别求出α，β，γ关于ｘ的阶数，由洛必达法则得

ｌｉｍ
ｘ→０＋

α
ｘ ＝ｌｉｍｘ→０＋

∫
ｘ

０
ｃｏｓｔ２ｄｔ

ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｃｏｓｘ２
１ ＝１α是ｘ的一阶无穷小，

ｌｉｍ
ｘ→０＋

β
ｘｋ ＝ｌｉｍｘ→０＋

∫
ｘ２

０
ｔａｎ槡ｔｄｔ
ｘｋ ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｔａｎ ｘ槡 ２·２ｘ
ｋｘｋ－１

＝２ｋｌｉｍｘ→０＋
ｔａｎｘ
ｘｋ－２

取ｋ－２＝


１ ２
３β

是ｘ的三阶无穷小，

ｌｉｍ
ｘ→０＋

γ
ｘｋ ＝ｌｉｍｘ→０＋

∫
槡ｘ

０
ｓｉｎｔ３ｄｔ

ｘｋ ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｓｉｎｘ
３
２· １
２槡ｘ

ｋｘｋ－１

＝１２ｋｌｉｍｘ→０＋
ｘ
３
２·ｘ－

１
２

ｘｋ－１ ＝ １２ｋｌｉｍｘ→０＋
１
ｘｋ－２

取ｋ＝


２ １
４γ

是ｘ的二阶无穷小．

　　（１０）应选（Ｃ）．不需要解微分方程，条件只是变相地告诉我们ｙ″（０）＝１，从而

ｌｉｍ
ｘ→０
＝ｌｎ

（１＋ｘ２）
ｙ（ｘ） ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ２

ｙ（ｘ）＝
ｌｉｍ
ｘ→０

２ｘ
ｙ′（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

２
ｙ′（ｘ）－ｙ′（０）

ｘ－０

＝ｌｉｍ
ｘ→０

２
ｙ″（０）

＝２

　　（１１）应选（Ｂ）．因为

ｌｉｍ
ｎ→∞
（ａ－ｎ＋ｂ－ｎ）

１
ｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ａ－ｎ １＋ｂ

－ｎ

ａ－（ ）［ ］ｎ

１
ｎ

＝ａ－１ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ ａ（ ）ｂ［ ］ｎ
１
ｎ

＝ａ－１．

　　（１２）应选（Ｃ）．

由ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｅｘ－ａ

（ｃｏｓｘ－ｂ）＝５，ｌｉｍ
ｘ→０
ｓｉｎｘ＝０，有ｌｉｍ

ｘ→０
（ｅｘ－ａ）＝０，故１－ａ＝０，ａ＝１．

又因为

ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｅｘ－１

（ｃｏｓｘ－ｂ）＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ
（ｃｏｓｘ－ｂ）＝５，

所以
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ｌｉｍ
ｘ→０
（ｃｏｓｘ－ｂ）＝１－ｂ＝５，　 得 　ｂ＝－４．

故ａ＝１，ｂ＝－４．
（１３）应选（Ｄ）．
（Ａ）、（Ｂ）显然不对，因为由数列极限的不等式性质只能得出数列“当ｎ序分大时”的情

况，不可能得出“对任意ｎ成立”的性质．（Ｃ）不对，因为“０·∞”是未定式，极限可能存在也

可能不存在，故应选（Ｄ）．
（１４）应选（Ａ）．由于

ｌｎｎ－２ｎａ＋１ｎ（１－２ａ［ ］）
ｎ

＝ｌｎ１＋ １
ｎ（１－２ａ［ ］）

ｎ

＝ｎｌｎ１＋ １
ｎ（１－２ａ［ ］），

利用等价无穷小代换，有

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｌｎｎ－２ｎａ＋１ｎ（１－２ａ［ ］）

ｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎｌｎ１＋ １

ｎ（１－２ａ［ ］）＝ｌｉｍｎ→∞ ｎ
ｎ（１－２ａ）＝

１
１－２ａ

．

　　（１５）应选（Ｂ）．

由ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１＋ｘ
１＋ｘ２ｎ ＝

０， ｘ≤－１，

１＋ｘ， －１＜ｘ＜１，

１， ｘ＝１，

０ ｘ＞１

烅

烄

烆 ，
可知ｘ＝１为间断点．

（１６）应选（Ｄ）．
因为ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝ａ，所以

ｌｉｍ
ｘ→０
ｇ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０
ｆ １（ ）ｘ

ｔ＝ １


ｘ
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｆ（ｔ）＝ａ．

又因为

ｇ（０）＝０，
故ａ＝０时，ｇ（ｘ）在ｘ＝０处连续；ａ≠０时，ｇ（ｘ）在ｘ＝０处不连续．

（１７）应选（Ｂ）．

ｆ（ｘ）有间断点ｘ＝０，±１．

ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｘ（ｘ－１）
（ｘ＋１）（ｘ－１）

１＋１ｘ槡 ２ ＝ｌｉｍｘ→０ｘ １＋１ｘ槡 ２，

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｘ １＋１ｘ槡 ２ ＝１，　ｌｉｍ

ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝－１．

　　所以ｘ＝０为第一类间断点．

ｌｉｍ
ｘ→１
ｆ（ｘ）＝１２槡２，所以ｘ＝１为可去间断点．

ｌｉｍ
ｘ→－１
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→－１

ｘ（ｘ－１）
（ｘ－１）（ｘ＋１）

１＋１ｘ槡 ２ ＝ ∞．

　　（１８）应选（Ｃ）．本题考查当ｘ→＋∞时，比较趋于无穷的速度．
（１９）应选（Ｃ）．
由题意得 ｌｉｍ

ｘ→０
（ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ－ｃｏｓｘ）＝０，
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得ｃ＝１．又因为

ｌｉｍ
ｘ→０

ａｘ２＋ｂｘ＋１－ｃｏｓｘ
ｘ２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０
ａ＋ｂｘ ＋

１－ｃｏｓｘ
ｘ（ ）２ ＝０

所以ｂ＝０，ａ＝－１２．
故选（Ｃ）．

也可以这样考虑．由麦克劳林公式有

ｃｏｓｘ＝１－１２ｘ
２＋０（ｘ２），　ｘ→０，

于是

ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ－ｃｏｓｘ＝ （ｃ－１）＋ｂｘ＋ ａ＋（ ）１２ ｘ２＋０（ｘ２）．
因此，ａ＝－１２

，ｂ＝０，ｃ＝１．故选（Ｃ）．

（２０）应选（Ｄ）．因为ｆ（ｘ）是奇函数，有ｆ（０）＝０，所以

ｌｉｍ
ｘ→０
ｇ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０ ＝ｆ′（０），

故ｘ＝０是ｇ（ｘ）的可去间断点．
【例２】　填空题

（１）设ｘ，ｆ（ｘ）＋２ｆ（１－ｘ）＝ｘ２－２ｘ，则ｆ（ｘ）＝ ．

（２）设ｆ（ｘ）是连续函数，且ｆ（ｘ）＝ｘ＋２∫
１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，则ｆ（ｘ）＝ ．

（３）设ｆ（ｘ）＝ｅｘ
２，ｆ［φ（ｘ）］＝１－ｘ，且φ（ｘ）≥０，则φ（ｘ）＝ ．

（４）数列极限ｌｉｍ
ｎ→＋∞

１
槡ｎ∫

ｎ

１
ｌｎ１＋

１
槡（ ）ｘ ｄｘ＝ ．

（５）［ｘ］表示取小于等于ｘ的最大整数，则ｌｉｍ
ｘ→０
ｘ ２［ ］ｘ ＝ ．

（６）ｌｉｍ
ｘ→０＋

１－ｅ
１
ｘ

ｘ＋ｅ
１
ｘ
＝ ．

（７）ｌｉｍ
ｘ→－∞

ｘ（ｘ２＋槡 １００＋ｘ）＝ ．

（８）ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｘｌｎｘ＝ ．

（９）设ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）－（ａｘ＋ｂｘ２）
ｘ２ ＝２，则ａ＝ ，ｂ＝ ．

（１０）ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ １＋ｃｏｓπ槡 ｎ＋ １＋ｃｏｓ

２π槡 ｎ＋
…＋ １＋ｃｏｓｎπ槡［ ］ｎ ＝ ．

（１１）设函数ｆ（ｘ）＝ａｘ（ａ＞０，ａ≠１），则

ｌｉｍ
ｘ→∞

１
ｎ２ｌｎ

［ｆ（１）ｆ（２）…ｆ（ｎ）］＝ ．

　　（１２）ｌｉｍ
ｘ→０
［１＋ｌｎ（１＋ｘ）］

２
ｘ＝ ．

（１３）设当ｘ→０时，Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ－ｓｉｎｘ

０
ｌｎ（１＋ｔ）ｄｔ是ｘｎ 的同阶无穷小，则ｎ＝ ．

·９·第一讲　函数、极限与连续



（１４）设函数ｆ（ｘ）在ｘ＝１连续，且ｆ（１）＝１，则ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｌｎ２＋ｆ（ｘ
１
ｘ［ ］）＝ ．

（１５）设ｆ（ｘ）＝

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ
２
ｘ
＋ｌｎ

（１＋２ｘ）
ｘ ＋ｂ，ｘ＞０，

ａ， ｘ＝０，

１
ｓｉｎ２ｘ－

１
ｘ２
， ｘ＜

烅

烄

烆 ０

在ｘ＝０处连续，则ａ＝ ，

ｂ＝ ．　　

（１６）设ｆ（ｘ）＝ ｅｘ－ｂ
（ｘ－ａ）（ｘ－１）

有无穷间断点ｘ＝０及可去间断点ｘ＝１，则ａ＝

，ｂ＝１．
（１７）设ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导，ｆ（０）＝０，且ｆ′（０）＝ｂ，若函数

Ｆ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）＋ａｓｉｎｘ

ｘ
， ｘ≠０，

Ａ， ｘ＝
烅
烄

烆 ０
在ｘ＝０处连续，则常数Ａ＝ ．

【解】　（１）应填１
３
（ｘ２＋２ｘ－２）．由已知式有ｆ（１－ｔ）＋２ｆ（ｔ）＝（１－ｔ）２－２（１－ｔ）＝ｔ２－

１，即２ｆ（ｘ）＋ｆ（１－ｘ）＝ｘ２－１．与已知式联立，消去ｆ（１－ｘ）可解得ｆ（ｘ）．

（２）应填ｘ－１．注意到∫
１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ为常数，记ａ＝∫

１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，则ｆ（ｘ）＝ｘ＋２ａ．两边积分，

得

ａ＝∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０
（ｘ＋２ａ）ｄｘ＝ １２＋２ａ．

解上式得ａ＝－１２
，故ｆ（ｘ）＝ｘ＋２ －（ ）１２ ＝ｘ－１．

（３）应填 ｌｎ（１－ｘ槡 ）．因为ｆ［φ（ｘ）］＝ｅφ
２（ｘ）＝１－ｘ，故φ（ｘ）＝ ｌｎ（１－ｘ槡 ）．

（４）应填２．将求数列的极限转化为求函数的极限．

原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１
ｘ∫

ｘ２

１
ｌｎ１＋

１
槡（ ）ｔ ｄｔ＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞

ｌｎ１＋１（ ）ｘ ·２ｘ

１

＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞
２ｘ·１ｘ ＝２．

　　注意到，当ｘ→＋∞时，ｌｎ１＋１（ ）ｘ ～１ｘ．

（５）应填２．
２
ｘ－１≤

２［ ］ｘ ≤２ｘ
，因此，

当ｘ＞０时， ２－ｘ＜ｘ
２［ ］ｘ ≤２，

当ｘ＜０时， ２－ｘ＞ｘ
２［ ］ｘ ≥２，
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　　又ｌｉｍ
ｘ→０
（２－ｘ）＝２，于是ｌｉｍ

ｘ→０
ｘ ２［ ］ｘ ＝２．

（６）应填－１．

原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｅ－
１
ｘ －１

ｘｅ－
１
ｘ ＋１

＝０－１０＋１＝－
１．

　　（７）应填－５０．

原式＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

１００ｘ
ｘ２＋槡 １００－ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→－∞

１００
－ １＋１００ｘ－槡 ２－１

＝ １００
－１－１＝－

５０．

　　（８）应填０．

原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎｘ
ｘ－１ ＝ｌｉｍｘ→０＋

ｘ－１

－ｘ－２ ＝
０．

　　（９）应填ａ＝１，ｂ＝－５２．

方法１　用泰勒公式．

ｌｎ（１＋ｘ）＝ （ａｘ＋ｂｘ２）＝ ｘ－ｘ
２

２＋ｏ
（ｘ２（ ））－（ａｘ＋ｂｘ２）

＝ （１－ａ）ｘ－ １
２＋（ ）ｂｘ２＋ｏ（ｘ２），

由题设条件有

１－ａ＝０，

－ １
２＋（ ）ｂ ＝２烅

烄

烆 ．

由此ａ＝１，ｂ＝－５２．

方法２　用洛必达法则

原式左边 ＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
１＋ｘ－

ａ－２ｂｘ

２ｘ ＝ｌｉｍ
ｘ→０

（１－ａ）－（ａ＋２ｂ）ｘ－２ｂｘ２
２ｘ（１＋ｘ） ＝２．

从有１－ａ＝０，－ａ＋２ｂ２ ＝２，ａ＝１，ｂ＝－５２．

（１０）应填 槡２ ２
π ．

原式 ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
１＋ｃｏｓｉπ槡 ｎ．

由定积分定义有

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
１＋ｃｏｓｉπ槡 ｎ＝∫

１

０
１＋ｃｏｓπ槡 ｘｄｘ＝∫

１

０
２ｃｏｓ２πｘ槡 ２ｄｘ

＝槡２∫
１

０
ｃｏｓπｘ２ｄｘ＝

槡２ ２
π
．

　　（１１）应填１
２ｌｎａ．
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原式＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２
［ｌｎａ＋２ｌｎａ＋…＋ｎｌｎａ］

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ（ｎ＋１）
２ｎ２ ｌｎａ＝ １２ｌｎａ．

　　（１２）应填ｅ２．

原式 ＝ｌｉｍ
ｘ→０
［１＋ｌｎ（１＋ｘ）］

１
ｌｎ（１＋ｘ）·

２ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ ＝ｅ２．

　　（１３）应填６．

ｌｉｍ
ｘ→０

Ｆ（ｘ）
ｘｎ ＝ｌｉｍ

ｘ→０

ｌｎ［１＋（ｘ－ｓｉｎｘ）］（１－ｃｏｓｘ）
ｎｘｎ－１

＝１２ｌｉｍｘ→０
（ｘ－ｓｉｎｘ）ｘ２

ｎｘｎ－１ ＝Ｃ（常数且不为零）

ｎ－１＝５ｎ＝６．
　　（１４）应填ｌｎ３．先求出

ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｘ
１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｅ
１
ｘｌｎｘ ＝ｅ０＝１，

由函数的连续性得

ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｌｎ２＋ｆ（ｘ

１
ｘ［ ］）＝ｌｎ［２＋ｆ（１）］＝ｌｎ３．

　　（１５）应填１
３
；－５３．

因为ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续，所以

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｆ（０）．

ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ
２
ｘ
＋ｌｎ

（１＋２ｘ）
ｘ ＋（ ）ｂ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

２ｅ－
２
ｘ ＋ｅ－

１
ｘ

ｅ－
２
ｘ ＋１

＋ｌｉｍ
ｘ→０＋

２ｘ
ｘ ＋ｂ＝２＋ｂ．

　　而

ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－

１
ｓｉｎ２ｘ－

１
ｘ（ ）２ ＝ｌｉｍ

ｘ→０－

ｘ２－ｓｉｎ２ｘ
ｘ２ｓｉｎ２（ ）ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｘ－ｓｉｎｘ
ｘ３

·ｘ＋ｓｉｎｘ
ｘ

＝２ｌｉｍ
ｘ→０－

１－ｃｏｓｘ
３ｘ２ ＝ １３．

　　所以，２＋ｂ＝１３
及ａ＝１３

，故当ａ＝１３
，ｂ＝－５３

时，ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续．

（１６）应填ａ＝０，ｂ＝ｅ．因为ｘ＝０是ｆ（ｘ）的无穷间断点，所以

ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－ｂ
（ｘ－ａ）（ｘ－１）＝ ∞

，

即

ｌｉｍ
ｘ→０

（ｘ－ａ）（ｘ－１）
ｅｘ－ｂ ＝ ａ

１－ｂ＝
０，

所以当ａ＝０，ｂ≠１时，ｘ＝０是无穷间断点．
又ｘ＝１是ｆ（ｘ）的可去间断点，所以当ａ≠１，ｂ＝ｅ时，
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