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前 言

本书是针对考研的“高等数学(微积分)”部分的专门复习指导书,是以作者

多年来的考研辅导讲义(高等数学部分)为素材编写而成的,对数学一、数学二、

数学三的考生均适用。全书共包括9章内容及附录,具体为:函数、极限、连续,

一元函数微分学,一元函数积分学及应用,常微分方程,多元函数微分学及应用,

重积分,线、面积分,无穷级数,矢量代数与空间解析几何,附录(考研预备知识)。

每章分成4个部分:重点难点归纳、要点内容精讲、典型题型精解、本章习题及

答案。

本书紧扣数学考研大纲,贴近考试实际,内容丰富、实用,概念叙述清晰,解

题思路巧妙,方法归纳实用。特点如下:

★基本概念、理论和公式讲解详细全面。所有例题都强调基本概念和基本

理论的应用,解题方法独特,强调技巧的综合应用。例题丰富,每章的例题都能

概括每章内容的全部概念、计算方法和各种题型。

★例题详细讲解做题的思路,解题入手的原理方法、技巧,容易出错的地方、

规律和心得体会。

★读者在理解本书内容和完成相应的习题后,在基本概念、理论的理解能力

和题目的运算能力方面必有明显的提高。

本书适合所有考研学子,也可作为在校的大学生及自学者的“高等数学”的

学习参考书。

由于编者水平有限,如有疏漏和错误之处,欢迎读者批评指正!

祝所有考研学子顺利考入自己的理想学校!

黄庆怀

2011年3月
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 绪 论

绪 论

一、考研数学简介

考试性质

全国硕士研究生入学数学考试是为招收工学、经济学、管理学硕士研究生而设置的具有

选拔功能的水平考试。它的指导思想是既要有利于国家对高层次人才的选拔,也要有利于

促进高等学校各类数学课程教学质量的提高.
考查目标

要求考生比较系统地理解数学的基本概念和基本理论,掌握数学的基本方法,具备抽象

思维能力、逻辑推理能力、空间想象能力、运算能力和综合运用所学的知识分析问题和解决

问题的能力.
试卷分类及使用专业

根据工学、经济学、管理学各学科、专业对硕士研究生入学所应具备的数学知识和能力

的不同要求,硕士研究生入学统考数学试卷分为3种.其中针对工学门类的为数学一、数学

二,针对经济学和管理学门类的为数学三.招生专业须使用的试卷种类规定如下:

1. 须使用数学一的招生专业

① 工学门类中的力学、机械工程、光学工程、仪器科学与技术、冶金工程、动力工程及工程

热物理、电气工程、电子科学与技术、信息与通信工程、控制科学与工程、计算机科学与技术、土
木工程、水利工程、测绘科学与技术、交通运输工程、船舶与海洋工程、航空宇航科学与技术、兵
器科学与技术、核科学与技术、生物医学工程等20个一级学科中所有的二级学科、专业.

② 授工学学位的管理科学与工程一级学科.
2. 须使用数学二的招生专业

工学门类中的纺织科学与工程、轻工技术与工程、农业工程、林业工程、食品科学与工程

等5个一级学科中所有的二级学科、专业.
3. 须选用数学一或数学二的招生专业(由招生单位自定)
工学门类中的材料科学与工程、化学工程与技术、地质资源与地质工程、矿业工程、石油

与天然气工程、环境科学与工程等一级学科中对数学要求较高的二级学科、专业选用数学

一,对数学要求较低的选用数学二.
4. 须使用数学三的招生专业

① 经济学门类的各一级学科.
② 管理学门类中的工商管理、农林经济管理一级学科.
③ 授管理学学位的管理科学与工程一级学科.

考试形式和试卷结构

1. 试卷满分及考试时间

各卷种试卷满分均为150分,考试时间为180分钟.
·1·
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2. 答题方式

答题方式为闭卷、笔试.
3. 试卷内容结构

卷种
分值比例

 췍 (%)
考试内容

数学一 数学二 数学三

高等数学(或微积分) 56 78 56

线性代数 22 22 22

概率论与数理统计 22 — 22

  4.试卷题型结构

各卷种试卷题型结构均为:
单项选择题     8小题,每小题4分,共32分;
填空题 6小题,每小题4分,共24分;
解答题(包括证明题) 9小题,共94分.

二、考研数学复习方法
1.考研数学分析

硕士研究生入学统一考试属“选拔性考试”,对考生的数学基础和能力进行比较全面的

考查:考生的基本知识和概念掌握得如何,内容的整体性与综合性掌握得如何,以及是否有

较强的基本运算能力.自1987年全国工学、经济学硕士研究生入学统一考试以来,每年的试

题都紧扣考试大纲,始终遵循“考查的知识面较广,重基础,重能力,难度适中”的原则,广大

考生十分认同这样的考试,并且意识到只有“全面,认真,讲究方法,狠下功夫”才能取得成

功,否则就不会取得好的成绩.
考研数学试题大致有以下特点.
说明:083410意为“2008年数学三、数学四,10分”,下同.
1) 重基础,重概念,重方法,不会有偏题、怪题.

【例1】 ① <083410>求lim
x→0

1
x2ln

sinx
x = -16 .

②<081209>求lim
x→0

sinx-sin(sinx( ))sinx
x4 = 16 .

③<073404>当x→0+时,同 x等价的无穷小量是 B .

(A)1-ex  (B)ln(1+ x)  (C)1+ x-1  (D)1-cos x

④<071204>当x→0+时,同 x等价无穷小的无穷小量是 B .

(A)1-ex (B)ln1+x
1- x

(C)1+ x-1 (D)1-cos x

⑤<053404>求lim
x→∞

xsin 2x
x2+1= 2 .

⑥<053408>求lim
x→0

1+x
1-e-x-

1æ

è
ç

ö

ø
÷

x = 32 .

·2·



 绪 论

以上考题均属基本的“求极限,且均是利用等价代换求极限”,体现出考试的深度以及重

基础、重基本的原则.

图0-1

【例2】 <07
1
2
3
4
04>连续函数y=f(x)在[-3,-2],[2,3]上的

图形分别是直径为1的上、下半圆周;在区间[-2,0],[0,2]的图形

分别是直径为2的下、上半圆周见图0-1,且F(x)=∫
x

0
f(t)dt,则

下列结论正确的是 C .

(A)F(3)=-34F
(-2) (B)F(3)=54F

(2)

(C)F(-3)=34F
(2) (D)F(-3)=-54F

(-2)

此题出得好,将概念、计算典型的结合,以客观题的形式出现,考查的知识点是定积分的几

何意义———面积分的代数和。若考生概念不清肯定出错,不掌握“选择题”的答题技巧(排除

法)也不行.答案应选(C),理由是:F(2)为正,F(3)为正,且F(3)<F(2),F(-3)=∫
-3

0
f(t)dt=

-∫
0

-3
f(t)dt=+,同理F(-2)=+,故应选(C).

2) 考题均含多个知识点(3~5个)

这就要求考生对“内容的整体性与综合性”的掌握比较好,但是如果对每个知识点都熟悉,
却不能熟练巧妙地将它们串在一起(这就是综合性、技巧性)也不能很好地应对考研试题.

【例3】 <98403>,f(x)=xn过点(1,1)的切线与x轴相交于点(ξn,0),则lim
n→∞

f(ξn)= 1e .

此题属基本题,简单,满分只有3分,却要用到4个知识点:① 会求切线方程;② 会求切

线与x轴的交点(ξn,0);③ 会求函数值f(ξn);④ 会求极限lim
n→∞

f(ξn).

3) 要求概念清楚,计算能力强

考题的运算量一般都很小,结果比较简单.这就要求考生的概念清楚,计算能力较强,否
则就达不到原题的简单运算的要求,算不出原题的简单结果,且感到做题时间很不够.例如:
1)中的例2,如果直接求出F(3),F(2),F(-3)的值再比较大小,那就太麻烦了,达不到“选
择题”的答题要求,时间也不够.

4) 必有技巧性、灵活性试题

试题一定有引考生“上当”的地方,每份试卷中必有“有一定技巧性、灵活性”的试题.试
题必有考生平时“容易出错”的模拟题,如果考生在概念、综合计算方面掌握不够,就会“上

当,失误”.例如f(x)可导,求lim
x→x0

x0f(x)-xf(x0)
x-x0 .不少考生这样做:

原式
洛必达
————法则

lim
x→x0

x0f′(x)-f(x0)
1 =x0f′(x0)-f(x0). 错! (不能用洛必达法则).

正确做法:原式
用导数
————定义

lim
x→x0

x0[f(x)-f(x0)]-f(x0)(x-x0)
x-x0 =x0f′(x0)-f(x0)

2.考研数学复习方法

很多考生考前都感到“数学内容多,要求高,复习抓不住要领———集中表现为心中无

数”.怎样复习才能做到“胸有成竹”呢?
·3·
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1) 应该有一个计划

① 基础复习阶段.这段时间里应将与数学有关课程的内容初步复习一遍,并通过适当

的习题加深对“概念、定理的条件、用法”的理解,有意识地恢复、培养、提高基本的运算能力,
以达到对全部内容基本弄懂,对有关定理的条件、用法比较熟悉,对有关公式、符号搞清含

义、用法,并能对照考试大纲提出进一步复习的问题,例如:还有哪些不明白的内容、问题、习
题? 做题过程中反映出什么问题? 是不知道如何下手还是知识点不熟练且不会串在一起?
或者是计算能力较差?

② 深入提高阶段.按考研大纲要求,对照考研试题,强化自己的基本概念、基本理论、基
本运算,特别是要在提高基本运算能力上狠下功夫.这个阶段要做大量的题,从中解决好“概
念、计算、综合应用”方面的问题.要对前一阶段中存在的不足之处有所突破,例如概念方面、
运算能力方面和综合应用方面.

③ 最后冲刺阶段.这一阶段要求“填缺陷,补漏洞,模拟冲刺”.
2) 高度重视基本概念和计算方法的理解和应用,加强综合运算的训练

【例4】 设f(0)=0,lim
x→0

f(x)
x2 =2

,试证x=0是f(x)的驻点且为极小值点.

这是一个概念题,也含简单的计算.正确解法是:

由lim
x→0

f(x)
x2 =limx→0

f(x)-f(0)
x
x =2⇒f′(0)=0⇒x=0是驻点,再由lim

x→0

f(x)
x2 =2⇒

f(x)>0,∀x∈(-δ,δ)(据保号性定理)⇒f(x)-f(0)>0⇒x=0是极小值点(极值定义).

不正确的解法是:由lim
x→0

f(x)
x2

洛必达
————法则

lim
x→0

f′(x)
2x =2⇒f′(0)=0⇒x=0是驻点.

如果真正能从以上正误解法的比较中得出正确结论,并再想想:① 解题思路;② 保号性

定理的用法;③ 极值定义;④ 洛必达法则能否用;⑤ 洛必达法则是充分条件到底是什么意

思;⑥ 出错原因在哪里,那么肯定收获很大.做会一道题,收获一大片.
3) 高度重视运算能力的提高

要提高运算能力绝不仅仅要多做些题,或者说主要不是多做些题,关键是要加强“归纳

总结”的自觉性.归纳总结“做题的解题思路,用到哪些知识点、方法、技巧,易出错的地方、题
型”.这样做题就会有实质性的收获,运算能力就会有明显提高.

【例5】 设f(x)连续,试证

∫∫
|y|≤|x|≤1

f(x2+y2)dxdy=π∫
1

0
xf(x)dx+∫

2

(
1
π-4arccos1 )x xf(x)dx

初看此题很难下手,没有思路,但冷静分析后可得如下方案:
要证明左边的“二重积分”为右边的“一重积分”⇒
左边的“二重积分”一定可以积出一重⇒
要将左边“二重积分”积出一重,必须用极坐标(如果用直角坐标,无论先对x或先对y积分都

是积不出的,由于f(x2+y2)无论关于x或y都是一般抽象函数)⇒
用极坐标后,显然应该先对θ积分(由于f(p)是一般抽象函数,先对p积分是积不出来

的)⇒先对θ积分必须将区域D:|y|≤|x|≤1划分为D=2D1+4D2(如图0-2)⇒
计算左边,恰巧是右边,证明完毕.
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 绪 论

图0-2

只有经过这样的分析→计算→计算出结果→再回味过程,才
会有真正的本质上的收获,且越做越有信心,不知不觉中综合计

算能力就提高了.

【例6】 设f(x)连续,试证明:∫∫
D

f(x-y)dxdy=∫
A

-A
f(t)

(A-|t|)dt.其中D:|x|≤A
2
,|y|≤A

2.

你觉得以下思路自然吗?

令x-y=t,dy=dt,y:-A
2→

A
2
,t:x+A

2→x-
A
2⇒

左边=∫∫
D1

f(t)dxdt⇒先对x积分

(因为f(t)是一般抽象函数)积出一重恰巧是右边,证明完毕.
4) 高度重视客观题(选择题、填空题)题型的训练

客观题的分值为56分,占总分数的40%左右.统计结果表明,得分率很低,其原因是:
① 对基本概念和基本理论的理解不深;② 计算题的准确率不高;③ 客观题(选择题、填空

题)的独特解题方法和解题技巧掌握得不好.
因此,考生绝对有必要有意识地通过一些典型例题,自觉训练,认真体会,归纳总结客观

题的解题方法和技巧,这是提高综合计算能力的一个重要方面.
5) 建议考生整理一份“复习笔记”

以“极限”内容为例
┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈

:

1.概 念

1)定义 例1,例2…….
2)性质———“保号性” 例1,例2…….
2.计 算(步骤:① 判断类型;② 选择方法.)
1)方法:① 洛必达法则 例……;②等价代换 例……;……⑩利用“收敛级数的通

项趋于零”的原理 例…….
2)技巧 例…….
3)容易出错的地方 例…….
4)题型 例…….

以上笔记的核心是“归纳”.如果数学内容均能有如上“笔记”,肯定效果极佳.可取经验

是:听完强化班后,再用一个月的时间,整理出一份“满意的笔记”.
6) 要有决心和信心,敢于向自己提要求,切忌“盲目做题,浮躁心急”

以上为复习建议,仅作参考.复习方法要根据自己的实际情况,以“我”为主.

·5·
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第1章 函数、极限、连续

重点难点归纳

1. 函数概念、性质

1)讨论分段函数在“接头点”处的极限、连续性、导数;积分是关键,也是考试的重点.
2)会求分段函数的复合函数.
3)熟悉函数“单调性、奇偶性、周期性、有界性”的判别.

2. 极限概念

1)了解和应用“保号性定理”.
2)求极限的方法(特别注意运用方法的条件、技巧、易出错的地方).

3. 会讨论函数的连续性和间断性

1)分段函数“接头点”的连续性的讨论.
2)明确函数间断性的讨论是指:①求出全部间断点;②指出间断点的类型.

4. 熟悉连续函数在闭区间上的性质

1)会运用“零点定理”.
2)会讨论方程的根(存在性、唯一性、根的个数).

要点内容精讲

一、 函 数

1. 定 义
设变量x在某实数集R中任意取一个数时,另一变量y按一确定的法则总有确定的实

数与它对应,则称y是x的函数,x称为自变量,R称为函数的定义域,记作y=f(x),x∈R.
注意:定义中有两个要点:

•定义域R,它表示自变量x的取值范围.
•对应法则f( ),它表示给定x值,求y值的方法.
由此有:

1)两个给定函数是否相同的判别方法是:
当且仅当它们的定义域和对应法则完全相同时,两个函数相同;否则两个函数不相同.
2)函数y的定义域的确定:就是使y的取值和运算有意义的范围.

2. 复合函数
设u=φ(x),x∈R,u的值域为U,又y=f(u),u∈U,则称y为x 的复合函数,记为

f(φ(x)),x∈R.其中x称为自变量,y称为因变量,u=φ(x)称为中间变量.
这里的要求是:

•会将一个复杂的函数(例如初等函数)拆成一些简单的函数(例如基本初等函数)的
复合.

•会将一些简单的函数(例如分段函数)复合在一起.

3. 函数性态———单调性、奇偶性、周期性、有界性
(1)单调性

定义:设f(x)在区间I有定义,x1<x2∈I.
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要点内容精讲

若f(x1)<f(x2),称f(x)在I上单调增;

f(x1)>f(x2),称f(x)在I上单调减.
判别方法:
方法1:定义本身,即设x1<x2,考查f(x2)-f(x1)是否为正(或为负),从而推得

f(x)是单调增(单调减).
方法2:利用导数,即对可导函数y 而言,若y′>0,则y 单调增;若y′<0,则y 单

调减.
(2)奇偶性

定义:设f(x)的定义域对称于原点.
若f(-x)=f(x),称f(x)为偶函数;f(-x)=-f(x),称f(x)为奇函数.
判别方法:
方法1:定义本身就是判别f(x)奇偶性的基本原理和方法,即只需计算f(-x)是否

等于±f(x),即可说明f(x)是偶(奇)函数.
方法2:间接法.
①奇函数的导数必是偶函数,如(sinx)′=cosx.
②偶函数的导数必是奇函数,如(x2)′=2x.③奇函数的一切原函数必是偶函数.
如f(x)=sinx为奇⇒F(x)=-cosx+c必为偶函数.
④偶函数仅有一个原函数为奇函数,而任意一个原函数就不是奇函数.
如f(x)=cosx为偶函数⇒F1(x)=sinx 是奇函数,但F2(x)=sinx+c就不是奇

函数.
⑤f(x)-f(-x)为奇函数,f(x)+f(-x)为偶函数.
(3)周期性

定义:若f(x+T)=f(x),则称f(x)是以T 为周期的周期函数.
判别方法:
方法1:定义本身就是判别函数周期性的基本原理和方法,即只需计算f(x+T)是否

等于f(x)即可.
方法2:间接法.
①由sinx,cosx 的周期为2π⇒sin2x,cos2x,|sinx|,|cosx|的周期为π,|sin2x|,

|cos2x|的周期为π
2.②f(x)是可导的周期函数⇒f′(x)仍为周期函数(且周期不变).

注意:f(x)的周期为T,那么

1)∫
a+nT

a
f(x)dx=n∫

T

0
f(x)dx=n∫

T
2

-T
2
f(x)dx;2)lim

x→∞

∫
x

0
f(u)du

x =∫
T

0
f(u)du

T
;

3)若F(x)=∫
x

0
f(t)dt,那么F(x+T)=F(x)⇔∫

T

0
f(x)dx=0.

【例1】 ∫
nπ

0
1-sin2xdx=n∫

π

0
1-sin2xdx

=n∫
π

0
(sinx-cosx)2dx=n∫

π

0
|sinx-cosx|dx

=n∫
π
4

0
(cosx-sinx)dx+∫

π

π
4

(sinx-cosx)d( )x =2 2n

【例2】 lim
x→∞

∫
x

0
|sint|dt

x =∫
π

0
|sint|dt

π =2π

·7·
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【例3】 若f(x)为连续的周期为T 的奇函数,那么F(x)=∫
x

0
f(t)dt的周期为T(因

为∫
T

0
f(x)dx=∫

T
2

-T
2
f(x)dx=0).

(4)有界性

定义:若∃M>0,使|f(x)|≤M,∀x∈I,则称f(x)在I上有界;若不存在 M>0,使

|f(x)|≤M,∀x∈I,则称f(x)在I上无界.
判别方法:

方法1:定义本身就是判别函数有界的基本原理和方法,即对f(x)去寻找|f(x)|≤
M 的一个M,找到则有界,找不到则无界.值得注意的是,此方法的原理虽简单,但要找到

M 却十分困难,因为从|f(x)|≤M 本身涉及不等式的放大或缩小,技巧性极强.一般情况

下,对此并不特别要求,只需掌握基本的即可,例如:由 1
1+x2≤1⇒

1
1+x2

在(-∞,+∞)

上有界.
方法2:间接法.
①若f(x)在[a,b]上连续⇒f(x)在[a,b]上有界.
②若f(x)在[a,b]上可积⇒f(x)在[a,b]上有界.

③若f(x)在开区间(a,b)上连续,且lim
x→a+

f(x)存在,lim
x→b-

f(x)存在⇒f(x)在开区间

(a,b)上有界.

④若lim
x→x0

f(x)=∞⇒f(x)在含x0 的区间上无界.

题型一:必须注意的是,考试是考“接头点”处的极限、连续、导数、
积分.

【例1】 设f(x)=
xsin1x  x≠0

0 x
{

=0
 那么f(x)在x=0处是 C .

(A)极限不存在; (B)极限存在,但不连续;
(C)连续,但不可导; (D)可导.
分析:①x=0是分段函数f(x)的“接头点”;②题目就是考查x=0处的极限、连续、

导数;③关键要明确f′(0)的求法是必须用导数定义求,且决不能用求导公式求.

解:由于lim
x→0

f(x)=lim
x→0

x·sin1x=0=f
(0)⇒

f(x)在x=0处连续,f′(0)=lim
x→0

f(x)-f(0)
x =lim

x→0

xsin1x-0

x =lim
x→0
sin1x

不存在⇒

f(x)在x=0处不可导,故选C.

【例2】 设f(x)=
|x2-1|
x-1  x≠1

2 x
{

=1
 那么f(x)在x=1处是 A .

(A)极限不存在;  (B)极限存在,不连续;  (C)连续,但不可导;  (D)可导.
分析:①x=1是分段函数f(x)的“接头点”;②在求lim

x→1
f(x)时,如果f(x)当x→1+

和x→1-时的表达式不相同,那么就必须分别求出lim
x→1+

f(x)与lim
x→1-

f(x),并考查两者是

否相同,从而确定lim
x→1

f(x)是否存在.
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要点内容精讲

解:由于lim
x→1+

f(x)=lim
x→1+

|x2-1|
x-1 =lim

x→1+

|x+1|·|x-1|
x-1

=lim
x→1+

(x+1)·(x-1)
(x-1) =lim

x→1
(x+1)=2

lim
x→1-

f(x)=lim
x→1-

|x+1|·|x-1|
x-1 =lim

x→1-

(x+1)·(1-x)
x-1

=-lim
x→1
(x+1)=-2

故选A.
【例3】 如果f(x)=3x3+x2·|x|,那么f(x)的最高阶导数的阶数是 2 .
分析:①要将f(x)写成分段函数;②x=0是f(x)的接头点.由于x>0或x<0,f(x)

任意阶可导,因而只需考查x=0处f(x)是几阶可导,即可确定f(x)几阶可导.

解:f(x)=3x3+x2·|x|=
4x3  x>0
0 x=0
2x3 x<

{
0

⇒f′(x)=
12x2  x>0
0 x=0
6x2 x<

{
0
 f″(x)=

24x  x>0
0 x=0
12x x<

{
0

而f+‴(0)=lim
x→0+

f″(x)-f″(0)
x =lim

x→0+

24x-0
x =24

f-‴(0)=lim
x→0-

f″(x)-f″(0)
x =lim

x→0-

12x-0
x =12

⇒f‴(0)不存在⇒f(x)的最高阶导数的阶数为2.

【例4】 求lim
x→0
lim
n→∞
sin2x+2enx·cosx

x+enx
= 2 .

分析:①原式是二重极限,首先求出内层极限lim
n→∞

sin2x+2enx·cosx
x+enx

;

②其结果必是x的分段函数(由于x是参数);

③x=0是“接头点”,又归结为“求分段函数‘接头点’处的极限”.

解:令f(x)=lim
n→∞

sin2x+2enx·cosx
x+enx

=

2cosx  x>0
2 x=0
sin2x
x  x<

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

由于当x>0时,有

lim
n→∞

sin2x+2enx·cosx
x+enx

同除e
—————

nx

lim
n→∞

sin2x
enx

+2cosx

x
enx
+1

=2cosx

因而lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

2cosx=2,lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

sin2x
x =2

故原式=limx→0
lim
n→∞
sin2x+2enx·cosx

x+enx =2

注意:例3、例4中均考虑将f(x)写成“分段函数”.这就是由“考试均考分段函数在

‘接头点’处的极限、连续、导数、积分”的启发而产生的自然思路和必然结果.
题型二:求分段函数的复合函数.

【例1】 设f(x)=
x2 |x|≤1
x |x|>{ 1

, g(x)=
2-x2 |x|≤1
2 |x|>{ 1

,求f(g(x)).
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分析:考查“分段函数的复合函数”.其思路方法是:由内→外的分层确定法.

解:f(g(x))=
(g(x))2  |g(x)|≤1

g(x) |g(x)|>{ 1
=

(2-x2)2  |2-x2|≤1且|x|≤1
2-x2 |2-x2|>1且|x|≤1
2 |x|>

{
1

=
1     |x|=1
2-x2 |x|<1
2 |x|>

{
1
=
2-x2   |x|≤1
2 |x|>{ 1

【例2】 设f(x)=
1  |x|≤1
0 |x|>{ 1

,g(x)=
2-x2  |x|≤2
2 |x|>{ 2

,求f(g(x)),g(f(x)).

分析:考查对“分段函数的复合”的熟练程度.

解:①f(g(x))=
1  |g(x)|≤1
0 |g(x)|>{ 1

而g(x)=
2-x2  |x|≤2
2 |x|>{ 2

⇒|g(x)|≤1⇒|2-x
2|≤1,即1≤|x|≤3

|g(x)|>1⇒|x|<1或3<|x|≤α

故f(g(x))=
1  -1≤2-x2≤1,

0 2-x2>1,2-x2<{ -1
=
1  1≤|x|≤ 3

0 |x|<1或 3<|x|≤2
0 |x|>

ì

î

í

ïï

ïï
2

②g(f(x))=
2-f2(x)  |f(x)|≤2
2 |f(x)|>{ 2

而f(x)=
1  |x|≤1
0 |x|>{ 1

=
1  |x|≤1
0 1<|x|≤2
0 |x|>

{
2

故g(f(x))=
2-12  |x|≤1
2-02 1<|x|≤2
2-02 |x|>

{
2

=
1  |x|≤1
2 |x|>{ 1

【例3】 f(x)=|x|,g(x)=
x2  x<0
x-1 x≥{ 0

 求I=∫
2

-1
f(g(x))dx.

分析:关键是求f(g(x)).

解:f(g(x))=
x2    x<0
|x-1| x≥{ 0

=
x2   x<0
1-x 0≤x≤1
x-1 x>

{
1

故I=∫
2

-1
f(g(x))dx=∫

0

-1
x2dx+∫

1

0
(1-x)dx+∫

2

1
(x-1)dx=43.

注意:分段复合函数f(g(x))求解的思路是:由内→外的分层确定法,即先写出u=

g(x)在相应区间上的表达式,再确定f(u)的表达式.

题型三:函数性态———单调性、奇偶性、周期性、有界性.
(1)单调性

应熟悉x2,x3 的单调增(减)区间,明确sinx,cosx 在 0,π[ ]2
上分别是单调增、单

调减.
【例1】 设f(x)在(-∞,+∞)上有定义,∀x1,x2 均有(x1-x2)·(f(x1)-f(x2))>0,

那么 D .
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要点内容精讲

(A)f′(x)>0;  (B)f′(x)<0;  (C)f(-x)单调增;  (D)-f(-x)单调增.
分析:选择题的方法大致有两种:①直接法;②排除法.
解:由直接法有,当x1>x2 时,f(x1)>f(x2)⇒-x1<-x2,且f(-x1)<f(-x2)⇒

-f(-x1)>-f(-x2),即x1>x2 时,-f(-x1)>-f(-x2),故选D.

【例2】 求I=∫
π

0
1-sin2xdx.

分析:①定积分中开方必须加绝对值 (sinx-cosx)2=|sinx-cosx|;②将区间分

小,去绝对值符号.

解:I=∫
π

0
1-sin2xdx=∫

π

0
(sinx-cosx)2dx=∫

π

0
|sinx-cosx|dx

=∫
π
4

0
|sinx-cosx|dx+∫

π

π
4
|sinx-cosx|dx

=∫
π
4

0
(cosx-sinx)dx+∫

π

π
4

(sinx-cosx)dx=2 2

注意:①计算∫
π

0
|sinx-cosx|dx时,为去绝对值符号,将∫

π

0
=∫

π
4

0
+∫

π

π
4

.这里用到了

sinx,cosx的单调性.
②定积分计算中,开方一定要加“绝对值”.

【例3】 f(x)连续,单调增,求证:∫
x

0
f(t)dt-xf(x)≤0.

分析:①利用f(x)的单调性证明其不等式;②由于式中含积分∫
x

0
f(t)dt,可用“积分

中值定理”或xf(x)改写为xf(x)=∫
x

0
f(x)dt.

证明:①原式左边=∫
x

0
f(t)dt-xf(x)=f(c)x-xf(x)

=x(f(c)-f(x))≤0  (因为0<c<x)

②原式左边=∫
x

0
f(t)dt-xf(x)=∫

x

0
f(t)dt-∫

x

0
f(x)dt

=∫
x

0
[f(t)-f(x)]dt≤0  (因为f(x)单调增)

注意:比较以上两种解法,值得回味的是:方法①的关键是用积分中值定理∫
x

0
f(t)dt=

xf(c).方法②的关键是xf(x)=∫
x

0
f(x)dt,这种变形是求解中的常用技巧.

【例4】 f(0)=0,∀x∈[0,+∞)有f′(x)单调增,g(x)=f(x)
x .证明:g(x)单调增,

∀x∈(0,+∞).

分析:关键技巧是利用f(0)=0的条件,对f(x)用拉格朗日中值定理f(x)-f(0)
x =

f′(c)⇒f(x)=xf′(c).

证明:由g′(x)=xf′
(x)-f(x)
x2

,为了考虑分子=xf′(x)-f(x)的正负性,对f(x)

在[0,x]上用拉格朗日中值定理得:

f(x)-f(0)
x =f′(c)  (0<c<x)

故f(x)=xf′(c)<xf′(x)⇒分子=xf′(x)-f(x)>0⇒g(x)单调增.
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