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前  言

北京市华罗庚学校是由中国科学院华罗庚实验室、中国

科技大学和中国人民大学附中联合创办的,是中国人民大学

附中超常教育体系的重要组成部分。其办学目标是为国家大

面积早期发现与培养现代杰出科技人才开辟一条切实可行的

途径,为我国教育事业面向现代化、面向世界、面向未来的

战略方针探索一项行之有效的举措。在这里,一大批高级教

师、大学教授和研究员精心执教,一批批数理超常儿童茁壮

成长。华校全体师生缅怀我国著名数学家华罗庚教授,崇尚

他为国为民鞠躬尽瘁的高贵品质,决心沿着他的路继续走下

去,在教育改革的时代大潮中争做弄潮儿,为实现中华民族

重振雄风的宏图大业甘当马前卒。
超常教育与早期教育,为当今各国教育家、心理学家所

重视。超常教育研究得到了各国政府以及有远见卓识的社会

各界人士的支持和赞助。他们认为,早期教育一旦在世界范

围内推广成功,给世界带来的巨大影响,远比世界上任何一

次科技革命和产业革命更深刻、更广泛。在前苏联,国家开

办有各类天才学校,用于培养科技文体方面的超常儿童。在

美国,控制论的创立者、“神童”维纳就是家庭和学校共同

精心培育成功的典型。
近年来,我国众多有识之士在改革开放、建设有中国特

色社会主义的宏图大业感召下,投身超常教育事业,辛勤耕
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耘,刻苦研究,已经取得可喜的成果。超常教育是人类教育

史上的一大进步。然而,不言而喻,超常教育又是一个异常

复杂的新的教育课题。不论是历史上还是现实生活中,少年

出众,而成年寻常的人比比皆是。究其原因,往往在于成长

环境不佳,而主要则是未能在超常教育理论指导下施以特殊

教育的结果。因此,我们必须更新教育观念,采取新的教育

理论和方法,把大批聪慧儿童培养成为高科技时代的栋梁之

材。创办华罗庚学校的主旨,就在于探索一条使那些天资优

异的孩子们既不脱离群体以免身心畸形发展,又使他们的才

华得以充分开发的可行之路。
七百多年前,英国思想家、现代实验科学的先驱罗吉

尔·培根曾说:“数学是科学的大门和钥匙。”时至今日,人

们更加清楚地看到了数学在现代教育中占据着永恒的地位。
当今世界,自然科学、社会科学和数学已发展成为三足鼎立

之势,而数学更是各门科学发展的基础;科学和技术的迅

猛、巨大的进步,主要就是得益于数学的现代发展,特别是

数学在物理学、生物学以及社会科学中的纵深渗透。因此,
华校在以数学为带头学科的施教前提下,同时又鼓励学生们

在自己感兴趣的其他课程,如物理、化学、生物、外语、计

算机等学科中开拓进取,施展才华。这样,近而言之,希望

他们在运用中体验数学的思维模式和神奇魔力;远而图之,
则是为他们日后发展的多价值取向打下全面的科学文化素质

的坚实基础。
华校采取科学的教学方法,进行开放式教学,努力开发

学生的潜在能力,对学生实行超前教育。除由人大附中选派

经验丰富的优秀教师任教外,还聘请中国科学院、中国科技
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大学、北京大学、清华大学、中国人民大学以及北京师范大

学等高校专家、教授来校办讲座。用最新的科技知识丰富学

生的头脑,开阔他们的视野。
华校小学部属校外培训性质,从小学二年级选拔招生。

入学后每周学习一次,寒暑假进行集中培训。招生时间定于

每年10月份,招生范围以北京市为主,面向全国。届时小

学各年级同时进行考试。录取时每个年级的前50名编为A
班。几年来,华校小学部六年级 A班的学生几乎百分之百

被保送进入人大附中学习。初、高中部每个年级一个华校

班,又称实验班。每年暑期,华校高中部聘请高等学校中的

学科奥林匹克的高级教练来校讲授奥林匹克数学、物理、化

学等知识,进行较强的针对性学习与训练,培养学生的独立

思考、观察、分析和解决问题的能力,为他们参加区、市、
全国乃至世界级的学科竞赛准备条件。

实践证明,华罗庚学校对超常儿童的培养方略是可取的。
近十年来,华校为高一级学校输送了大量的学业优异的人才。
以第一、二、三届试验班为例,三届毕业生总数为136人。
其中,直接保送到国家第一流重点大学35人,占25.7%。参

加高考的101人中,考入清华大学42人,占30.8%;北京大

学41人,占30.1%;中国科技大学10人,占7%。总计考入

上述三校为93人,加保送35人,总计为128人。第四届实

验班又进一步:全班44人,保送9人,参加高考35人,高

考平均分数为610.83分,数学平均分数为137分;总分数超

过600分的有25人。不仅如此,还有数以千计的学生在区、
市、国家乃至世界级的数理学科的竞赛中获奖夺魁,位居北

京市重点中学之首。上述大量事实证明,一种新的教育理论
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和实践,使得一批又一批英才脱颖而出,足以显示华罗庚学

校的办学方向是正确的,教学是成功的。
更可喜的是:在探索办学的过程中,以华校为核心,造

就并团结了校内外一大批具有新思想、新观念、肯吃苦、敢

拼搏的优秀教师和教育专家。在这个来自平凡的教学科研岗

位的不平凡的群体中,有多年工作在教学第一线的中小学高

级教师,有近年来执著于数学、物理、化学、生物、计算机

等学科奥林匹克活动的高级教练员,有中国科学院和各高等

学校中教学科研上成绩卓著的专家教授。他们就像当年的华

罗庚那样,做为人师,做为长者,着眼于祖国的未来,甘愿

给下一代当人梯。狭义地说,他们是华校藉以成长、引以自

豪的中流砥柱;广而言之,他们是推动中小学教育事业改革

的一支特别劲旅;他们的教学经验和长期积累起来的教学资

料更是我国中小学生在国内外学科奥林匹克赛场上争雄夺魁

的无价 “法宝”。
今天,在对华校创办十余年的经验进行总结时,我们可

以说,在朝着自己的办学目标的不懈奋斗中,华校具有四大

办学特色:
第一,从娃娃抓起的早期智力开发;
第二,必名师启蒙的成功教育传统;
第三,在全面发展时力求业有专精;
第四,处强手如林中敢于应接挑战。
教材是教学质量的基本保证,也是教学的基础建设。高

质量的教材,是建立在高水平的学术研究成果和丰富的教学

经验的基础上的。因此,华罗庚学校开创了荟萃专家编书的

格局,愿将 《华罗庚学校奥林匹克系列丛书》奉献给广大教

·4·



师、中小学生及学生家长同享。目前已出版和即将出版的有

《华罗庚学校数学试题解析》 (小学部一册、中学部六册)、
《华罗庚学校数学课本》(小学部六册、中学部六册)《奥林

匹克中学数学讲座》、《奥林匹克小学数学讲座》、《华罗庚学

校计算机教材》、《华罗庚学校图解英语》、《华罗庚学校模范

作文》、《华罗庚学校物理试题解析》、 《华罗庚学校物理课

本》、《华罗庚学校化学课本》、《华罗庚学校化学解析》。这

套丛书的编选者都是华校的骨干教师,他们为了共同的目标

献出了自己多年的教学经验和最新的教学科研成果,因而使

得这套丛书具有实用、新颖、通俗、严谨的特点。这些特点

使全书别具一格,面目一新。我相信,它必将博得广大师生

与家长的喜爱。
俗云:“一花怒放诚可爱,万紫千红才是春。”华校在努

力办学、完善自身的同时,诚望对国内中小学教学水平的提

高微尽绵薄,诚望与其他兄弟学校取长补短、携手共进。
“合抱之木,生于毫末,九层之台,起于垒土。”遥望未来,
我们同呼志士之言:为中国在21世纪成为科技强国而献身。

作为本教材的主编,我谨以一个超常教育的积极参与者

与组织者的名义,向各位辛勤的编著者致以衷心的谢意;恳

请教育战线的前辈和同仁给予指导和推荐,也恳请广大师生

在使用过程中提出宝贵的意见。

刘彭芝
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第一讲 实数(一)
———有理数和无理数

  初中阶段进行了两次数集的扩展,即:

算术数集(非负有理数集)
引进负分数、负整数

扩展为
→有理数

集
引进无理数

扩展为
→实数集.

数集的每一次扩展都是由于旧的数集与解决具体问

题的矛盾而引起的.在有理数集中,无限多个正有理数不能

进行开偶次方运算,这个矛盾在引进无理数后得到了解决.
在实数集中,对于任意非负数都可以施加开方运算,但负

数的开偶次方运算尚未解决,因此实数集还需扩展….

一、有理数与无理数的判定方法

有理数与无理数总称为实数,因此我们必须掌握组成

实数集的这两类数的判定方法.
有理数是由整数(正整数、0、负整数)和分数(正分数、

负分数)组成的,我们把整数都看作分母是1的分数,那么

任意有理数均可表示成
q
p
(p、q为整数,p≠0)形式,反之,

能表示成
q
p
(p、q为整数,p≠0)形式的数,不是整数就是

分数,所以,它一定是有理数,由此得出有理数的一个判定

方法如下:

能表示成
q
p
(p、q为整数,p≠0)形式的数是有理数.
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在判定一个实数是有理数时,我们常常用到上述方法.

二、有理数与无理数的性质

1.有理数集对四则运算是封闭的(零不能作除数),而
两个无理数的和、差、积、商却不一定是无理数.

有理数与无理数之间的运算有以下的规律:
有理数±无理数=无理数;
非零有理数×无理数=无理数;
非零有理数

无理数 =无理数;

无理数
非零有理数=无理数.

2.有理数集与无理数集无公共元素,即有理数≠无理

数.
3.有理数集与无理数集都具有稠密性和有序性.
由有理数与无理数组成的实数集对四则运算是封闭

的,具有稠密性、连续性(即实数集和数轴上的所有点组成

的集合是一一对应的)和有序性(即可以比大小).
在实数集中,互为相反数的两数和为零,反之,两数和

为零,则这两数必互为相反数.

三、例题选讲

例1 求证1.213
·
06
·
是有理数.

证明:设x=1.213
·
06
· (1)

两边同乘以1000,得

1000x=1213.063
·
06
·
. (2)

(2)-(1),得

999x=1211.85,
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∴x=
121185
99900=

2693
2220.

∵x 是可以表示成
q
p
(p、q为整数,p≠0)形式的数,

∴x 是有理数.
补充说明:有理数是由整数、有限小数和无限循环小数所组成

的,其中整数和有限小数显然可以表达成分数形式,应用例1所介

绍的方法也可以将任意一个无限循环小数化为分数形式.
要证明一个数是有限小数或是无限循环小数,不是一件容易

办到的事.但是要证明一个数可以表达成
q
p

(p、q 是整数,p≠0)形

式,相对来说就容易多了.所以,当我们要判定一个数是有理数时,
经 常 采 取 的 方 法 就 是 证 明 该 数 可 以 表 达 成

q
p

(p、q是整数,p≠0)形式.

例2 求证 1
11……1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
(n-1)个

 22……2􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
n个

  5
是有理数.

分析 要证明所给数能表达成
q
p
(p、q为整数,p≠0)

形式的关键是证明形如11……1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
(n-1)个

  22……2􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
(n-1)个

 5的数是完

全平方数.
证明:11……1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁

(n-1)个

  22……2􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
n个

  5

=11……1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
(n-1)个

×10n+1+22……2􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
n个

 ×10+5

=
10n-1-1
9 ×10n+1+2×

10n-1
9 ×10+5
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=
1
9
(102n-10n+1+2×10n+1-20+45)

=
1
9
(102n+10×10n+25)

=
1
9
(10n+5)2

= 10
n+5
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

∴
1

11……1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
(n-1)个

 22……2􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
n个

  5

= 3
10n+5
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
3

10n+5
∵10n+5和3均为整数,

∴
1

11……1􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
(n-1)个

 22……2􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
n个

  5
可表示成

q
p
(p、q为整数,

p≠0)的形式,∴ 该数为有理数.
例3 若m 是整数,且m≠0,求证:

实数

3

2- 5+
3

2+ 5
m

是有理数.

分析 因为分母m 是整数且不为0,所以要证题中所

给数是有理数,只需证明
3

2- 5+
3

2+ 5是有理数即可.

证明:设x=
3

2- 5+
3

2+ 5,
两边同时立方,得

x3=2- 5+2+ 5+3
3

2- 5·
3

2+ 5(
3

2- 5+
3

2+ 5),

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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∴x3=4+3
3
4-5x,

即 x2=4-3x,

∴x3+3x-4=0,
因式分解,得
(x-1)(x2+x+4)=0. (1)

对于任意实数y,有y2+y+4=y+
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+
15
4>0

成

立,

∴x2+x+4≠0.
x-1=0, ∴x=1.
∵x=1是方程(1)的惟一实根,又由方程(1)的构造

过程可知:x=
3

2- 5+
3

2+ 5是其实根,

∴
3

2- 5+
3

2+ 5=1.

∴

3

2- 5+
3

2+ 5
m =

1
m.

由于已知m 是整数,且m≠0,

∴

3

2- 5+
3

2+ 5
m

是有理数.

补充说明:构造具有某种性质的数学模型,以达到解题和证明

的目的,是一种经常运用的数学思想.

例3 所应用的证明方法是同一法,要证
3

2- 5+
3

2+ 5是有理数,我们构造出一个以它为惟一实根的方

程,并通过解方程,求出这个方程的惟一实根,所得值恰为

有理数,从而得出
3

2- 5+
3

2+ 5为有理数的结论,同一

法不仅是平面几何证明中常用的方法,也是某些具有惟一

性的代数习题的常用证明方法之一.
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无限不循环小数称为无理数,要证明一个实数是无限

不循环小数是一件极难办到的事.我们知道有理数与无理

数虽然共同组成了实数集,但它们却是矛盾的两个对立面.
因此,要判定一个实数是无理数,我们常常采取反证法.

例4 求证 2是无理数.

证明:假设 2不是无理数,因为 2是实数,

∴ 2必为有理数.

设 2=
q
p
(p、q是互质的自然数),

两边平方,得

2=
q2

p2
,所以

q2=2p2, (1)

∴q一定是偶数.
设q=2m(m 是自然数),代入(1)得:4m2=2p2,

∴p2=2m2, ∴p 也是偶数.

p 与q均为偶数和p 与q互质矛盾.

∴ 2不是有理数, ∴ 2是无理数.

补充说明:只要m 是质数, m 就一定是无理数,这个结论的

证明并不困难,请读者自己写出它的证明,下面我们来证明更一般

的结论.

例5 若m 是自然数,且m 不是完全平方数,求证 m
是无理数.

证明:假设 m是有理数,则有以下两种可能性:

① m 是整数,设 m=k,k 为自然数,则m=k2,即

m 是完全平方数,这与已知 m 不是完全平方数矛盾,∴
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m不是整数.

② m是分数,设 m =
q
p
,其中p、q 是互质的自然

数,且p≥2.
设p、q的质因数分解式为:

p=pα1
1pα2

2……pαs
s , q=qβ1

1qβ2
2……qβt

t .
∵p 与q互质,

∴ 任意pi(i-1,2,...s)与任意qj(j=1,2,...t)均不

相同.

∵ m=
qβ1
1qβ2

2……pβt
t

pα1
1pα2

2……pαs
s
,

∴m=
q2β1
1q2β2

2 ……p2βt
t

p2α1
1 p2α2

2 ……p2αs
s

.

上式右端,分母≥4,且分子、分母无公因数可约,故右

端是个分数,而左端m 是整数,它们是不可能相等的.

∴ m也不是分数.

由①和②,m不是整数,也不是分数,

∴ m不是有理数,∴ m是无理数.
例6 设s是大于4的整数,存在两个实数u、v 满足

条件:u+v=uv=s,求证u、v都是无理数.
证明:∵u+v=s,所以

v=s-u (1)
把(1)代入uv=s中,得:

u2-su+s=0,配方,得

u2-su=
s2

4=
s2

4-s
,即

u-
s
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

=
s2-4s
4 . (2)
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∵s2-4s=s(s-4),由已知s>4,

∴s-4>0. ∴s(s-4)>0.

(2)式两边开平方,得u-
s
2=±

s2-4s
2 .

∴u=
s± s2-4s

2
,

∵s2-4s<s2-4s+4=(s-2)2,
又∵ (s2-4s)-(s-3)2=2s-9>0(∵s是大于4的

整数)

∴ (s-3)2<s2-4s<(s-2)2.
∵s是大于4的整数,∴s-3,s2-4s,s-2均为自然

数,且(s-3)2 与(s-2)2 是两个连续自然数的平方,∴ 在

(s-3)2 与(s-2)2 之间无完全平方数,∴s2-4s不是完全

平方数,∴ s2-4s是无理数,又∵s 是有理数,∴u=

s± s2-4s
2

必为无理数,∵v=s-u,u 是无理数,∴v也

必为无理数.
∴ 满足题设条件的u与v均为无理数.
例7 设a 与b是两个不相等的有理数,试判断实数

a+ 2
b+ 2

是有理数? 还是无理数(要说明理由)?

解:a+ 2
b+ 2

是有理数,设其为A,

即a+ 2
b+ 2

=A,去分母,得

a+ 2=Ab+A 2,

∴ (A-1)2=a-Ab. (1)
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∵ 当A=1时,(1)式化为a-b=0,∴a=b,与已知

a≠b矛盾,∴A≠1.
(1)式化为

2=
a-Ab
A-1.

∵a、b、A 和1均为有理数,A-1≠0,

∴ 上面等式的右边是有理数,而左边 2是无理数,

∴ 这个等式是不可能成立的.

∴
a+ 2
b+ 2

是无理数.

补充说明:例7是没有给出确定结论,需要解题的人自

己去探讨,去发现正确结论的一类习题,解这一类习题时,
可以从已知条件的分析中去猜想出结论,再证明你的猜想

的正确性,也可以给自己找到一个立足点(如上述求解开

始时,以a+ 2
b+ 2

为有理数做为立足点),以其为推理的基础.

在例7的推理过程中,我们应用了有理数集对四则运

算的封闭性,及有理数集与无理数集无公共元素的性质.
例8 已知a、b是两个任意有理数,且a<b.
①求证:a与b之间存在着无穷多个有理数(即有理数

集具有稠密性).
②是否存在无理数α,使得a<α<b成立?
分析 此题证明的关键是构造出符合条件的有理数

和无理数.

①证明:∵a<b, ∴2a<a+b<2b, ∴a<
a+b
2

<b.
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设a1=
a+b
2
,a1 显然是有理数(∵a、b是有理数)

∵a1<b, ∴ 同理可证a1<
a1+b
2 <b,

设a2=
a1+b
2
,a2 显然也是有理数.

依此类推,设an+1=
an+b
2
,n为任意自然数,则有a<

a1<a2<a3……<b,且an 为有理数.
∴ 在a和b之间存在无穷多个有理数.
②结论:对任意有理数a<b,存在无理数a,满足条件

a<α<b.

证明:∵a<b,2-1>0,

∴ (2-1)a<(2-1)b,

∴ 2a-a< 2b-b,移项得

2a<(2-1)b+a. (1)

又∵a<b, ∴a< 2b- 2b+b,

∴a< 2b-(2-1)b,移项得

(2-1)b+a< 2b. (2)
由(1)和(2),得

2a<(2-1)b+a< 2b,

∴a<
(2-1)b+a

2
<b.

取α=
(2-1)b+a

2
=
2b+ 2(a-b)

2
,则a<α<b.

∵a<b, ∴a-b≠0.
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