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　　阿贝尔（１８０２～１８２９），挪威数学家自１６世纪以来，

随着三次、四次方程陆续解出，人们把目光落在五次方程

的求根公式上，然而近３００年的探索一无所获，阿贝尔证

明了一般五次方程不存在求根公式，解决了这个世纪难

题．在挪威皇宫有一尊阿贝尔的雕像，这是一个大无畏的

青年的形象，他的脚下踩着两个怪物———分别代表五次方

程和椭圆函数

配方法、公式法、因式分解法是解一元二次方程的基本方法因式分解法体现
了“降次求解”的基本思想，公式法具有一般性善于根据方程的特征，灵活选用恰
当的解法，是解一元二次方程的关键，选择方法的一般顺序是：先特殊后一般即
先考虑因式分解法、配方后直接开平方，再考虑公式法
有些与一元二次方程相关的问题，常常不是去解这个方程，而是通过变形降

次、整体代入等技巧方法，促使问题的解决

例１　已知ｂ２－４ａｃ是一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）的一个实数根，则

ａｂ的取值范围是　　　　
（２００４年全国初中数学联赛题）

试一试　由题意得－ｂ＋ ｂ２－４槡 ａｃ
２ａ ＝ｂ２－４ａｃ或者－ｂ－ ｂ２－４槡 ａｃ

２ａ ＝ｂ２－４ａｃ．

因ｂ２－４ａｃ＝（ｂ２－４槡 ａｃ）２，故上述两个等式都可视作关于 ｂ２－４槡 ａｃ的一元二次方
程

我想试试（Ｉ’ｌｌＴｒｙ）
———英·罗赛蒂

那个说“我想试试”的小
孩

他将登上山巅

那个说“我不成”的小孩
在山下停步不前

“我想试试”每天办成很
多事

“我不成”就真一事
无成

因此你务必说“我想试
试”
将“我不成”弃于埃

尘．

一部代数史就是研

究方程、讨论方程根的历
史．
一元二次方程求根

公式

ｘ＝－ｂ± ｂ２－４槡 ａｃ
２ａ

形式

优美，内涵丰富：
公式展开了数学的

抽象性、一般性；
公式包含了义务教

育阶段所学过的全部６
种代数运算；
公式回答了解方程

时诸如怎样求实根、实根
的个数、何时有实根等基
本问题
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　　例２　已知α、β是方程２ｘ
２－３｜ｘ｜－２＝０的两个实数根，则 αβ

｜α｜＋｜β｜
的值是

（　　）

Ａ－１　　Ｂ１　　Ｃ－２
３　　Ｄ２

３
（２００４年太原市竞赛题）

试一试　分类讨论，脱去绝对值符号，或运用ｘ２＝｜ｘ｜２ 性质，解关于｜ｘ｜的一
元二次方程

例３　解下列关于ｘ的方程
（１）（ａ－１）ｘ２－２ａｘ＋ａ＝０；
（２）ｘ２－｜２ｘ－１｜－４＝０．

（重庆市竞赛题）
试一试　对于（１），因不知晓原方程的类型，故需分ａ－１＝０及ａ－１≠０两种

情况讨论；对于（２），通过讨论，脱去绝对值符号，把绝对值方程转化为一般的一元
二次方程来解

　　不解方程ａｘ２＋ｂｘ
＋ｃ＝０（ａ≠０），常见的
变形方法有：

①ａｘ２＋ｂｘ＝－ｃ；

②ａｘ２＝－ｂｘ－ｃ；

③ａｘ＋ｃ
ｘ ＝－ｂ．

其中①、②体现了
“降次”代换的思想，③
则是构造倒数关系作

等值代换．

　　例４　先请阅读材料：
为解方程（ｘ２－１）２－５（ｘ２－１）＋４＝０，我们可以将ｘ２－１视为一个整体，然后

设ｘ２－１＝ｙ，则（ｘ２－１）２＝ｙ２，原方程化为ｙ２－５ｙ＋４＝０，解得ｙ１＝１，ｙ２＝４

当ｙ＝１时，ｘ２－１＝１，得ｘ＝±槡２；当ｙ＝４时，ｘ２－１＝４，得ｘ＝±槡５．

故原方程的解为ｘ１＝槡２，ｘ２＝－槡２，ｘ３＝槡５，ｘ４＝－槡５．
在解方程的过程中，我们将ｘ２－１用ｙ替换，先解出关于ｙ的方程，达到了降

低方程次数的目的，这种方法叫作“换元法”，体现了转化的数学思想
请你根据以上的阅读，解下列方程：
（１）ｘ４－ｘ２－６＝０；

（２）（１
２ｘ－１）２－（１

２ｘ－１）－１＝０．

试一试　在阅读材料的基础上理解问题，解题的关键是把方程中有关联的部
分用一个新字母代替

例５　已知ａ＞２，ｂ＞２，试判断关于ｘ的方程ｘ２－（ａ＋ｂ）ｘ＋ａｂ＝０与ｘ２－
ａｂｘ＋（ａ＋ｂ）＝０有没有公共根，请说明理由

（２００４年河南省课改实验区中考题）
试一试　由于其中一个方程根的表达形式复杂，所以可设出两方程的公共根

ｍ，建立ａ的等式，通过消去ａ的二次项寻找解题突破口，这是解公共根问题的基
本策略

　　在解答数式、方程
等问题时，常面临涉及
到的数式结构过于复

杂、字母个数较多或次
数较高等情况，若把一
部分看成一个整体或

用一个新字母代替，则
能达到化繁为简的目

的，这种方法叫换元
法．

公共根问题是一

元二次方程常见问题，
解这类问题的基本方

法有：

①若方程便于求
出简单形式的根，利用
公共根相等求解；

②设出公共根，设
而不求，消去二次项．
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１请写出一个根为ｘ＝１，另一个根满足－１＜ｘ＜１的一元二次方程　　　　
（２００３年常州市中考题）

２关于ｘ的一元二次方程ｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的两根为ｘ１＝１，ｘ２＝２，则ｘ２＋ｂｘ＋ｃ分
解因式的结果为　　　　

（２００４年大连市实验区中考题）

３已知ｘ２－３ｘ－２＝０，那么代数式（ｘ－１）３－ｘ２＋１
ｘ－１

的值是　　　　

４下面是李刚同学在一次测验中解答的填空题，其中答对的是（　　）
Ａ若ｘ２＝４，则ｘ＝２
Ｂ方程ｘ（２ｘ－１）＝２ｘ－１的解为ｘ＝１
Ｃ若方程（ｍ－２）ｘ｜ｍ｜＋３ｍｘ－１＝０是关于ｘ的一元二次方程，则ｍ＝－２

Ｄ若分式ｘ
２－３ｘ＋２
ｘ－１
的值为零，则ｘ＝１，２

（２００４年山西省中考题）

５用换元法解方程：ｘ２－３ｘ＋ ８
ｘ２－３ｘ＋１＝５，如果设ｘ２－３ｘ＋１＝ｙ，那么原方程

可化为（　　）
Ａｙ２－６ｙ＋８＝０　　　Ｂｙ２－６ｙ－８＝０
Ｃｙ２＋６ｙ＋８＝０ Ｄｙ２＋６ｙ－８＝０

（２００４年桂林市中考题）

６当分式 １
－ｘ２＋３ｘ＋４

有意义时，ｘ的取值范围是（　　）

Ａｘ＜－１　　Ｂｘ＞４　　Ｃ－１＜ｘ＜４　　Ｄｘ≠－１且ｘ≠４
７解下列方程：

（１）（ｍ－１）ｘ２＋（２ｍ－１）ｘ＋ｍ－３＝０；
（２）ｘ２－｜ｘ｜－１＝０；
（３）（ｘ２－２ｘ）２＋（ｘ２－２ｘ）－２＝０；

（４）ｘ
２－２
ｘ ＋ ２ｘ

ｘ２－２＝３．

（２００４年天津市中考题）

８设方程２００２２ｘ２－２００３×２００１ｘ－１＝０的较大根是ｒ，方程２００１ｘ２－２００２ｘ＋
１＝０的较小根是ｓ，求ｒ－ｓ的值

（２００３年山东省“ＫＬＴ快灵通杯”竞赛题）

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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９已知α是方程ｘ２－２００４ｘ＋１＝０的一个根，求α２－２００３α＋２００４
α２＋１
的值

１０已知α、β是方程ｘ
２－ｘ－１＝０的两个根，那么α４＋３β的值为　　　

（２００３年天津市竞赛题）

１１已知ａ、ｂ都是负实数，且１ａ＋１
ｂ－ １

ａ－ｂ＝０，那么ｂ
ａ
的值是　　　　

１２已知ａ、ｂ是方程ｘ２－４ｘ＋ｍ＝０的两个根，ｂ、ｃ是方程ｘ２－８ｘ＋５ｍ＝０的两个
根，则ｍ＝　　　．

（２００４年山东省竞赛题）

１３方程（ｘ２＋ｘ－１）ｘ＋３＝１的所有整数解的个数是（　　）
Ａ２　　　　Ｂ３　　　　Ｃ４　　　　Ｄ５

１４设ｘ１、ｘ２ 是二次方程ｘ２＋ｘ－３＝０的两个根，那么ｘ１
３－４ｘ２

２＋１９的值等于
（　　）
Ａ－４　　　　Ｂ８　　　　Ｃ６　　　　Ｄ０

１５如果ｘ和ｙ是非零实数，使得｜ｘ｜＋ｙ＝３和｜ｘ｜ｙ＋ｘ３＝０，那么ｘ＋ｙ等于
（　　）

Ａ３　　 槡Ｂ １３　　Ｃ 槡１－ １３
２ 　　 槡Ｄ４－ １３

（２００４年“ＴＲＵＬＹ ○Ｒ信利杯”竞赛题）

１６是否存在某个实数ｍ，使得方程ｘ２＋ｍｘ＋２＝０和ｘ２＋２ｘ＋ｍ＝０有且只有一
个公共的根？如果存在，求出这个实数ｍ 及两方程的公共实根；如果不存在，
请说明理由

１７已知实数ａ、ｂ、ｃ、ｄ互不相等，且ａ＋１
ｂ＝ｂ＋１

ｃ＝ｃ＋１
ｄ＝ｄ＋１

ａ＝ｘ，试求ｘ的值

（２００３年全国初中数学联赛题）

（第１８题）

１８如图，有一块塑料矩形模料ＡＢＣＤ，长为１０ｃｍ，宽为

４ｃｍ，将你手中足够大的直角三角板ＰＨＦ的直角顶
点Ｐ落在ＡＤ 边上（不与Ａ、Ｄ重合），在ＡＤ上适当
移动三角板顶点Ｐ
（１）能否使你的三角板两直角边分别通过点Ｂ与点Ｃ？
若能，请你求出这时ＡＰ的长；若不能，请说明理由
（２）再次移动三角板位置，使三角板顶点Ｐ在ＡＤ 上移动，直角边ＰＨ 始终通
过点Ｂ，另一直角边ＰＦ与ＤＣ延长线交于点Ｑ，与ＢＣ交于点Ｅ，能否使ＣＥ＝
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２ｃｍ？若能，请你求出这时ＡＰ的长；若不能，请你说明理由
（２００４年重庆市北碚课改实验区中考题）

一元二次方程求根公式探源

一般形式的一元二次方程能不能用公式表示？很早以前，几大文明古国的数
学家都作了有益的探索
一元二次方程的求根公式是中国最早得出的三国时期的赵爽对古代著名的

《周髀算经》做注释时，曾写了一篇很有价值的“勾股圆方图”的注文，讨论了方程

ｘ２－２ｃｘ＋ｂ２＝０时，用到了求根公式，与现在的求根公式基本上是一致的
赵爽说：“其倍弦为广，袤合，令勾股见者自乘为其实，四实以减之，开其余，所

得为差，以差减合，半其余为广，减广于弦，即所求也”意思是：
已知一个长方形的宽（广）ｘ１ 与长（袤）ｘ２ 的和（合）是２ｃ（倍弦），面积（实）是

ｂ２，求ｘ１，ｘ２ 可以按如下步骤进行：

　　首先将２ｃ平方，即作一个边长为ｘ１＋ｘ２ 的大正方形如图，从
大正方形中去掉四个面积为ｂ２ 的矩形，差（２ｃ）２－４ｂ２ 就是图中小

正方形的面积：
〔即（ｘ１＋ｘ２）２－４ｘ１ｘ２＝（ｘ２－ｘ１）２〕，再开平方得出小正方形

的边长，也就是差ｘ２－ｘ１，有了差ｘ２－ｘ１，又已知和ｘ１＋ｘ２＝２ｃ，

ｘ１，ｘ２ 就不难求了：和减去差，然后除以２得到ｘ１，２ｃ－ｘ１ 就是ｘ２．

换句话说：方程组
ｘ１＋ｘ２＝２ｃ
ｘ１ｘ２＝ｂ

烅
烄

烆 ２
的解由公式ｘ１，２＝２ｃ± （２ｃ）２－４ｂ槡 ２

２
给出

上述方程组相当于一元二次方程：ｘ２－２ｃｘ＋ｂ２＝０．
古巴比伦对天文、历史很有研究巴比伦人曾提出了一个代数问题：求出一个

数，使它和它的倒数的和等于已知数，用现代的记号，就是求出这样的ｘ，使得

ｘ＋１
ｘ＝ｂ，从这个方程可以得出 ｘ２ －ｂｘ＋１＝０，他们求出 （ｂ

２
）２，再求得

（ｂ
２

）２－槡 １．然后写出解答：ｂ２＋ （ｂ
２

）２－槡 １和ｂ２－ （ｂ
２

）２－槡 １．不过当时巴比伦人

不知道负数，对负数根略而不提
埃及的纸草文书中曾涉及到最简单的二次方程ａｘ２＝ｂ，阿拉伯人用代数方法

解方程，然后用几何图形说明步骤的合理性，显示了代数与几何的统一中世纪中
亚细亚数学家阿尔·花拉子模写的《代数学》一书，在好几个世纪内被作为代数的
基础教科书，其中包括了解二次方程的基本方法，承认二次方程有两根，但他们对
于求根公式的应用远远落后于中国
赵爽的成果比印度数学家婆罗门芨多在公元７世纪提出的二次方程求根公式

早许多年在欧洲，过了一千多年才由法国数学家获得类似的结果
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　　维纳（１８９４～１９６４），美国数学家他从小是一个神童，

８岁读解析几何，１１岁读大学，１８岁在哈佛大学得到数理

逻辑博士学位１９４８年出版的《控制论》是维纳的划时代著

作，他在书中介绍了用电子元件或机械元件组成的控制系

统，使用统计方法研究信息的传递和加工维纳是把纯数

学和工程技术结合的典范，他认为“数学家不能无视客观世

界，必须运用数学而且承担解决应用问题的道义责任

方程是刻画现实问题的有效模型之一，一元二次方程是方程模型的重要代表，
许多问题可转化为解一元二次方程，研究一元二次方程根的性质而获解，一元二次
方程的应用现阶段主要有以下两个方面：

１求代数式的值；

２列二次方程解应用题
列二次方程解应用题也要经过设、列、解、答等四个步骤，解题的关键是认真审

题、分析数量关系，恰当设未知数，将实际问题中内在、本质的联系抽象为数学问
题，进而建立方程模型，解决问题

　　古希腊哲学家柏
拉图在他的《理想国》
中写道：“数学更高的
价值在于培养纯粹的

思维能力，启发人们向
往理念的端倪，便于将
灵魂从变化世界转向

真理的存在”

　　近年中考竞赛中
的二次方程应用题呈

现新的特点．从选材
上，命题情境来自生
活、生产实践，反映时
代气息；从呈现方式
上，文字叙述、图形、图
表、图象相结合；表现
为与几何、三角函数等
知识的多科应用，甚至
体现了与地理、生物、
物理、化学等跨学科的
综合应用．

例１　若ｘ２＋ｘｙ＋ｙ＝１４，ｙ２＋ｘｙ＋ｘ＝２８，则ｘ＋ｙ的值为　　　　
（“ＴＩ杯”全国初中数学竞赛题）

试一试　恰当处理两个等式，解关于ｘ＋ｙ的一元二次方程

例２　自然数ｎ满足（ｎ２－２ｎ－２）ｎ２＋４７＝（ｎ２－２ｎ－２）１６ｎ－１６，这样的ｎ的个数是
（　　）

Ａ１　　Ｂ２　　Ｃ３　　Ｄ４
（江苏省竞赛题）

试一试　运用幂的性质，将问题转化为解方程
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　　例３　阅读下列材料：
下图表示我国农村居民的小康生活水平实现程度

地处西部某贫困县，农村人口约５０万，２００２年农村小康生活的综合实现程度
才达到６８％，即没有达到小康程度的人口约为（１－６８％）×５０万＝１６万
解答下列问题：
（１）假设该县计划在２００２年的基础上，到２００４年底，使没有达到小康程度的

１６万农村人口降至１０２４万，那么平均每年降低的百分率是多少？
（２）如果该计划实现，２００４年底该县农村小康进程接近图中哪一年的水平（假

设该县人口２年内不变）
试一试　（１）问是一个平均降低率问题，图中告诉了若干数据，这些数据是为

（２）问作辅垫的，排除无用数字（条件）的干扰，找出等量关系，这是解本例的关键

增长率＝
增加数量
原来数量（基数）×１００％

基数×（１＋平均增
长率）ｎ＝ｎ次增长后的
到达数．
类似，降低率也有

上面的关系式．

　　例４　某商店经销一种销售成本为每千克４０元的水产品据市场分析，若按
每千克５０元销售，一个月能售出５００千克；销售单价每涨１元，月销售量就减少

１０千克针对这种水产品的销售情况，请解答以下问题：
（１）当销售单价定为每千克５５元时，计算月销售量和月销售利润；
（２）设销售单价为每千克ｘ元，月销售利润为ｙ元，求ｙ与ｘ 的函数关系式

（不必写出ｘ的取值范围）；
（３）商店想在月销售成本不超过１００００元的情况下，使得月销售利润达到

８０００元，销售单价应定为多少？
试一试　从销售利润＝销售量×（每件售价－每件进价）入手

　　所求方程的解与
实际问题是否相符，这
项检验工作十分重要，
必须把不符合题意的

方程的解舍去．

　　例５　如图，用同样规格黑白两色的正方形瓷砖铺设矩形地面，请观察下列图
形并解答有关问题：

（１）设铺设地面所用瓷砖的总块数为ｙ，请写出ｙ与ｎ（ｎ表示第ｎ个图形）的
函数关系式；

（２）按上述铺设方案，铺一块这样的矩形地面共用了５０６块瓷砖，求此时ｎ的
值；

（３）若黑瓷砖每块４元，白瓷砖每块３元，在问题（２）中，共需花多少元钱购买
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瓷砖？

（４）是否存在黑瓷砖与白瓷砖块数相等情形？请通过计算说明为什么？
（２００３年吉林省中考题）

试一试　瓷砖总块数分别为１２，２０，３０…，白瓷砖总块数分别为２，６，１２…发现
这两组数的特点并能用ｎ的代数式表示，这是解本例的关键

　　例６　一个三角形三边的长为６，８，１０，问是否存在同时平分这
个三角形周长和面积的直线？若存在，请找出共有几条？若不存在，
请说明理由
试一试　假设存在符合题意的直线ｌ，那么ｌ过△ＡＢＣ某个

顶点，或与△ＡＢＣ任意两边相交因此，分类讨论是解本例的切
入点而解题的关键是：通过定量分析回答是否存在这样的直
线ｌ，将线段的计算转化为解方程

　　本例以三角形为
背景，考查了勾股定
理、面积、解方程等丰
富知识，着重考查数形
结合、分类讨论的思
想，对思维的严谨性、
深刻性、发散性都提出
了较高的要求．

１小萍要在一幅长９０厘米、宽４０厘米的风景画的四周外围，镶
上一条宽度相同的金色纸边，制成一幅挂图（如图），使风景画
的面积是整个挂图面积的５４％设金色纸边的宽为ｘ厘米，
根据题意所列方程为（　　）
Ａ（９０＋ｘ）（４０＋ｘ）×５４％＝９０×４０　　Ｂ（９０＋２ｘ）（４０＋２ｘ）×５４％＝９０×４０
Ｃ（９０＋ｘ）（４０＋２ｘ）×５４％＝９０×４０ Ｄ（９０＋２ｘ）（４０＋ｘ）×５４％＝９０×４０

（２００４年太原市中考题）

２某商品经过两次降价，由每件１００元调至８１元，则平均每次降价的百分率是
（　　）



９　　　　

Ａ８．５％　　Ｂ９％　　Ｃ９．５％　　Ｄ１０％
（２００４年沈阳市中考题）

３一个跳水运动员从１０米高台上跳水，他每一时刻所在的高度（单位：米）与所用
时间（单位：秒）的关系式是ｈ＝－５（ｔ－２）（ｔ＋１），求运动员起跳到入水所用的
时间是（　　）秒
Ａ－５　　Ｂ１　　Ｃ－１　　Ｄ２

４把图折叠成正方体，如果相对应的值相等，则一组ｘ、ｙ
的值是　　　　

（２００４年广西玉林市课改实验区中考题）

５已知ｘ２＋ｘ－３＝０，则３－ｘ２－ｘ３

ｘ－１ ＝　　　　

（２００３年淄博市中考题）

６满足（ｎ２－ｎ－１）ｎ＋２＝１的整数ｎ有　　　　个
（２００２年全国初中数学联赛题）

７某商场今年２月份的营业额为４００万元，３月份的营业额比２月份增加１０％，５
月份的营业额达到６３３５万元，求３月份到５月份营业额的平均月增长率

（２００４年广东省中考题）

８某水果批发商场经销一种高档水果，如果每千克盈利１０元，每天可售出５００千
克经市场调查发现，在进货价不变的情况下，若每千克涨价１元，日销售量将
减少２０千克现该商场要保证每天盈利６０００元，同时又要使顾客得到实惠，
那么每千克应涨价多少元？

（２００４年海口市课改实验区中考题）

（第９题）

９如图，某农户打算建造一个花圃，种植两种不同的花卉供
应城镇市场，这时需要用长为２４米的篱笆，靠着一面墙
（墙的最大可用长度ａ是１０米），围成中间隔有一道篱笆
的长方形花圃．设花圃的宽ＡＢ为ｘｍ，面积为Ｓｍ２．
（１）求ｘ与Ｓ的函数关系式；
（２）若要围成面积为４５ｍ２ 的花圃，ＡＢ的长是多少米？
（３）花圃的面积能达到４８ｍ２ 吗？如果能，请求出此时ＡＢ的长；如果不能，请说
明理由

（第１０题）

１０如图，客轮沿折线Ａ—Ｂ—Ｃ从Ａ 出发经Ｂ 再到Ｃ匀速航行，
货轮从ＡＣ的中点Ｄ 出发沿某一方向匀速直线航行，将一批
物品送达客轮两船同时起航，并同时到达折线Ａ—Ｂ—Ｃ上
的某点Ｅ 处，已知ＡＢ＝ＢＣ＝２００海里，∠ＡＢＣ＝９０°，客轮速
度是货轮速度的２倍
（１）选择：两船相遇之处Ｅ点（　　）
Ａ在线段ＡＢ上　　Ｂ在线段ＢＣ上

Ｃ可以在线段ＡＢ上，也可以在线段ＢＣ上
（２）求货轮从出发到两船相遇共航行了多少海里？



１０　　　

１１若一个等腰梯形能被分为两个等腰三角形，则称其为黄金梯形黄金梯形四
边之比为　　　　

（２００３年武汉市选拔赛试题）

１２一个三角形的三边长分别为ａ，ａ，ｂ，另一个三角形的三边长分别为ａ，ｂ，ｂ，其

中ａ＞ｂ，若两个三角形的最小内角相等，则ａ
ｂ
的值等于（　　）

Ａ槡３＋１
２ 　　Ｂ槡５＋１

２ 　　Ｃ槡３＋２
２ 　　Ｄ槡５＋２

２
（２００４年全国初中数学联赛题）

１３为了保护环境，充分利用水资源，某市经过“调整水费听证会”讨论后决定：水
费由过去每立方米０８元调整为１１元，并提出“超额高费措施”，即：每户每
月定额用水不超过１２立方米，超过１２立方米的部分，另加收每立方米２元的
高额排污费
（１）某户居民响应节水号召，计划月平均用水量比过去少３立方米，这使得２６０
立方米的水比过去多用半年，问这户居民计划月平均用水量是多少立方米？
（２）如果该户居民响应节水号召后，在一年中实际有四个月的月平均用水量超
过计划月平均用水量的４０％，其余八个月按计划用水那么按照新交费法，该
户居民一年需要交水费多少元？

（２００４年桂林市中考题）

（第１４题）

１４某博物馆每周都吸引大量中外游客前来参观，如果
游客过多，对馆中的珍贵文物会产生不利影响，但同
时考虑到文物的修缮和保存费用问题，还要保证一
定的门票收入因此，博物馆采取了涨浮门票价格
的方法来控制参观人数 在该方法实施过程中发
现：每周参观人数与票价之间存在着如图所示的一
次函数关系在这样的情况下，如果确保每周４万
元的门票收入，那么每周应限定参观人数是多少？
门票价值应是多少元？

１５象棋比赛共有奇数个选手参加，每位选手都同其他选手比赛一盘，记分办法是
胜一盘得１分，和一盘各得０５分，负一盘得０分已知其中两名选手共得８
分，其他人的平均分为整数求参加此次比赛的选手共有多少人？

（天津市竞赛题）

１６九年级（８）班尚余班费ｍ（ｍ为小于４００的正整数）元，拟为每位同学买１本相
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册某批发兼零售文具店规定：购相册５０本起可按批发价出售，少于５０本则
按零售价出售，批发价比零售价每本便宜２元班长若为每位同学买１本相
册，刚好用完ｍ元；但若多买几本相册给任课教师，可按批发价结算，也恰好只
要ｍ元问该班有多少名同学？每本相册的零售价是多少元？

（第１８届江苏省竞赛题）

高次方程有求根公式吗

一元二次方程有求根公式，一般的一元三次方程、一元四次方程等高次方程是
否也有类似的求根公式呢？

数学家们也曾提出过类似的问题，在意大利的数学家们之间还发生了一连串
有趣的故事

１５３５年，意大利数学家塔尔塔利亚与另一位数学家举行了一场数学比赛，双
方各出３０个三次方程的问题，限３０日交卷，约定谁解出的题目多谁就获胜，结果
塔尔塔利亚取得了胜利这次胜利促使塔尔塔利亚进一步潜心研究一般三次方程
的解法１５４１年，他终于完全解决了三次方程的求解问题
意大利米兰城有个学者卡尔达诺听说塔尔塔利亚会三次方程的解法，就多次

向塔尔塔利亚恳求教给他，并保证严守秘密，不告诉别人当塔尔塔利亚把这个方
法告诉了他之后，卡尔达诺却将其公开发表因此现在还习惯称三次方程的求解
公式为卡尔达诺公式当然，塔尔塔利亚大为光火，两人为此曾展开公开论战
一元三次方程一经解出，一元四次方程的解法很快就被卡尔达诺的学生费拉

里获得
此后两百多年的时间里，推求四次以上高次方程的解法的人不可胜数，但都没

有结果久而久之，人们怀疑这个问题难以解决挪威数学家阿贝尔证明了一般
的五次及五次以上的方程都不可能有公式解法而代数方程可解性问题的完满解
决应归功于法国数学奇才伽罗瓦，他的成果被后人称之为伽罗瓦理论
伽罗瓦从置换进一步引进一个叫做“群”的概念，不仅得到阿贝尔的结果，而且

能把高次方程解的具体情况彻底搞清晰，后来的科学发展表明，群的意义远远超出
了解代数方程和革新代数学的范围，使得２０年后的数学及１００年后的物理学发生
了天翻地覆的变化．
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　　Ａ·赛尔伯格，美籍数学家，１９１７年６月生于挪威３３
岁时获得菲尔兹奖，３４岁时已是著名的普林斯顿高等研究

所的教授，鉴于其在数论等领域的杰出贡献，１９８６年，赛尔

伯格被授予沃尔夫数学奖在当代数学史上留下了许多以

他的名字命名的数学名词，如赛尔伯格不等式、赛尔伯格渐

近公式、赛尔伯格筛法等

把一个式子或一个式子的部分改写成完全平方式或者几个完全平方式的和的

形式，这种解题方法叫配方法
配方法的作用在于揭示式子的非负性，是挖掘隐含条件的有力工具；配方法的

实质在于改变式子的原有结构，是变形求解的一种手段
运用配方法解题的关键在于“配凑”，“拆”与“添”是配方中常用的技巧熟悉

以下基本等式：

１ａ２±２ａｂ＋ｂ２＝（ａ±ｂ）２；

２．ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋２ａｂ＋２ｂｃ＋２ａｃ＝（ａ＋ｂ＋ｃ）２；

３．ａ２＋ｂ２＋ｃ２±ａｂ±ｂｃ±ｃａ＝１
２

［（ａ±ｂ）２＋（ｂ±ｃ）２＋（ｃ±ａ）２］；

４．ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝ａ（ｘ＋ｂ
２ａ

）２＋４ａｃ－ｂ２

４ａ ．

例１　已知实数ａ、ｂ、ｘ、ｙ满足ａｘ＋ｂｙ＝３，ａｙ－ｂｘ＝５，则（ａ２＋ｂ２）·（ｘ２＋ｙ２）
的值为　　　　

（２００４年河北省竞赛题）
试一试　把待求式用已知式表示，关键是展开后添项配方

例２　已知ｍ２＋ｎ２＋ｍｎ＋ｍ－ｎ＋１＝０，则１
ｍ＋１

ｎ
的值等于（　　）

数学与所有学科

有着千丝万缕的联系，
一个人可能并不专门

从事数学研究，但一个
人的数学素质如何，对
他的方方面面有着极

大的影响，如逻辑思维
能力、科学思维能力甚
至人生态度等等

———田刚

　　利用配方法解题
须注意：

（１）具有较强的配
方意识．即由已知条件
的平方特征或隐含的

平 方 关 系 （如 ｍ ＝
（槡ｍ）２）能联想起配方
法；

（２）兼有整体把握
已知条件的能力．即善
于把某项拆开又重新

与其他项组合，得到完
全平方式．
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Ａ－１　　Ｂ０　　Ｃ１　　Ｄ２
（２００４年天津市竞赛题）

试一试　已知等式具有ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ａｂ＋ａｃ－ｂｃ＝０的特点，自然想到配方

　　例３　若ｘ、ｙ是实数，且ｍ＝ｘ２－４ｘｙ＋６ｙ２－４ｘ－４ｙ，确定ｍ的最小值
（２００３年北京市竞赛题）

试一试　选择ｘ为主元，将条件等式重新整理成关于ｘ的二次三项式，从配
方的角度求ｍ的最小值

例４　怎样的整数ａ、ｂ、ｃ满足不等式：ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋３＜ａｂ＋３ｂ＋２ｃ．
（匈牙利奥林匹克竞赛题）

试一试　一个不等式涉及三个未知量，不妨从配方入手，由不等关系导出相等

关系（若 ａ２≥０
ａ２≤０｛ ，
则ａ２＝０）．

例５　一幢３３层的大楼有一部电梯停在第一层，它一次最多能容纳３２人，而
且只能在第２层至第３３层中的某一层停一次，对于每个人来说，他往下走一层楼
梯感到１分不满意，往上走一层楼梯感到３分不满意现在有３２个人在第一层，
并且他们分别住在第２至第３３层的每一层问：电梯停在哪一层，可以使得这３２
个人不满意的总分达到最小？最小值是多少？（有些人可以不乘电梯而直接从楼
梯上楼）

（全国初中数学联赛试题）
试一试　通过引元，把不满意的总分用相关的字母的代数式表示，解题的关键

是对这个代数式进行恰当的配方，进而求出代数式的最小值

　　含有两个字母的
二次三项式，一般选择
一个字母为主元，分两
步配方求解．
例３还可以用一

元二次方程的判别式

结合配方法求解读
者不妨一试．

配方法既是代数

变形求解的重要手段，
又是研究相等关系、讨
论不等关系的有力工

具，在代数式的化简、
求值、解方程、求最值
等方面有广泛的应用．



１４　　　

１已知实数ｘ、ｙ、ｚ满足ｘ＋ｙ＝５及ｚ２＝ｘｙ＋ｙ－９，则ｘ＋２ｙ＋３ｚ＝　　　　
（“祖冲之杯”邀请赛题）

２已知ａ－ｂ＝ 槡２＋ ３，ｂ－ｃ＝ 槡２－ ３，则ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ｂｃ－ａｃ＝　　　　

３已知ｘ、ｙ、ｚ为实数，且满足
ｘ＋２ｙ－ｚ＝６
ｘ－ｙ＋２ｚ＝３｛ ，

则ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ 的最小值为　　　．

４若ａ、ｂ为有理数，且２ａ２－２ａｂ＋ｂ２＋４ａ＋４＝０，则ａ２ｂ＋ａｂ２＝（　　）
Ａ－８　　Ｂ－１６　　Ｃ８　　Ｄ１６

（第１５届“希望杯”邀请赛试题）

５设ａ＞ｂ＞０，ａ２＋ｂ２＝３ａｂ，则ａ＋ｂ
ａ－ｂ
的值为（　　）

槡Ａ ２　　 槡Ｂ ３　　Ｃ２　　 槡Ｄ ５
６设ａ＝２００１ｘ＋２００２，ｂ＝２００１ｘ＋２００３，ｃ＝２００１ｘ＋２００４，则多项式ａ２＋ｂ２＋ｃ２－

ａｂ－ｂｃ－ａｃ的值为（　　）
Ａ０　　Ｂ１　　Ｃ２　　Ｄ３

７△ＡＢＣ中，三边ＢＣ＝ａ，ＡＣ＝ｂ，ＡＢ＝ｃ，且满足ａ４＋ｂ４＋１
２ｃ

４＝ａ２ｃ２＋ｂ２ｃ２，试判

定△ＡＢＣ的形状
（２００４年北京市竞赛题）

８已知正整数ａ、ｂ、ｃ满足不等式ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋４２＜ａｂ＋９ｂ＋８ｃ，求ａ、ｂ、ｃ的值
（江苏省竞赛题）

９已知有理数ｘ、ｙ、ｚ满足槡ｘ＋ ｙ－槡 １＋ ｚ－槡 ２＝１
２

（ｘ＋ｙ＋ｚ），求（ｘ－ｙｚ）３ 的值．

１０实数ａ、ｂ、ｃ满足ａ２＋６ｂ＝－１７，ｂ２＋８ｃ＝－２３，ｃ２＋２ａ＝１４，则ａ＋ｂ＋ｃ＝　　．
（２００３年上海市理科实验班招生试题）

１１实数ｘ、ｙ满足ｘ≥ｙ≥１和２ｘ２－ｘｙ－５ｘ＋ｙ＋４＝０，则ｘ＋ｙ＝　　　　
１２已知实数ａ、ｂ满足ａ３＋ｂ３＋３ａｂ＝１，则ａ＋ｂ＝　　　　．

（２００４年全国初中数学联赛题）

１３整数ｘ、ｙ满足不等式ｘ２＋ｙ２＋１≤２ｘ＋２ｙ，则ｘ＋ｙ的值有（　　）
Ａ１个　　Ｂ２个　　Ｃ３个　　Ｄ４个

１４已知ａ、ｂ是实数，ｘ＝ａ２＋ｂ２＋２０，ｙ＝４（２ｂ－ａ），则ｘ、ｙ的大小关系是（　　）



１５　　　

Ａｘ≤ｙ　　Ｂｘ≥ｙ　　Ｃｘ＜ｙ　　Ｄｘ＞ｙ
（２００３年太原市竞赛题）

１５已知ｘ、ｙ、ｚ都是实数，且ｘ２＋ｙ２＋ｚ２＝１，则ｍ＝ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ（　　）
Ａ只有最大值　　　　　　　Ｂ只有最小值

Ｃ既有最大值又有最小值 Ｄ既无最大值又无最小值
（第１８届江苏省竞赛题）

１６若ａ是整数，且ａ２＋２００４ａ是一个正整数的平方，求ａ的最大值
（２００４年北京市竞赛题）

１７设ａ、ｂ、ｃ为互不相等的非零实数，求证：三个方程ａｘ２＋２ｂｘ＋ｃ＝０，ｂｘ２＋２ｃｘ
＋ａ＝０，ｃｘ２＋２ａｘ＋ｂ＝０不可能都有两个相等的实数根

１８已知ａ、ｂ、ｃ均为实数，且ａ＋ｂ＝４，２ｃ２－ａｂ＝ 槡４ ３ｃ－１０，求ａｂ的值

１９求实数ｘ、ｙ的值，使得（ｙ－１）２＋（ｘ＋ｙ－３）２＋（２ｘ＋ｙ－６）２ 达到最小值
２０某种产品质量分为１０个档次，生产最低档次产品，每件获利润８元，每提高一
个档次，每件产品利润增加２元用同样工时，最低档次产品每天可生产６０
件，提高一个档次将减少３件如果获利润最大的产品是第Ｋ 档次（最低档次
为第一档次，档次依次随质量增加），求Ｋ 的值

（２００３年山东省竞赛题）

卡普列加数

观察下列等式：

３０＋２５＝５５，５５２＝３０２５
你觉得上面的结果奇妙吗？这类数有怎样的特点呢？

人们把具有这种特征的数叫做卡普列加数，即：对ｎ位自然数Ｎ，将Ｎ２ 切分

为两半，右边ｎ位为一个数，左边其余各位为另一个数，如果这两个数之和恰好等
于Ｎ，那么称Ｎ 和Ｎ２ 为一对卡普列加数，其中Ｎ 为卡普列加底数，Ｎ２ 为卡普列

加平方数
相传，关于这类数还有一个故事：数学家卡普列加坐在行驶在从莫斯科到海参

崴的西伯利亚铁路上，因暴雨使得前方发生塌方，为排除险情列车被迫停车，长时
间的等待和闷热的天气驱使他走下列车，在百无聊赖的漫步中，他忽然看见一块铁
路里程牌，木制的牌子被暴风雨劈裂，上面的里程数“３０２５”恰好被分开作为数学
家的卡普列加发现这个数的与众不同，一路潜心研究，收获丰厚

想一想：
试求出这样的四

位数，它的前两位数字
与后两位数字分别组

成的二位数之和的平

方，恰好等于这个四位
数．

（２００３年全国初中
数学联赛题）



１６　　　

　　“数学之美体现在它的实用性上”诺贝尔经济学奖

得主、天才数学家、博弈论创始人纳什如是说纳什的数

学天分在１４岁开始展现，他在普林斯顿大学读博士时刚

刚２０多岁，他的一篇关于非合作博弈的博士论文和其他

相关文章，确立了他博弈论大师的地位 在２０世纪５０
年代末，他已是闻名于世的科学家

运用配方法解一元二次方程过程中得到

ｘ＋ｂ
２（ ）ａ

２

＝ｂ
２－４ａｃ
４ａ２ 　　（１）

显然，只有当ｂ２－４ａｃ≥０时，才能直接开平方得：ｘ＋ｂ
２ａ＝± ｂ２－４ａｃ

４ａ槡 ２ ．

也就是说，一元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０（ａ≠０）只有当系数ａ、ｂ、ｃ满足条件

Δ＝ｂ２－４ａｃ≥０时才有实数根这里的ｂ２－４ａｃ叫做一元二次方程根的判别式
观察（１）式我们不难发现一元二次方程的根有三种情况：
当Δ＝ｂ２－４ａｃ＞０时，方程有两个不相等的实数根；
当Δ＝ｂ２－４ａｃ＝０时，方程有两个相等的实数根；
当Δ＝ｂ２－４ａｃ＜０时，方程没有实数根
根的判别式在以下方面有着广泛的应用：
（１）运用判别式，判定方程实根的个数；
（２）利用判别式，建立等式、不等式，求方程中参数值或取值范围；
（３）通过判别式，证明与方程相关的代数问题；
（４）借助判别式，运用一元二次方程必定有解的代数模型，解几何存在性问题、

最值问题

在解一元二次方

程相关问题时，最好能
知道根的特性：如是否
有实数根，有几个实数
根，根的符号特点等．
我们形象地说，判别式
是一元二次方程根的

“检测器”．

利用判别式解题

需注意的是：
（１）解含参数的二

次方程，须注意到二次
项系数不为０的隐含
制约；

（２）讨论多个二次
方程的根的问题时，常
用到整体方法，消元降
次等思想方法．

例１　若关于ｘ的方程ｘ２＋２槡ｋｘ－１＝０有两个不相等的实数根，则ｋ的取值
范围是　　　　

试一试　运用判别式建立关于ｋ的不等式组，注意槡ｋ的隐含制约



１７　　　

例２　已知△ＡＢＣ的三边长为ａ、ｂ、ｃ，且满足方程ａ２ｘ２－（ｃ２－ａ２－ｂ２）ｘ＋
ｂ２＝０，则方程根的情况是（　　）

Ａ有两个相等实根　　Ｂ有两个相异实根

Ｃ无实根 Ｄ不能确定
（２００３年河北省竞赛题）

试一试　解题的关键是对判别式进行变形，结合三角形三边关系判断其值的
正负性

例３　已知关于ｘ的方程ｘ２－（ｋ＋２）ｘ＋２ｋ＝０
（１）求证：无论ｋ取任何实数值，方程总有实数根；
（２）若等腰三角形ＡＢＣ的一边长ａ＝１，另两边长ｂ、ｃ恰好是这个方程的两个

根，求△ＡＢＣ的周长
试一试　对于（１），只需证明Δ≥０；对于（２），由于未指明腰与底，须分ｂ＝ｃ或

ｂ、ｃ中有一个与ａ相等两种情况讨论，利用判别式、根的定义求出ｂ、ｃ的值

例４　（１）关于ｘ的方程ｘ３－ａｘ２－２ａｘ＋ａ２－１＝０只有一个实数根，求ａ的
取值范围

（２００４年四川省竞赛题）
（２）设方程｜ｘ２＋ａｘ｜＝４只有３个不相等的实数根，求ａ的值和相应的３个

根．
（重庆市竞赛题）

试一试　对于（１），通过分解降次，将高次方程转化为一元二次方程根的情形
讨论；对于（２），去掉绝对值符号，原方程可化为两个一元二次方程，原方程只有３
个不相等的实数根，则其中一个判别式大于零，另一个判别式等于零

利用根的判别式

讨论方程根的个数为

人们所熟悉，而探讨高
次方程或组合多个判

别式讨论方程多个根

（三个以上）是近年中
考竞赛中的创新题型
解这类讨论，常用到分
解、换元、分类讨论等

方法．
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