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　　牛顿（１６４２～１７２７），英国数学家、物理学家、天文学

家．牛顿对数学的最大贡献是创立了流数术（微积分），建

立了二项式定理及“广义的算术”（代数学）．他的名作《自

然哲学数学原理》用数学知识解释了哥白尼学说和天体

运动的现象，阐明了运动三定理和万有引力定理，建立了

求方程近似根的法则．后人以其突出的贡献，把他与阿基

米德、高斯并称为历史上最伟大的数学家．

数有乘、除、乘方运算，代数式也有相应的运算．
整式的乘除法的各个运算之间存在着内在的联系，是可以相互转化的．多项式

与多项式相乘可以通过转化变成单项式与多项式相乘，再通过转化变成单项式相
乘，最后化为同底数幂的乘法进行运算；类似的，多项式除以多项式最后可化为同
底数幂的除法进行运算．因此，幂的运算是整式乘除的基础．
幂的运算性质包括：

１ａｍ·ａｎ＝ａｍ＋ｎ；

２（ａｍ）ｎ＝ａｍｎ；

３（ａｂ）ｎ＝ａｎｂｎ；

４ａｍ÷ａｎ＝ａｍ－ｎ（ａ≠０）；

５ａ０＝１（ａ≠０），ａ－ｐ＝１
ａｐ（ａ≠０）．

其中，ｍ、ｎ、ｐ都为正整数．

例１　已知ｘ２＋ｘ＝１，那么ｘ４＋２ｘ３－ｘ２－２ｘ＋２００５＝　　．
（第９届“华杯赛”试题）

试一试　就目前无法求出ｘ的值，恰当地运用条件，把高次项用低次多项式
表示，如ｘ２＝１－ｘ，ｘ３＝ｘ·ｘ２＝ｘ（１－ｘ）＝ｘ－ｘ２＝ｘ－（１－ｘ）＝２ｘ－１等．

　　我想试试（Ｉ’ｌｌｔｒｙ）
———英·罗赛蒂
那个说“我想试

试”的小孩，他将登上
山巅，
那个说“我不成”

的小孩，在山下停步不
前

“我想试试”每天
办成很多事，“我不成”
就真一事无成
因此你务必说“我

想试试”，将“我不成”
弃于埃尘

学习幂的性质时

应注意：
（１）性质成立的条

件；
（２）性质中字母的

意义；
（３）性质的正向运

用、逆向运用、综合运
用．
想一想

（１）±１的乘方有
怎样的特点？

（２）由ａｂ＝１能得
到怎样的结论？

（３）ａｎ 的个位数字

变化呈现怎样的规律？
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　　例２　把２５５，３４４，５３３，６２２这４个数从小到大排列，正确的是（　　）．
Ａ２５５＜３４４＜５３３＜６２２　　　Ｂ２５５＜５３３＜６２２＜３４４

Ｃ２５５＜６２２＜５３３＜３４４ Ｄ２５５＜６２２＜３４４＜５３３

（２００４年广西竞赛题）
试一试　指数５５，４４，３３，２２的最大公约数为１１，把不同指数的幂化成同指数

的幂．

例３　设ａ、ｂ、ｃ、ｄ都是正整数，并且ａ５＝ｂ４，ｃ３＝ｄ２，ｃ－ａ＝１９，求ｄ－ｂ的值．
（江苏省竞赛题）

试一试　设ａ５＝ｂ４＝ｍ２０，ｃ３＝ｄ２＝ｎ６，这样ａ、ｂ可用ｍ 的式子表示，ｃ、ｄ可用

ｎ的式子表示，通过减少字母的个数降低问题的难度．

例４　如果整数ｘ，ｙ，ｚ满足（１５８
）ｘ·（１６

９
）ｙ·（２７

１０
）ｚ＝１６，求代数式２ｘ＋ｙ

ｚ－ｙ
的值．

试一试　由各分数的分子、分母可知，等式左边可以化成底数为２，３，５的幂的
积的形式，由ａｍ＝ａｎ 得ｍ＝ｎ，建立关于ｘ，ｙ，ｚ的方程组．

与幂相关的计算、
化简求值、比较大小，
既要用到幂的性质，又
要常用如下策略：

（１）把不同底数的
幂化成同底数的幂；

（２）把不同指数的
幂化为同指数的幂；

（３）把已知幂化成
特殊底数的幂；

（４）作差、放缩比
较幂的大小．

　　例５　设（３ｘ－１）５＝ａ５ｘ５＋ａ４ｘ４＋ａ３ｘ３＋ａ２ｘ２＋ａ１ｘ＋ａ０．
求：（１）ａ５－ａ４＋ａ３－ａ２＋ａ１－ａ０ 的值；

（２）｜ａ５｜＋｜ａ４｜＋｜ａ３｜＋｜ａ２｜＋｜ａ１｜的值．
试一试　通过展开式去求出每一项系数，这样做计算繁难．事实上，上列等式

在ｘ的允许值范围内取任意值代入计算，等式都成立．注意±１的幂的特征，用赋
值法求解．

１满足（ｘ－１）２００＞３３００的ｘ的最小正整数为　　　　．

　　在解数学题时，
将问题中的某些元素

用适当的数表示，再
进行运算、推理的解
题方法叫赋值法，用
赋值法解题有两种基

本类型：（１）常规数学
问题，恰当地对字母
取值，简化解题过程；
（２）非常规数学问题，
通过赋值，把问题“数
学化”
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２如果ｘ２＋ｘ－１＝０，那么ｘ３＋２ｘ２＋３＝　　　　
（第１４届“希望杯”邀请赛试题）

３探索规律：

３１＝３，个位数字是３；３２＝９，个位数字是９；３３＝２７，个位数字是７；３４＝８１，个位
数字是１；３５＝２４３，个位数字是３；３６＝７２９，个位数字是９；…
那么３７ 的个位数字是　　　　，３３０的个位数字是　　　　

（２００４年长沙市中考题）

（第４题）

４小明家住房的平面图如图所示，今拟在客厅和两间卧室铺木
地板，共需木地板　　　　ｍ２．

（２００４年广西竞赛题）

５生物学指出：在生态系统中，每输入一个营养级的能量，大约
只有１０％的能量能够流动到下一个营养级，在Ｈ１→Ｈ２→Ｈ３

→Ｈ４→Ｈ５→Ｈ６ 这条生物链中（Ｈｎ 表示第ｎ个营养级，ｎ＝１，

２，…，６），要使Ｈ６ 获得１０千焦的能量，需要Ｈ１ 提供的能量约为（　　）
Ａ１０４ 千焦　　Ｂ１０５ 千焦　　Ｃ１０６ 千焦　　Ｄ１０７ 千焦

（２００４年青岛市课改实验区中考题）

６已知ａ＝８１３１，ｂ＝２７４１，ｃ＝９６１，则ａ、ｂ、ｃ的大小关系是（　　）
Ａａ＞ｂ＞ｃ　　Ｂ．ａ＞ｃ＞ｂ　　Ｃ．ａ＜ｂ＜ｃ　　Ｄ．ｂ＞ｃ＞ａ

７已知２ａ＝３，２ｂ＝６，２ｃ＝１２，则ａ、ｂ、ｃ的关系是（　　）
Ａ２ｂ＜ａ＋ｃ　　Ｂ．２ｂ＝ａ＋ｃ　　Ｃ．２ｂ＞ａ＋ｃ　　Ｄ．ａ＋ｂ＞ｃ

（２００４年广西竞赛题）

８若ａ、ｂ是正数，且满足１２３４５＝（１１１＋ａ）·（１１１－ｂ），则ａ与ｂ之间的大小关系
是（　　）
Ａ．ａ＞ｂ　　Ｂ．ａ＝ｂ　　Ｃ．ａ＜ｂ　　Ｄ．不能确定

（全国初中数学竞赛题）

９阅读材料并解答问题：我们已经知道，完全平方公式可以用平面几何图形的面
积来表示，实际上还有一些代数恒等式也可以用这种形式表示，例如：
（２ａ＋ｂ）·（ａ＋ｂ）＝２ａ２＋３ａｂ＋ｂ２ 就可以用图１或图２等图形的面积表示

（第９题）
（１）请写出图３所表示的代数恒等式：　　　　　　　　　　；
（２）试画出一个几何图形，使它的面积能表示：（ａ＋ｂ）（ａ＋３ｂ）＝ａ２＋４ａｂ＋３ｂ２；
（３）请仿照上述方法另写一个含有ａ，ｂ的代数恒等式，并画出与之对应的几何
图形

（２００４年临汾市课改实验区中考题）

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



４　　　　

１０设ａ、ｂ、ｃ、ｄ都是非零自然数，且ａ５＝ｂ４，ｃ３＝ｄ２，ａ－ｃ＝１７，求ｄ－ｂ的值

１１已知｜２ｘ－ｙ｜＋（ａ－３ｂ）２＝０，那么２ａ
３ｘ２＋ａｂ２ｙ２＋３ｂ３ｘｙ

３ａ３ｘ２＋ａｂ２ｙ２＋２ｂ３ｘｙ
＝　　　　．

（第９届“华杯赛”试题）

１２若（２ｘ－１）５＝ａ５ｘ５＋ａ４ｘ４＋ａ３ｘ３＋ａ２ｘ２＋ａ１ｘ＋ａ０，则ａ２＋ａ４＝　　　　．
（２００３年北京市竞赛题）

１３１５１６与３３１３的大小关系是１５１６　　　３３１３（填“＞”、“＜”或“＝”）
（“希望杯”邀请赛试题）

１４已知２５ｘ＝２０００，８０ｙ＝２０００，则１
ｘ＋１

ｙ
等于（　　）

Ａ２　　Ｂ１　　Ｃ１
２　　Ｄ．３２

１５满足（ｎ２－ｎ－１）ｎ＋２＝１的整数ｎ有（　　）个
Ａ１　　Ｂ２　　Ｃ３　　Ｄ４

１６若３ｘ３－ｋｘ２＋４被３ｘ－１除后余３，则ｋ的值为（　　）
Ａ２　　Ｂ４　　Ｃ９　　Ｄ１０

（２００５年武汉市“ＣＡＳＩＯ杯”选拔赛试题）

１７是否存在整数ａ、ｂ、ｃ满足（９８
）ａ·（１０

９
）ｂ·（１６

１５
）ｃ＝２？若存在，求出ａ、ｂ、ｃ的

值；若不存在，说明理由
１８已知ｘ，ｙ，ｚ为整数，ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ＝０，ａ、ｂ、ｃ是不等于１的正数，且满足ａｘ＝

ｂｙ＝ｃｚ，求证：ａｂｃ＝１．

１９如果一张纸的厚度是０１ｍｍ，把这张纸折叠１次变成２张，再折叠１次变成４
张假如能折叠１００次，那么把折叠１００次后纸的总厚度与银河系的直径（１０
万光年）相比较，哪个更大？（一年以３６５天计）

２０不用计算器，求出２１００是多少位数字？

（２００４年广西竞赛题）

意想不到的结果

现实生活中的许多问题，其结论常出乎我们的意料，但当我们深入思考，通过



５　　　　

合情的推理和计算，我们会发现这些结论又在情理之中，现举出其中两例．
１．环绕赤道的绳圈
用一绳子沿着赤道捆上一圈，然后把绳子加长１５米，绳子围成一个大圆圈，绳

子和地面之间有多大的空隙？设想一下，对于长为４００００多千米的赤道来说，只是

加长了１５米，不会有多大的空隙．实际上，设赤道半径为Ｒ米，则空隙为２πＲ＋１５
２π

－Ｒ＝１５
２π≈２．３９（米），这是我们意想不到的．

２．报纸折成的云梯
被称作是“世界屋脊”的珠穆朗玛峰，海拔８８４８米，是世界上第一高峰．把一张

报纸连续对折２７次后，它的高度能超过珠穆朗玛峰吗？一张报纸厚约０．１毫米，
一张报纸连续对折到２７次，它的层数按如下规律增加：１，２，２２，２３，…２２７，２２７层有

多厚呢？运用计算器计算为１３４２１７７２８层，厚为１３４２１７７２８×０．１毫米≈１３４２２
米，这就是说把一张报纸连续对折２７次后，比珠穆朗玛峰要高得多，这大大出乎我
们的意料．
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　　高斯（１７７７～１８５５），德国数学家、天文学家和物理学

家，有“数学王子”之称．高斯的成就遍及数学的各个领域，

在数论、非欧几何、复变函数论、椭圆函数论等方面均有开

创性贡献．他十分注重数学的应用，并且在对天文学、大地

测量学和磁学的研究中也偏重于用数学方法进行研究．

多项式的形式是多种多样的，两个有一定关联的特殊多项式相乘，结果常常简
洁而优美．
乘法公式是多项式相乘得出的既有特殊性、又有实用性的具体结论，学习乘法

公式应注意：

１．理解公式，掌握公式的结构特征；

２．了解公式的变形与发展；

３．灵活运用公式，既能正用、又能逆用，而且还能适当变形或重新组合，综合运
用公式；

４．把握公式的几何意义，领悟数形结合的思想．

例１　（１）如果正整数ｘ，ｙ满足方程ｘ２－ｙ２＝６４，则这样的正整数对（ｘ，ｙ）的
个数是　　．

（２）１，２，３，…，９８共９８个自然数中，能够表示成两个整数的平方差的个数是

　　　　　．
（全国初中数学联赛题）

试一试　ａ２－ｂ２＝（ａ＋ｂ）（ａ－ｂ），ａ＋ｂ与ａ－ｂ的奇偶性相同，这个十分简单
的结论是解本例的基础．

我们知道高斯曾

巧妙地求出“１＋２＋
３＋…＋９９＋１００”的值，
他是怎样想到那种方

法？高斯利用算式排

列的对称性，居中向两
侧对称考虑，从而创造
了 传 世 佳 话．

整式的运算性质，
都是通过由特殊到一

般，经过抽象概括才发
现的，然后再运用到具
体的整式运算中去．
乘法公式的变形

和灵活运用可以使一

些特殊形式的乘法运

算变得较为简便．
想一想

你熟悉下面完全

平方公式的变形吗？

（１）ａ２＋ｂ２＝（ａ±
ｂ）２２ａｂ；

（２）ａｂ＝
（ａ＋ｂ）２－（ａ－ｂ）２

４

＝
（ａ＋ｂ）２－（ａ２＋ｂ２）

２

＝
（ａ２＋ｂ２）－（ａ－ｂ）２

２
；

（３）ａ２＋１
ａ２ ＝（ａ±

１
ａ

）２２．
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　　例２　已知ａ、ｂ满足等式ｘ＝ａ２＋ｂ２＋２０，ｙ＝４（２ｂ－ａ），则ｘ，ｙ的大小关系是
（　　）

Ａｘ≤ｙ　　Ｂｘ≥ｙ　　Ｃｘ＜ｙ　　Ｄｘ＞ｙ
（２００４年太原市竞赛题）

试一试　作差比较ｘ，ｙ的大小，解题的关键是逆用完全平方公式，揭示式子
的非负性．

例３　计算
（１）（２＋１）（２２＋１）（２４＋１）（２８＋１）（２１６＋１）＋１；

（２） ２００４２００３２＋１
２００４２００２２＋２００４２００４２．

（２００４年北京市竞赛题）
试一试　对于（１），通过对待求式恰当变形，使之符合平方差公式的结构特征；

对于（２），用字母表示数，将数值计算转化为式的计算．

例４　（１）已知ｘ２＋ｙ２＋ｚ２－２ｘ＋４ｙ－６ｚ＋１４＝０，求ｘ＋ｙ＋ｚ的值．
（２）２６＝５２＋１２，５３＝７２＋２２，２６×５３＝１３７８，１３７８＝３７２＋３２

任意挑选另外两个类似２６、５３的数，使它们能表示成两个平方数的和，把这两
个数相乘，乘积仍然是两个平方数的和吗？你能说出其中的道理吗？
试一试　对于（１），由平方和联想到完全平方公式及其逆用，利用配方求出ｘ，

ｙ，ｚ的值；对于（２），从试验入手，然后给出一般情形的证明．

完全平方公式逆

用可得到两个应用广

泛的结论：
（１）ａ２±２ａｂ＋ｂ２＝（ａ±
ｂ）２≥０；
（２）ａ２＋ｂ２≥２ａｂ．
（１）揭示式子的非负
性，可挖掘隐含条件，
（２）应用于解代数式的
最值问题．

有人称这样的数

为“不变心的数”．数学
中有许多美妙的数，通
过分析，可发现其中的
奥秘．
瑞士数学家欧拉

曾对例４（２）的性质作
了更进一步的推广．他
指出：可以表示为４个
平方数之和的甲、乙两
数相乘，其乘积仍然可
以表示为４个平方数
之和．即（ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋
ｄ２）（ｅ２＋ｆ２＋ｇ２＋ｈ２）
＝Ａ２＋Ｂ２＋Ｃ２＋Ｄ２．
这就是著名的欧拉恒

等式．

　　例５　三位男子Ａ、Ｂ、Ｃ带着他们的妻子ａ、ｂ、ｃ到超市购物，至于谁是谁的妻
子就不知道了，只能从下列条件来推测：他们６人，每人花在买商品的钱数（单位：
元）正好等于商品数量的平方．而且每位丈夫都比自己的妻子多花４８元钱，又知Ａ
比ｂ多买９件商品，Ｂ比ａ多买７件商品．试问：究竟谁是谁的妻子？

（第１届中学生数学智能通讯赛试题）
试一试　设一对夫妻，丈夫买了ｘ件商品，妻子买了ｙ件商品，于是有ｘ２－ｙ２

＝４８，解不定方程，求出ｘ，ｙ的值，再由其他条件确定三对夫妻的组合．

　　在数学课外活动
中，常常用到以下结
论，它们是基本乘法公
式的延伸与发展．

（１）（ａ＋ｂ＋ｃ）２＝
ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋２ａｂ＋２ｂｃ
＋２ａｃ；

（２）ａ２＋ｂ２＋ｃ２－

ａｂ－ｂｃ－ａｃ＝１
２

［（ａ－

ｂ）２＋（ａ－ｃ）２ ＋（ｂ－
ｃ）２］；

（３）（ａ＋ｂ）（ａ２－ａｂ
＋ｂ２）＝ａ３＋ｂ３；

（４）（ａ－ｂ）（ａ２＋ａｂ
＋ｂ２）＝ａ３－ｂ３．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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１当ｘ＝６，ｙ＝２，代数式［（ｘ＋ｙ）２－（ｘ－ｙ）（ｘ＋ｙ）］÷（２ｙ）的值为　　．
（２００４年贵阳市课改实验区中考题）

２已知（ｘ＋ｙ）２－２ｘ－２ｙ＋１＝０，则（ｘ＋ｙ）９９９＝　　．
（２００４年广西竞赛题）

３已知（２００４－ａ）·（２００２－ａ）＝２００３，那么（２００４－ａ）２＋（２００２－ａ）２＝　　．
４已知ａ、ｂ、ｘ、ｙ满足ａｘ＋ｂｙ＝３，ａｙ－ｂｘ＝５，则（ａ２＋ｂ２）（ｘ２＋ｙ２）的值为　　．

（２００４年河北省竞赛题）

５已知两个连续奇数的平方差为２０００，则这两个连续奇数可以是　　．
６如图，从边长为ａ的正方形内去掉一个边长
为ｂ的小正方形，然后将剩余部分剪拼成一个
长方形，上述操作所能验证的等式是（　　）．
Ａａ２－ｂ２＝（ａ＋ｂ）（ａ－ｂ）

Ｂ（ａ－ｂ）２＝ａ２－２ａｂ＋ｂ２

Ｃ（ａ＋ｂ）２＝ａ２＋２ａｂ＋ｂ２

Ｄａ２＋ａｂ＝ａ（ａ＋ｂ）
（２００４年扬州市中考题）

７已知ａ＝１
２０ｘ＋２０，ｂ＝１

２０ｘ＋１９，ｃ＝１
２０ｘ＋２１，则代数式ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ｂｃ－ａｃ

的值是（　　）．
Ａ４　　Ｂ３　　Ｃ２　　Ｄ１

（２００４年河南省课改实验区中考题）

８已知ｘ＋ｙ＝１，ｘ２＋ｙ２＝２，那么ｘ４＋ｙ４ 的值是（　　）．

Ａ４　　　Ｂ３　　　Ｃ７
２　　　Ｄ５

２
（２００４年“ＣＡＳＩＯ杯”河南省竞赛题）

９若ａ、ｂ为有理数，且２ａ２－２ａｂ＋ｂ２＋４ａ＋４＝０，则ａ２ｂ＋ａｂ２＝（　　）．
Ａ－８　　　Ｂ－１６　　　Ｃ８　　　Ｄ１６

（第１５届“希望杯”邀请赛试题）

１０如果一个正整数能表示为两个正整数的平方差，那么这个正整数称为“智慧
数”．根据你的理解，下列４个数中不是“智慧数”的是（　　）．
Ａ２００２　　　Ｂ２００３　　　Ｃ２００４　　　Ｄ２００５

（第１届中学生数学智能通讯赛试题）

１１计算：



９　　　　

（１）６（７＋１）（７２＋１）（７４＋１）（７８＋１）＋１；

（２） ２４６９０
１２３４６２－１２３４５×１２３４７

；

（３） ２００５２００４２

２００５２００３２＋２００５２００５２－２．

１２一个自然数减去４５后是一个完全平方数，这个自然数加上４４后仍是一个完
全平方数，试求这个自然数．

１３若Ｓ＝１２－２２＋３２－４２＋…＋９９２－１００２＋１０１２，则Ｓ被１０３除得的余数是　
　．

１４已知ａ－ｂ＝４，ａｂ＋ｃ２＋４＝０，则ａ＋ｂ＝　　．
１５已知ａ、ｂ、ｃ满足ａ＋ｂ＋ｃ＝０，ａ２＋ｂ２＋ｃ２＝０．１，则ａ４＋ｂ４＋ｃ４ 的值是　　．

（２００４年“宇振杯”上海市竞赛题）

１６如果ａ＋２ｂ＋３ｃ＝１２，且ａ２＋ｂ２＋ｃ２＝ａｂ＋ｂｃ＋ｃａ，则ａ＋ｂ２＋ｃ３ 的值是（　　）．
Ａ１２　　　Ｂ１４　　　Ｃ１６　　　Ｄ１８

（２００４年北京市竞赛题）

１７如果ｘ＋ｙ＝１，　ｘ２＋ｙ２＝３，　那么ｘ３＋ｙ３ 的值为（　　）．
Ａ２　　　Ｂ３　　　Ｃ４　　　Ｄ５

（２００５年武汉市“ＣＡＳＩＯ杯”选拔赛试题）

１８整数ｘ，ｙ满足不等式ｘ２＋ｙ２＋１≤２ｘ＋２ｙ，则ｘ＋ｙ的值有（　　）．
Ａ１个　　　Ｂ２个　　　Ｃ３个　　　Ｄ４个

（第１４届“希望杯”邀请赛试题）

１９已知ａ满足等式ａ２－ａ－１＝０，求代数式ａ８＋７ａ－４的值．
（２００３年河北省竞赛题）

２０有１０位乒乓球选手进行单循环赛（每两人间均赛一场），用ｘ１，ｙ１ 顺次表示第

一号选手胜与负的场数；用ｘ２，ｙ２ 顺次表示第二号选手胜与负的场数，…，用

ｘ１０，ｙ１０顺次表示第十号选手胜与负的场数．求证：ｘ１
２＋ｘ２

２＋…＋ｘ１０
２＝ｙ１

２＋

ｙ２
２＋…＋ｙ１０

２．
（天津市竞赛题）

２１同一价格的一种商品在三个商场都进行了两次价格调整．甲商场：第一次提价

的百分率为ａ，第二次提价的百分率为ｂ；乙商场：两次提价的百分率都是ａ＋ｂ
２

（ａ＞０，ｂ＞０）；丙商场：第一次提价的百分率为ｂ，第二次提价的百分率为ａ，则
哪个商场提价最多？说明理由．

（２００３年河北省竞赛题）



１０　　　

２２一个正整数若能表示成两个正整数的平方差，则称这个正整数为“智慧数”，例
如１６＝５２－３２，则１６就是一个“智慧数”，问：
（１）９８是不是“智慧数”？说明理由；
（２）从１至２０００这２０００个正整数中，共有多少个“智慧数”？

拼图游戏与代数恒等式

我们喜欢拼图游戏，如俄罗斯方块、七巧板等，它们不仅展现给我们丰富多彩
的图案，还教给我们许多数学知识．
几何图形的面积与代数恒等式之间存在着对应关系，据此，可以给一些熟知的

代数公式或代数恒等式作出合理的几何解释，此外，从一些几何图形中还能“读出”
与之对应的代数式．
如图１，是（ａ＋ｂ＋ｃ）２＝ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋２ａｂ＋２ｂｃ＋２ａｃ的几何解释；
如图２，是（ａ＋ｂ）（ｘ＋ｙ）＝ａｘ＋ｂｘ＋ａｙ＋ｂｙ的几何解释；
如图３，是（ａ＋ｂ）３＝ａ３＋ｂ３＋３ａ２ｂ＋３ａｂ２＋ｂ３ 的几何解释；
如图４，４×４的正方形网格中，正方形的个数为１２＋２２＋３２＋４２

准备一些正方形、长方形纸片，用所拼成的图形面积给出下列式子的几何解
释：

（１）１＋２＋３＋４＋…＋ｎ＝ｎ（ｎ＋１）
２

；

（２）（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）２＝？；
（３）（ａ＋ｂ＋ｃ）３＝？；
（４）１３＋２３＋３３＋…＋ｎ３．
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　　Ｃ．雅可比，生于１８０４年１２月１０日，凭着对数学的

极大兴趣和满腔热情，雅可比在年轻时就取得了令人瞩

目的成就．雅可比是把椭圆函数理论应用于数论的第一

人，并且用这种方法证明了费马的著名断言：每一个正整

数１，２，３…都是４个整数１，２，３…的平方和．此外，在代

数、动力学、牛顿—拉普拉斯—拉格朗日的引力理论中都

有许多伟大的贡献．

因式分解是整式乘法的逆向运用，它不仅体现了一种“化归”的思想，而且也是
学习后续内容（如分式的化简、解方程）等普遍使用的恒等变形的基础，为数学交流
提供有效途径．
提公因式、公式法是因式分解的基本方法．有公因式先提公因式、分解因式必

须进行到每一个多项式因式都不能再分解为止，这是因式分解的基本原则．
一些复杂的因式分解问题，常用到以下知识方法：

１若ｑ＝ａｂ且ｐ＝ａ＋ｂ，则形如ｘ２＋ｐｘ＋ｑ的多项式可分解为（ｘ＋ａ）（ｘ＋
ｂ）；

２当多项式项数较多（４项或４项以上）时，通过恰当分组分解；

３对结构较复杂的多项式，利用换元法分解．

例１　分解因式（２ｘ－３ｙ）３＋（３ｘ－２ｙ）３－１２５（ｘ－ｙ）３＝　　．
（第１４届“五羊杯”竞赛题）

试一试　从公式ａ３＋ｂ３＝（ａ＋ｂ）（ａ２－ａｂ＋ｂ２）入手，若能发现前两项与后一
项的联系，则能获得简解．

例２　要使二次三项式ｘ２－５ｘ＋ｐ在整数范围内能进行因式分解，那么整数

ｐ的取值可以有（　　）．
Ａ２个　　Ｂ４个　　Ｃ６个　　Ｄ无数多个

　　因式分解与因数
分解类似，它与整式乘
法的过程恰好相反，我
们可以用整式的乘法

得到因式分解的方法，
也可以用整式乘法来

检验因式分解的正确

性．

想一想

若二次三项式ｘ２

＋ｐｘ－５在整数范围
内能进行因式分解，则
整数ｐ的取值可以有
几个？你能说出它与

例２的本质区别吗？

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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（２００４年杭州市中考题）
试一试　原式在整数范围内能进行因式分解，ｐ与－５存在一定的关联．

　　例３　把下列各式分解因式
（１）（ｘ２＋５ｘ＋２）（ｘ２＋５ｘ＋３）－１２；
（２）（ｘ＋１）（ｘ＋２）（ｘ＋３）（ｘ＋６）＋ｘ２；
（３）（ｘ＋ｙ）（ｘ＋ｙ＋２ｘｙ）＋（ｘｙ＋１）（ｘｙ－１）．

（第１６届“希望杯”邀请赛试题）
试一试　对于（１），视ｘ２＋５ｘ为整体，或用一个新字母代替；（２）是形如ａｂｃｄ

＋ｅ型的多项式，恰当把四个因式两两分组相乘，使得分组相乘后所得的有相同的
部分；（３）式中ｘ＋ｙ、ｘｙ多次出现，引入两个新字母，突出式子特点．

例４　阅读理解
观察下列因式分解的过程：
（１）ｘ２－ｘｙ＋４ｘ－４ｙ
原式＝（ｘ２－ｘｙ）＋（４ｘ－４ｙ）＝ｘ（ｘ－ｙ）＋４（ｘ－ｙ）＝（ｘ－ｙ）（ｘ＋４）
（２）ａ２－ｂ２－ｃ２＋２ｂｃ
原式＝ａ２－（ｂ２＋ｃ２－２ｂｃ）＝ａ２－（ｂ－ｃ）２＝（ａ＋ｂ－ｃ）（ａ－ｂ＋ｃ）
第（１）题分组后能直接提公因式，第（２）题分组后能直接运用公式仿照上述

分解因式的方法，把下列各式分解因式：
（１）ａ２－ａｂ＋ａｃ－ｂｃ； （２００４年西宁市中考题）
（２）ｘ２－４ｙ２－ｚ２＋４ｙｚ． （２００４年临沂市课改实验区中考题）
试一试　通过分组，使每一组分解因式后，整体能再分解，恰当分组是关键，经

历“试验—失败—再试验—再失败—直至成功”的过程．

例５　把下列各式分解因式
（１）ｘ３＋６ｘ２＋１１ｘ＋６；
（２）ｘ４＋２ｘ３－９ｘ２－２ｘ＋８．

（２００４年“ＣＡＳＩＯ杯”河南省竞赛题）
试一试　直接用分解因式的基本方法无法解本例，解决本例的突破口是把多

项式中的某一项拆成两项或多项，使得便于分组进行分解因式．如（１）可按以下方
式进行：原式＝（ｘ３＋ｘ２）＋（５ｘ２＋５ｘ）＋（６ｘ＋６）；或原式＝（ｘ３＋２ｘ２）＋（４ｘ２＋
８ｘ）＋（３ｘ＋６）；或原式＝（ｘ３＋３ｘ２）＋（３ｘ２＋９ｘ）＋（２ｘ＋６）．

　　对结构较复杂的
多项式，若把其中某
些部 分 看 成 一 个 整

体，用新字母代替（即
换元），则能使复杂的
问题简单化、明朗化．
从 换 元 的 形 式

看，有常值代换、式的
代换；从引元的个数
看，有一元代换、二元
代换等．

　　分组是解较复杂
因式分解问题的基本

手段，体现了化整体
为局部、又统揽全局
的思想．恰当分组是
解题的关键，基本策
略是：

（１）按系数分组；
（２）按次数分组；
（３）按字母分组．

　　当直接分解因式
难以进行时，可适当
地拆项（把代数式中
的某项拆成两项的和

或差）或添项（把代数
式添 上 符 号 相 反 的

项），达到分组、提公
因式的目的拆项与
添项是一种技巧性较

强的工作，只有认真
观察多项式的结构特

征和数量关系，才能
正确地进行拆、添项，
促使问题的解决．
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１分解因式：ａ２ｂ－ｂ３＝　　　　　　．
（２００４年无锡市课改实验区中考题）

２分解因式：ａ３＋２ａ２＋ａ＝　　　　　　．
（２００４年桂林市中考题）

３分解因式：ｘ３＋３ｘ２－４ｘ－１２＝　　　　　　．
４分解因式：（ｘ２＋３ｘ）２－２（ｘ２＋３ｘ）－８＝　　　　　　．
５多项式ａｃ－ｂｃ＋ａ２－ｂ２ 分解因式的结果是（　　）．

Ａ（ａ－ｂ）（ａ＋ｂ＋ｃ）　　　Ｂ（ａ－ｂ）（ａ＋ｂ－ｃ）

Ｃ（ａ＋ｂ）（ａ＋ｂ－ｃ） Ｄ（ａ＋ｂ）（ａ－ｂ＋ｃ）
（２００４年北京市海淀区中考题）

６将多项式ｘ４＋２ｘ２－３分解因式的结果是（　　）．
Ａ（ｘ２＋３）（ｘ２－１） 　　Ｂ（ｘ２＋１）（ｘ２－３）

Ｃ（ｘ２＋３）（ｘ＋１）（ｘ－１） 　　Ｄ（ｘ２＋１）（ｘ＋３）（ｘ－３）

７把多项式ｘ２－ｙ２－２ｘ－４ｙ－３因式分解之后，正确的结果是（　　）．
Ａ（ｘ＋ｙ＋３）（ｘ－ｙ－１） 　　Ｂ（ｘ＋ｙ－１）（ｘ－ｙ＋３）

Ｃ（ｘ＋ｙ－３）（ｘ－ｙ＋１） 　　Ｄ（ｘ＋ｙ＋１）（ｘ－ｙ－３）
（“希望杯”邀请赛试题）

８已知ｘ２＋ａｘ－１２能分解成两个整系数的一次因式的乘积，则符合条件的整数

ａ的个数是（　　）．
Ａ３个　　Ｂ４个　　Ｃ６个　　Ｄ８个

９分解因式
（１）４ａ２－ｂ２＋６ａ－３ｂ；
（２）９ａ２－４ｂ２＋４ｂｃ－ｃ２；
（３）（ａ＋ｃ）（ａ－ｃ）＋ｂ（ｂ－２ａ）；
（４）（ｘ２＋ｘ＋１）（ｘ２＋ｘ＋２）－１２；
（５）（２ｘ２－３ｘ＋１）２－２２ｘ２＋３３ｘ－１；
（６）（ｘ２－１）（ｘ＋３）（ｘ＋５）＋１２

１０如图，由１个长、宽分别是ａ、ｂ的矩形，２个边长都为ａ的正方形拼接成矩形

ＡＢＣＤ．

（第１０题）
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（１）根据图中所提供的数据，请你写出其中任意三个因式分解的等式．
（２）设现有上述长、宽分别是ａ、ｂ的矩形３个，边长为ａ的正方形１个，边长为

ｂ的正方形２个，能否把它们拼成一个矩形，写出你的拼图想法．

１１分解因式：ａｂ（ａ＋ｂ）２－（ａ＋ｂ）２＋１＝　　　　　　．
（第１６届“希望杯”邀请赛试题）

１２分解因式：（ｘ－２）３－（ｙ－２）３－（ｘ－ｙ）３＝　　　　　　．
（“五羊杯”竞赛题）

１３分解因式：９ｘ２－６ｘ－ｙ２＋４ｙ－３＝　　　　　　．
（２００４年河南省竞赛题）

１４在１～１００之间，若存在整数ｎ，使ｘ２＋ｘ－ｎ能分解为两个整系数一次式的乘
积，则这样的ｎ有　　个．

１５ａ４＋４分解因式的结果是（　　）．
Ａ（ａ２＋２ａ－２）（ａ２－２ａ＋２）　　　Ｂ（ａ２＋２ａ－２）（ａ２－２ａ－２）

Ｃ（ａ２＋２ａ＋２）（ａ２－２ａ－２） Ｄ（ａ２＋２ａ＋２）（ａ２－２ａ＋２）
（北京市竞赛题）

１６将ｘ５＋ｘ４＋１因式分解得（　　）．
Ａ（ｘ２＋ｘ＋１）（ｘ３＋ｘ＋１） Ｂ（ｘ２－ｘ＋１）（ｘ３＋ｘ＋１）

Ｃ（ｘ２－ｘ＋１）（ｘ３－ｘ＋１） Ｄ（ｘ２＋ｘ＋１）（ｘ３－ｘ＋１）

１７２ｘ３＋ｘ２－１３ｘ＋６的因式是（　　）．
Ａ２ｘ－１　　Ｂｘ＋２　　Ｃｘ－３　　Ｄｘ２＋１　　Ｅ２ｘ＋１

（美国犹他州竞赛题）

１８已知ａ、ｂ、ｃ是△ＡＢＣ的三边长，且满足ａ２＋２ｂ２＋ｃ２－２ｂ（ａ＋ｃ）＝０，则此三角
形是（　　）．
Ａ等腰三角形　　Ｂ等边三角形　　Ｃ直角三角形　　Ｄ不能确定

１９分解因式
（１）４ｘ２－４ｘ－ｙ２＋４ｙ－３ （重庆市竞赛题）
（２）（ｘ＋ｙ－２ｘｙ）（ｘ＋ｙ－２）＋（ｘｙ－１）２ （“希望杯”邀请赛试题）
（３）４ｘ３－３１ｘ＋１５ （２００４年重庆市竞赛题）
（４）ｘ３＋５ｘ２＋３ｘ－９ （河南省竞赛题）
（５）（ｘ４－４ｘ２＋１）（ｘ４＋３ｘ２＋１）＋１０ｘ４ （第１３届“五羊杯”竞赛题）

２０对任何整数ｘ和ｙ，代数式ｘ５＋３ｘ４ｙ－５ｘ３ｙ２－１５ｘ２ｙ３＋４ｘｙ４＋１２ｙ５ 的值能否

等于３３？若能，请写出计算过程；若不能，请说明理由．
（莫斯科市奥林匹克试题）
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２１已知在△ＡＢＣ中，三边长ａ、ｂ、ｃ满足等式ａ２－１６ｂ２－ｃ２＋６ａｂ＋１０ｂｃ＝０．求证：

ａ＋ｃ＝２ｂ．
（天津市竞赛题）

从分马“术”得到的启示

古阿拉伯民间流传着一个非常有趣的故事，一直流传至今：
从前有个牧民，辛苦一辈子所得的全部财产是１７匹马．临终前，他把三个儿子

叫到身边留下遗嘱：“孩子们啊！我把１７匹马留给你们，老大得１２
，老二得１

３
，老三

得１
９

，把马分完，但不许把马宰了再分．”事后，三兄弟在一起商量了很久，始终无法

按老人的意图把马分开．他们只好去请教爱动脑筋的邻居老大爷，老大爷认真思索

之后说：“我借一匹马给你们，共有１８匹马，这样就好分了．老大得１２
是９匹马，老

二得１
３
是６匹马，老三得１９

是２匹马，你们总共分得１７匹马，剩下的１匹马再还给

我．”巧妙的“借一还一”！既符合老人的遗嘱，又让三兄弟都满意．
这种“借一还一”的思想能给我们什么启示呢？注意当把ｘ４＋４改写成ｘ４＋０

＋４，再把０拆成４ｘ２ 和－４ｘ２ 两项时，有

　　　　　ｘ４＋４＝ｘ４ ＋４ｘ２＋４－４ｘ２　　　　　　　　（添一项０）

＝（ｘ２＋２）２－４ｘ２ （用公式）

＝（ｘ２＋２ｘ＋２）（ｘ２－２ｘ＋２）． （用公式）
这正好是借一（４ｘ２），还一（－４ｘ２）！即把０拆成字母及其指数完全相同、系数

互为相反数的两项．这种“借一还一”的思想，启示我们找到了分解因式的新方
法———拆项、添项分解法，这是数学解题的重要技巧

“借一还一”、“借式还式”，数学宝山中有很多“借术”值得我们去探索、去研究．
从而可以培养数学思维，打开解题思路．请你试一试：
分解因式：

１ａ４＋６４ｂ４；

２ｘ４－７ｘ２＋１；

３ｘ４＋２ｘ３＋３ｘ２＋２ｘ＋１； （河南省竞赛题）

４ａ４＋ｂ４＋（ａ＋ｂ）４． （北京市竞赛题）
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　　伯恩哈德·黎曼（１８２６～１８６６），德国著名数学家黎

曼研究数学创立的以他名字命名的几何学，是爱因斯坦广

义相对论的数学基础，没有黎曼几何学之助，广义相对论的

理论大厦便无从构建“黎曼猜想”在很多数学家眼里，是

比哥德巴赫猜想更有价值的数学猜想２０世纪数学大师希

尔伯特说过：“如果我在一千年以后复活，第一个问题就是，

黎曼猜想解决了没有”

因式分解是代数变形的有力工具，其应用主要体现在以下几个方面：

１简化复杂的数值计算；

２把繁杂的式子化简，使运算更加简便；

３解不定方程；

４证明代数相关问题等
有些多项式因式分解后的结果在解决问题过程中常常用到，我们应熟悉这些

结果：

１ａ３±ｂ３＝（ａ±ｂ）（ａ２ａｂ＋ｂ２）；

２ｍｎ±ｍ±ｎ＋１＝（ｍ±１）（ｎ±１）；

３ａ４＋４＝（ａ２＋２ａ－２）（ａ２－２ａ＋２）；

４ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋２（ａｂ＋ｂｃ＋ａｃ）＝（ａ＋ｂ＋ｃ）２；

５ａ３＋ｂ３＋ｃ３－３ａｂｃ＝（ａ＋ｂ＋ｃ）（ａ２＋ｂ２＋ｃ２－ａｂ－ｂｃ－ａｃ）

　　

著名数学教育家

玻利亚曾说：“对一个
数学问题，改变它的
形式，换一种叙述方
式，变换它的结构，直
到发 现 有 价 值 的 东

西，这是解题的一个
重要原则”

在一定条件下，
把一个代数式变换成

另一个与之恒等的代

数式称为代数式的恒

等变形，它是研究代
数式、方程和函数的
重要工具，而换元法、
配方法、因式分解则
是恒等变形的有力工

具

例１　方程ｘｙ－２ｘ－２ｙ＋７＝０的整数解（ｘ≤ｙ）为　　　　
（第１８届江苏省竞赛题）

试一试　把一个未知数用另一个未知数的代数式表示，或利用ａｂ－ｍａ－ｍｂ
＋ｍ２ 因式分解后的结果

　　

解不定方程的基

本方法有：
（１）分离整系数；
（２）枚举；
（３）配方；
（４）因式分解等
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例２　若ｘ满足ｘ５＋ｘ４＋ｘ＝－１，则ｘ１９９８＋ｘ１９９９＋…＋ｘ２００４的值是（　　）

Ａ２　　　　Ｂ１　　　　Ｃ３　　　　Ｄ５
（２００４年广西竞赛题）

试一试　求出ｘ值或把待求代用已知式表示，解题的关键是对已知式或待求
式因式分解

　　例３　计算

（１）２００３
２－４００４×２００３＋２００２×４００８－２００３×２００４

２００３２－３００５×２００３－２００３×２００５＋２００５×３００５
；

（第１５届“希望杯”邀请赛试题）

（２）（７
４＋６４）（１５４＋６４）（２３４＋６４）（３１４＋６４）（３９４＋６４）

（３４＋６４）（１１４＋６４）（１９４＋６４）（２７４＋６４）（３５４＋６４）．

（第九届“华杯赛”试题）
试一试　对于（１），观察分子、分母数字间的特点，把恰当数用一个字母表示，

将复杂的数值计算转化为式的运算；对于（２），运用ａ４＋６４＝（ａ４＋１６ａ２＋６４）－
１６ａ２＝（ａ２＋８）２－（４ａ）２＝（ａ２＋４ａ＋８）（ａ２－４ａ＋８）的结果

例４　已知ｎ是正整数，且ｎ４－１６ｎ２＋１００是质数，求ｎ的值
试一试　依据质数定义，质数只能分解成１和本身的乘积故解本例的最自

然的思路是：对原式进行恰当的分解变形

　　字母示数，可以
把复杂的数值计算转

化为式的运算，通过
分解相约简化计算，
而解题的关键是能发

现数字间的关联

质数、合数的概
念有 不 同 的 描 述 方

式，既可以从整除的
角度定义，又可以用
分解的方式定义

　　例５　按下面规则扩充新数：
已有两数ａ、ｂ，可按规则ｃ＝ａｂ＋ａ＋ｂ扩充一个新数，在ａ、ｂ、ｃ三个数中任取

两数，按规则又可扩充一个新数，……每扩充一个新数叫做一次操作
现有数１和４
（１）求按上述规则操作三次得到扩充的最大新数；
（２）能否通过上述规则扩充得到新数１９９９，并说明理由

（重庆市竞赛题）
试一试　从ｃ＋１＝ａｂ＋ａ＋ｂ＋１＝（ａ＋１）（ｂ＋１）入手，揭示按规则扩充所得新

数的特征，这是解本例的突破口

　　信息已成为人类
生活 中 最 重 要 的 因

素，在军事、政治、商
业、生活等领域中，信
息的保密工作显得非

常重要，现代保密技
术中的许多编码方法

就来自于因数分解、
因式分解的应用
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