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第二版前言

全国报考 ２０１０年硕士研究生入学考试人数达到了 １４０万人 ，较 ２００９ 年增加 １３％ 。 参加人数的增

多 ，录入率的有限 ，彰显了竞争的激烈程度 。为了指导参加 ２０１１年全国硕士研究生入学统一考试的广大

考生数学考试的复习 ，把握历年命题脉搏 ，了解出题动态 ，我们组织部分多年来参加考试大纲制订和修订

工作及参加考前辅导的教授 、专家在第一版的基础上 ，精心修订了这本枟２０１１年全国硕士研究生入学统一

考试辅导教程 ·数学分册（经济类）枠 ，以供广大考生复习使用 。

本书体例完全按照考生的复习需求进行编写 ，本书每章均由以下四个部分构成 ：

一 、考点概要与大纲要求提示 ———编写该部分的目的主要使考生能明确本章的大纲规定和要求 ，把

握命题范围 。

二 、考核知识要点归纳 ———本部分归纳了考核的知识要点 ，阐述了基本概念 、公式 、定理等知识点 ，同时

给出了相应的注意事项 ，以加深考生对基本概念 、公式 、定理等重点内容的理解和正确应用 。考生可以藉此

对考研大纲所要求的基本内容进行必要的复习 ，重点复习基本概念 、基本理论 、基本方法和基本公式 。

三 、考点真题链接 ———本部分对历年统考中常见题型以考点为依据进行了归纳分类 ，归纳总结了各

种题型的解题方法 ，使所学知识融会贯通 ，并能综合 、灵活地解决问题 。考生可以动手试做历年试题 ，不

要直接去看试题解答 。如果可以做出来 ，做完后再与后面的解答作对照分析 ：做法是否一样 ？若不一样 ，

哪个方法好 ？好在什么地方 ，如果经过反复的思量还是做不出来 ，这时带着问题去看解答 ，不仅要看懂 ，

而且要注意分析做不出来的原因 ，问题出在哪里 ？是概念 ？是技巧 ？是题型 ？还是根本没有头绪 ？这些

都是最重要的 ，不能做完题了就不管了 ，一定要总结原因 ，归纳方法 。

四 、题型强化练习及参考答案 ———本部分精编了一定数量的自测强化练习题 ，让考生能考练结合 ，强

化考点知识的掌握 ，提升应试实战能力 。

不论是数学理论的建立 ，还是数学运算和逻辑推理 ，无一不是以明确而又清晰的概念为基础的 。考生应

系统掌握大纲规定的基础知识 ，对大纲规定的内容进行梳理 ，形成知识网络 ；其次 ，在接触一定量的题型之后 ，

头脑中留下的不是纷繁的题目 ，而是清晰 、鲜明 、深刻的基础知识和基本技能 ，以及基本的数学思想和方法 。

解题时既要考虑解题的通性通法 ，又要分析它的特殊性 ，寻求最佳解决方法 ，提高解题能力和对新题

型的适应能力 。考生复习时演练一定量的习题是非常必要的 ，它是提高考试成绩的重要手段 ，但也不要

搞题海战术 ，重要的是要吃透大纲规定的基本考点 ，提高分析问题和解决问题的能力 。

本书是北京大学 、清华大学和中国人民大学等广大数学教师及原考研命题组的专家 、教授智慧和劳动的

结晶 ，是一份宝贵的资料 。其中的每一道试题 ，既反映了考研数学考试大纲对考生数学知识 、能力和水平的

要求 ，又蕴涵着命题的指导思想 、基本原则和趋势 。因此 ，对照考试大纲分析 、研究这些试题 ，考生不仅可以

了解自考研以来数学考试的全貌 ，而且可以方便地了解有关试题和信息 ，从中发现规律 ，归纳出各部分内容

的重点 、难点 ，以及常考的题型 ，进一步把握考试的特点及命题的思路和规律 ，从而从容应考 ，轻取高分 。

本书是考研应试者的良师益友 ，也是各类院校的学生自学数学 、提高数学水平和教师进行教学辅导

的一本极有价值的参考书 。

由于时间仓促 ，书中疏漏之处在所难免 ，诚请专家和读者指正 。

编者
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第一部分 　高等数学

第一章 　函数 、极限与连续

考点概要与大纲要求提示

1 ．考试内容

函数的概念及表示法 　函数的有界性 、单调性 、周期性和奇偶性复合函数 、反函数 、分段函数和隐函

数 　基本初等函数的性质及其图形 　初等函数 　函数关系的建立

数列极限与函数极限的定义及其性质 　函数的左极限和右极限 　无穷小量和无穷大量的概念及其

关系 　无穷小量的性质及无穷小量的比较 　极限的四则运算 　极限存在的两个准则 ：单调有界准则和夹

逼准则 　两个重要极限 ：

lim
x → ０

sin x
x ＝ １ ，lim

x → ∞
１ ＋

１
x

x

＝ e
函数连续的概念 　函数间断点的类型 　初等函数的连续性 　闭区间上连续函数的性质

2 ．考试要求

（１）理解函数的概念 ，掌握函数的表示法 ，会建立应用问题的函数关系 ．

（２）了解函数的有界性 、单调性 、周期性和奇偶性 ．

（３）理解复合函数及分段函数的概念 ，了解反函数及隐函数的概念 ．

（４）掌握基本初等函数的性质及其图形 ，了解初等函数的概念 ．

（５）了解数列极限和函数极限（包括左极限与右极限）的概念 ．

（６）了解极限的性质与极限存在的两个准则 ，掌握极限的四则运算法则 ，掌握利用两个重要极限求极

限的方法 ．

（７）理解无穷小量的概念和基本性质 ，掌握无穷小量的比较方法 ．了解无穷大量的概念及其与无穷小

量的关系 ．

（８）理解函数连续性的概念（含左连续与右连续） ，会判别函数间断点的类型 ．

（９）了解连续函数的性质和初等函数的连续性 ，理解闭区间上连续函数的性质（有界性 、最大值和最

小值定理 、介值定理） ，并会应用这些性质 ．

考核知识要点归纳

§ 1 　函 　 　数

一 、基本概念

1 ．函数的定义

定义 设 x和 y 是两个变量 ，D是一个给定的数集 ．如果对于每个数 x ∈ D ，变量 x按照一定法则总
有唯一确定的值 y 和它对应 ，则称 y是 x 的函数 ，记做 y ＝ f （x） ．数集 D叫做这个函数的定义域 ，x叫做

　第一部分 　高等数学 　
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自变量 ，y叫做因变量 ．

当 x遍取 D的各个数值时 ，对应的函数值全体组成的数集 W ＝ ｛ y ｜y ＝ f （ x） ，x ∈ D｝称为函数的
值域 ．

确定一个函数的两要素 ：定义域和对应法则 ．

注 当且仅当两个函数的定义域和对应法则完全相同时 ，才表示同一函数 ．

2 ．反函数

定义 设函数 y ＝ f （x）的定义域为 D ，值域为W ．如果对于值域W 中的任一 y 值 ，从关系式 y ＝ f （x）
中可确定唯一的一个 x值 ，则称变量 x为变量 y 的函数 ，记为 x ＝ φ（y） ，φ（y）称为函数 y ＝ f （x）的反函
数 ，习惯上 y ＝ f （x）的反函数记为 y ＝ f － １

（x） ．

注 （１） y ＝ f （x）的图像与其反函数 x ＝ φ（y）的图像重合 ；y ＝ f （x）的图像与其反函数 y ＝ f － １
（x）的

图像关于直线 y ＝ x对称 ．

（２）只有一一对应的函数才有反函数 ．

（３）虽然 y ＝ f （x）是单值函数 ，反函数 x ＝ φ（y）却不一定是单值的 ．只有 y ＝ f （x）不仅单值 ，而且是

严格单调的 ，其反函数 x ＝ φ（y）在 W 上是单值的 ．

3 ．基本初等函数

基本初等函数共有以下六个 ，其性质和图形必须牢记 ，在此就不再一一复述了 ．

（１）常数函数 ：y（x） ＝ c ．
（２）幂函数 ：y ＝ xa（a为常数） ．

（３）指数函数 ：y ＝ ax （a是常数且 a ＞ ０ ，a ≠ １） ．

（４）对数函数 ：y ＝ log a x（a是常数且 a ＞ ０ ，a ≠ １） ，定义域（０ ，＋ ∞ ） ，它是指数函数 y ＝ ax 的
反函数 ．

（５）三角函数 ：

正弦函数 y ＝ sin x（－ ∞ ＜ x ＜ ＋ ∞ ） ．

余弦函数 y ＝ cos x（－ ∞ ＜ x ＜ ＋ ∞ ） ．

正切函数 y ＝ tan x ，D ＝ x | x ∈ R ，x ≠ （２n ＋ １）
π
２

，n ∈ Z ．

余切函数 y ＝ cot x ，D ＝ x | x ∈ R ，x ≠ nπ ，n ∈ Z ．

正割函数 y ＝ sec x ＝
１cos x ，D ＝ x | x ∈ R ，x ≠ （２n ＋ １）

π
２

，n ∈ Z ．

余割函数 y ＝ cscx ＝
１sin x ，D ＝ x | x ∈ R ，x ≠ nπ ，n ∈ Z ．

（６）反三角函数 ：

反正弦函数 y ＝ arcsin x ，x ∈ ［－ １ ，１］ ，值域 －
π
２

，
π
２

．

反余弦函数 y ＝ arccos x ，x ∈ ［－ １ ，１］ ，值域［０ ，π］ ．

反正切函数 y ＝ arctan x ，x ∈ （－ ∞ ，＋ ∞ ） ，值域 －
π
２

，
π
２

．

反余切函数 y ＝ arccot x ，x ∈ （－ ∞ ，＋ ∞ ） ，值域（０ ，π） ．

4 ．复合函数

定义 设函数 y ＝ f （u）的定义域为 Df ，u＝ φ（x）的定义域为 Dφ ，D ＝ ｛ x｜x ∈ Dφ 且 φ（x） ∈ Df ｝ ≠ 碬 ，

则当 x ∈ D时 ，由 y ＝ f （φ（x））确定的函数称为 f 与 φ的复合函数 ，而 u称为中间变量 ．

5 ．初等函数

由基本初等函数及其复合函数 ，以及由这些函数的四则运算组成的函数称为初等函数 ．

　全国硕士研究生入学考试辅导教程 ·数学分册（经济类）　
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6 ．其他常见函数

（１）双曲函数 ：

双曲正弦 ：sh x ＝
ex － e－ x

２
，定义域（－ ∞ ，＋ ∞ ） ，奇函数 ．

双曲余弦 ：ch x ＝
ex ＋ e－ x

２
，定义域（－ ∞ ，＋ ∞ ） ，偶函数 ．

双曲正切 ：th x ＝
sh xch x ＝

ex － e－ xex ＋ e－ x ，定义域（－ ∞ ，＋ ∞ ） ，奇函数 ．

（２）符号函数 ：y ＝ sgn x ＝

１ ，　 x ＞ ０ ，

０ ， x ＝ ０ ，

－ １ ，x ＜ ０ ．

（３）取整函数 ：y ＝ ［x］ ，y是 x 的最大整数部分 ．

（４）狄利克雷函数 ：y ＝ f （x） ＝
１ ，当 x为有理数时 ，

０ ，当 x为无理数时 ．

注 符号函数 、取整函数与狄利克雷函数都是分段函数 ，一般的分段函数不是初等函数 ．

二 、函数的基本特性

1 ．有界性

定义 若存在 M ＞ ０ ，使得对任意 x ∈ I 炒 D ，都有｜ f （x）｜≤ M（ f （x） ≤ M或 f （x） ≥ － M） ，则称 f （x）
在 I上有界（有上界或下界） ；若不存在这样的 M ＞ ０ ，则称 f （x）在区间 I上无界 ．

注意 无穷大与无界函数的区别 ：在一定变化趋势下 f （x）为无穷大 ，则 f （x）一定无界 ；若 f （x）在
某个区间上无界 ，则 f （x）不一定是无穷大 ．

2 ．单调性

定义 若对于任意的 x１ ，x２ ∈ （a ，b） ，当 x１ ＜ x２ 时 ，有 f（x１ ）＜ f（x２ ） ，则称函数 f（x）在区间（a ，b）上单调
增加 ；若对于任意的 x１ ，x２ ∈ （a ，b） ，当 x１ ＜ x２ 时 ，有 f（x１ ）＞ f（x２ ） ，则称 f（x）在区间（a ，b）上单调减少 ．

注 不是所有函数都有单调性 ，例如狄利克雷函数就没有单调性 ．

3 ．函数的奇偶性

定义 设函数 f （x）的定义域 D关于原点对称（即若 x ∈ D ，则必有 － x ∈ D） ．如果对于任一 x ∈ D ，有

f （ － x）＝ f （x）恒成立 ，则称 f （x）为偶函数 ．如果对于任一 x ∈ D ，f （ － x）＝ － f （x）恒成立 ，则称 f （x）为
奇函数 ．

注 （１）奇函数图形关于原点对称 ，偶函数图形关于 y轴对称 ．

（２）奇函数满足 f （x）＋ f （ － x）＝ ０ ．

（３）定义域一定要对称 ．

（４）奇函数或偶函数运算具有以下结论 ：

奇函数 ±奇函数 ＝奇函数 ；偶函数 ±偶函数 ＝偶函数 ；奇函数 × （ ÷ ）奇函数 ＝偶函数 ；偶函数 × （ ÷ ）

偶函数 ＝偶函数 ；奇函数 × （ ÷ ）偶函数 ＝奇函数 ．

4 ．周期性

定义 设函数 f （x）的定义域为 D ．如果存在一个不为零的数 l ，使得对于任意 x ∈ D有（x ± l） ∈ D ，

且 f （x ＋ l）＝ f （x）恒成立 ，则称 f （x）为周期函数 ，l称为 f （x）的周期 ，通常我们说周期函数的周期是指最

小正周期 ．

注 （１）若 T是 f （x）的周期 ，则 T／a是 f （ax ＋ b）的周期（a＞ ０） ；若 Ti 是 f i （x）的周期（i ＝ １ ，２ ，⋯ ，

n） ，则 T１ ，T２ ，⋯ ，Tn 的最小公倍数 T 是 f i （x）及 f i （x）经初等运算所得函数的公共周期 ．

（２）常见周期函数 ：sin x ，cos x ，其周期 T ＝ ２π ；tan x ，cot x ，｜sin x｜ ，｜cos x｜ ，其周期 T ＝ π ．

　第一部分 　高等数学 　
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§ 2 　极 　 　限

一 、基本概念

1 ．数列的极限

定义 1 如果数列｛ xn｝与常数 a有下列关系 ：对于任意给定的正数 ε（不论它多么小） ，总存在正整数

N ，使得对于 n＞ N时的一切 x n ，不等式 ｜xn － a｜＜ ε都成立 ，则称常数 a是数列｛ xn｝的极限 ，或者称数列

｛ xn｝收敛于 a ，记为
lim
n → ∞

xn ＝ a或 x n → a（n→ ∞ ） ．

如果数列没有极限 ，就说数列是发散的 ．

注 （１） ε既是任意的 ，又是给定的 ；（２） N根据给定的 ε找出 ，N ＝ N（ε） ；（３） N不唯一 ．

2 ．函数的极限

２ ．１ 　当 x → x０ 时函数的极限
定义 2 设函数 f （x）在点 x０ 的某一去心邻域内有定义 ，如果对于任意给定的正数 ε（不论它多么

小） ，总存在正数 δ ，使得对于适合不等式 ０ ＜ ｜x － x０ ｜ ＜ δ的一切 x ，对应的函数值 f （x）都满足不等式
｜ f （x） － A ｜＜ ε ，那么常数 A 就叫做函数 f （x）当 x → x０ 的极限 ，记做

lim
x → x

０

f （x）＝ A 或 f （x） → A（当 x → x０ ） ．

注 定义中 ０ ＜ ｜x － x０ ｜表示 x ≠ x０ ，所以 x → x０ 时 f （x）有没有极限与 f （x）在点 x０ 是否有定义并无
关系 ．

２ ．２ 　自变量趋于无穷大时函数的极限

定义 3 设函数 f （x）当｜x｜大于某一正数时有定义 ．如果对于任意给定的正数 ε（不论它多么小） ，总

存在着正数 X ，使得对于适合不等式｜x｜＞ X的一切 x ，对应的函数值 f （x）都满足不等式｜ f （x） － A ｜＜ ε ，

那么常数 A 就叫做函数 f （x）当 x → ∞时的极限 ，记做

lim
x → ∞

f （x） ＝ A 或 f （x） → A（当 x → ∞ ） ．

3 ．左 、右极限

定义 4（左极限） 在上述 lim
x → x

０

f （x）＝ A 的定义 ２中 ，把 ０ ＜ ｜x － x０ ｜＜ δ改为 x０ － δ＜ x ＜ x０ ，那么 A 就

叫做函数 f （x）当 x → x０ 时的左极限 ，记做

lim
x → x －

０

f （x） ＝ A 或 f （x０ － ０） ＝ A ．

定义 5（右极限） 在上述 lim
x → x

０

f （x）＝ A 的定义 ２中 ，把 ０ ＜ ｜x － x０ ｜＜ δ改为 x０ ＜ x ＜ x０ ＋ δ ，那么 A 就

叫做函数 f （x）当 x → x０ 时的右极限 ，记做

lim
x → x ＋

０

f （x）＝ A 或 f （x０ ＋ ０）＝ A ．

4 ．无穷小量

设函数 f （x）在 x０ 的某一去心邻域内有定义（或 ｜x ｜大于某一正数时有定义） ．如果对于任意给定的

正数 ε（不论它多么小） ，总存在正数 δ（或正数 X） ，使得对于适合不等式 ０ ＜ ｜x － x０ ｜＜ δ（或｜x｜＞ X）的一
切 x ，对应的函数值 f （x）都满足不等式｜ f （x）｜＜ ε ，那么称函数 f （x）当 x → x０ （或 x → ∞ ）时为无穷小量 ，

记做

lim
x → x

０

f （x）＝ ０（或lim
x → ∞

f （x）＝ ０） ．
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5 ．无穷大量

设函数 f （x）在 x０ 的某一去心邻域内有定义（或 ｜x ｜大于某一正数时有定义） ．如果对于任意给定的

正数 M（不论它多么大） ，总存在正数 δ（或正数 X） ，使得对于适合不等式 ０ ＜ ｜x － x０ ｜＜ δ（或｜x｜＞ X）的一
切 x ，对应的函数值 f （x）总满足不等式｜ f （x）｜＞ M ，则称函数 f （x）当 x → x０ （或 x → ∞ ）时为无穷大量 ．

6 ．无穷小量与无穷大量之间的关系

在自变量的同一变化过程中 ，若 f （x）为无穷大量 ，则其倒数 １

f （x）必为无穷小量 ；反之 ，若 f （x）为无

穷小量 ，且 f （x） ≠ ０ ，则其倒数 １

f （x）必为无穷大量 ．

二 、重要定理与性质

1 ．收敛数列的性质

定理 1（极限的唯一性） 数列｛ xn｝不能收敛于两个不同的极限 ．

定理 2（收敛数列的有界性） 如果数列｛ xn｝收敛 ，那么数列｛ xn｝一定有界 ．

定理 3（收敛数列与其子列间的关系） 如果数列｛ xn｝收敛于 a ，那么它的任一子列也收敛 ，且其极限

也是 a ．
注 根据定理 ２ ，如果数列｛ xn｝无界 ，那么数列｛ xn｝一定发散 ．但是 ，如果数列｛ xn｝有界 ，却不能断定

数列｛ xn｝一定收敛 ，例如数列 １ ，－ １ ，１ ，⋯ ，（ － １）
n＋ １

，⋯有界 ，但却是发散的 ．所以数列有界是数列收敛的

必要条件 ，但不是充分条件 ．

2 ．有关函数极限的定理

定理 1 函数 f （x）当 x → x０ 时极限存在的充分必要条件是左极限及右极限各自存在且相等 ，即

lim
x → x

０

f （x）＝ A 骋 f （x０ － ０）＝ f （x０ ＋ ０） ＝ A ．

定理 2（极限的局部保号性） 如果 lim
x → x

０

f （x）＝ A ，而且 A ＞ ０（或 A ＜ ０） ，那么就存在着点 x０ 的某一去

心邻域 ，当 x在该邻域内时 ，就有 f （x）＞ ０（或 f （x）＜ ０） ．

定理 3 在自变量的同一变化过程 x → x０ （或 x → ∞ ）中 ，具有极限的函数等于它的极限与一个无穷

小之和 ；反之 ，如果函数可表示为常数与无穷小之和 ，那么该常数就是这函数的极限 ，即 lim
x → x

０

f （x） ＝

A 骋 f （x）＝ A ＋ a（x） ，其中 lim
x → x

０

a（x）＝ ０ ．

定理 4 在自变量的同一变化过程中 ，如果 f （x）为无穷大 ，则 １

f （x）为无穷小 ；反之 ，如果 f （x）为无

穷小 ，且 f （x） ≠ ０ ，则 １

f （x）为无穷大 ．

3 ．无穷小的比较

３ ．１ 　两个无穷小的阶

设 lim
x → x

０
（x → ∞ ）

α（x） ＝ ０ ，lim
x → x

０
（x → ∞ ）

β（x） ＝ ０ ．

如果 lim β
α

＝ ０ ，则称 β是比 α高阶的无穷小 ，记做 β ＝ ο（α） ；

如果 lim β
α

＝ ∞ ，则称 β是比 α低阶的无穷小 ；

如果 lim β
α

＝ C ≠ ０ ，则称 β与 α是同阶无穷小 ；

如果 lim β
α
k ＝ C ≠ ０ ，k ＞ ０ ，则称 β是关于 α的 k阶无穷小 ；
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如果 lim β
α

＝ １ ，则称 β与 α是等价无穷小 ，记做 α ～ β ．

３ ．２ 　有关无穷小的定理

定理 1 β与 α是等价无穷小的充分必要条件为 β ＝ α＋ ο（α） ．

定理 2 设 α～ α′ ，β～ β′ ，且 lim β′
α′
存在 ，则 lim β

α
＝ lim β′

α′
．

4 ．极限运算法则

定理 1 有限个无穷小的和也是无穷小 ．

定理 2 有界函数与无穷小的乘积是无穷小 ．

定理 3 如果 lim f （x）＝ A ，lim g（x）＝ B ，则 lim［ f （x） ± g（x）］存在 ，且

lim［ f （x） ± g（x）］ ＝ A ± B ＝ lim f （x） ± lim g（x） ．

定理 4 如果 lim f （x）＝ A ，lim g（x）＝ B ，则 lim［ f （x） · g（x）］存在 ，且

lim［ f （x） · g（x）］ ＝ AB ＝ lim f （x） · lim g（x） ．

定理 5 如果 lim f （x）＝ A ，lim g（x）＝ B ，且 B ≠ ０ ，则 lim f （x）
g（x）存在 ，且

lim f （x）
g（x） ＝

A
B ＝

lim f （x）lim g（x） ．

定理 6 设有数列｛ xn｝和｛ yn｝ ，如果 　 lim
n → ∞

xn ＝ A ，lim
n → ∞

yn ＝ B ，

那么（１） lim
n → ∞

（xn ± yn ）＝ A ± B ；（２） lim
n → ∞

（xn · yn ）＝ A · B ；

（３）当 yn ≠ ０（n＝ １ ，２ ，⋯ ） ，且 B ≠ ０时 ，lim
n → ∞

xn
y n

＝
A
B ．

定理 7 如果 φ（x） ≥ ψ（x） ，而 lim φ（x）＝ a ，lim ψ（x）＝ b ，那么 a≥ b ．
定理 8（复合函数的极限运算法则） 设函数 u＝ φ（x）当 x → x０ 时的极限存在且等于 a ，即 lim

x → x
０
φ（x）＝

a ，但在点 x０ 的某去心邻域内 φ（x） ≠ a ，又lim
u → a f （u） ＝ A ，则复合函数 f ［φ（x）］当 x → x０ 时的极限也存在 ，

且 lim
x → x

０

f ［φ（x）］＝ limu → a f （u）＝ A ．

5 ．两个重要准则

准则 Ⅰ 如果数列｛ xn｝ ，｛ yn｝及｛ zn｝满足下列条件 ：

（１） yn ≤ xn ≤ zn （n＝ １ ，２ ，３ ，⋯ ） ；

（２） lim
n → ∞

yn ＝ a ，lim
n → ∞

zn ＝ a ，
则数列｛ xn｝的极限存在 ，且lim

n → ∞
xn ＝ a ．

准则 Ⅰ ′ 设函数 f （x） ，g（x） ，h（x）在U
０

（x０ ，r）（或｜x｜＞ M）有定义 ．如果

（１）当 x ∈ U
０

（x０ ，r）（或｜x｜＞ M）时 ，有 g（x） ≤ f （x） ≤ h（x）成立 ；

（２） lim
x → x

０
（ x → ∞ ）

g（x）＝ A ，lim
x → x

０
（x → ∞ ）

h（x）＝ A ，则 lim
x → x

０
（ x → ∞ ）

f （x）存在 ，且等于 A ．

准则 Ⅰ及准则 Ⅰ ′称为夹逼准则 ．

准则 Ⅱ 单调有界数列必有极限 ．

6 ．两个重要极限

重要极限 ：lim
x → ０

sin x
x ＝ １ ．　 　 　 　重要极限 ：lim

x → ∞
１ ＋

１
x

x

＝ e ．
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§ 3 　函数的连续性

一 、基本概念

1 ．函数连续性概念

定义 1 设函数 y ＝ f （x）在点 x０ 的某一邻域内有定义 ，如果当自变量的增量 Δ x ＝ x － x０ 趋于零时 ，

对应的函数的增量 Δ y ＝ f （x０ ＋ Δ x） － f （x０ ）也趋于零 ，则称函数 y ＝ f （x）在点 x０ 连续 ．

定义 2 设函数 y ＝ f （x）在点 x０ 的某一邻域内有定义 ，如果函数 f （x）当 x → x０ 时的极限存在 ，且等

于它在点 x０ 处的函数值 f （x０ ） ，即 lim
x → x

０

f （x）＝ f （x０ ） ，则称函数 y ＝ f （x）在点 x０ 连续 ．

定义 3 如果 lim
x → x －

０

f （x）＝ f （x０ － ０）存在且等于 f （x０ ） ，即 f （x０ － ０）＝ f （x０ ） ，则称函数 y ＝ f （x）在点

x０ 左连续 ．

如果 lim
x → x ＋

０

f（x）＝ f（x０ ＋ ０）存在且等于 f（x０ ） ，即 f（x０ ＋ ０）＝ f（x０ ） ，则称函数 y ＝ f（x）在点 x０ 右连续 ．

2 ．间断点

定义 4 若函数 f （x）在点 x０ 处出现如下三种情形之一 ：

（１） f （x）在点 x０ 处无定义 ；

（２） lim
x → x

０

f （x）不存在 ；

（３） lim
x → x

０

f （x） ≠ f （x０ ） ，

则称点 x０ 为 f （x）的间断点 ．

第 Ⅰ类间断点 若在间断点 x０ 处 f（x０ － ０） ，f（x０ ＋ ０）均存在 ，则称 x０ 为第Ⅰ类间断点 ；若 f （x０ － ０）＝

f（x０ ＋ ０）≠ f（x０ ） ，点 x０ 称为 f（x）的可去间断点 ；若 f（x０ － ０）≠ f（x０ ＋ ０） ，x ＝ x０ 称为 f（x）的跳跃间断点 ．

第 Ⅱ类间断点 若在间断点 x０ 处 f （x０ － ０） ，f （x０ ＋ ０）至少有一个不存在 ，则称 x０ 为第 Ⅱ类间断点 ；

若 f （x０ － ０） ，f （x０ ＋ ０）之中有一个为 ∞ ，点 x０ 称为 f （x）的无穷间断点 ．

二 、重要定理与性质

1 ．连续函数的和 、积及商的连续

定理 1 有限个在某点连续的函数的和是一个在该点连续的函数 ．

定理 2 有限个在某点连续的函数的乘积是一个在该点连续的函数 ．

定理 3 两个在某点连续的函数的商是一个在该点连续的函数 ，只要分母在该点不为零 ．

2 ．反函数与复合函数的连续性

定理 4 如果函数 y ＝ f （x）在区间 Ix 上单调增加（或单调减少）且连续 ，那么它的反函数 x ＝ φ（y）也
在对应的区间 Iy ＝ ｛y｜y ＝ f （x） ，x ∈ Ix｝上单调增加（或单调减少）且连续 ．

定理 5 设函数 u＝ φ（x）当 x → x０ 时的极限存在且等于 a ，即 lim
x → x

０
φ（x）＝ a ，而函数 y ＝ f （u）在点 u＝ a

连续 ，则复合函数 y ＝ f ［φ（x）］当 x → x０ 时的极限也存在且等于 f （a） ，即 lim
x → x

０

f ［φ（x）］＝ f （a） ．

定理 6 设函数 u＝ φ（x）在点 x ＝ x０ 处连续 ，且 φ（x０ ）＝ u０ ，而函数 y ＝ f （u）在点 u＝ u０ 连续 ，那么复

合函数 y ＝ f ［φ（x）］在点 x ＝ x０ 也是连续的 ．

3 ．初等函数的连续性

一切初等函数在其定义区间内都是连续的 ．

4 ．闭区间上连续函数的性质

定理 1（最大值和最小值定理） 在闭区间上连续的函数在该区间上一定有最大值和最小值 ．
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定理 2（有界性定理） 在闭区间上连续的函数一定在该区间上有界 ．

定理 3（零点定理） 设函数 f （x）在闭区间［a ，b］上连续 ，且 f （a）与 f （b）异号（即 f （a） · f （b） ＜ ０） ，

则在开区间（a ，b）内至少有函数 f （x）的一个零点 ，即至少有一个 η（a＜ η＜ b）使 f （η）＝ ０ ．

定理 4（介值定理） 设函数 f（x）在闭区间［a ，b］上连续 ，且在这区间的端点取不同的函数值 f （a）＝ A
及 f（b）＝ B ，则对于 A与 B之间的任意一个数 c ，在开区间（a ，b）内至少有一点 η ，使得 f（η）＝ c（a＜ ε＜ b） ．

推论 在闭区间上连续的函数必取得介于最大值 M与最小值 m之间的任何值 ．

考点真题链接

考点 1 ：函数的概念 、性质及其应用

１ ．（１９９７年数学三）设 g（x） ＝
２ － x ，x ≤ ０ ，

x ＋ ２ ，x ＞ ０ ，
f （x） ＝

x２ ，x ＜ ０ ，

－ x ，x ≥ ０ ，
则 g［ f （x）］ ＝ （ 　 　 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　A畅 ２ ＋ x２ ，x ＜ ０ ，

２ － x ，x ≥ ０ ；
B畅 ２ － x２ ，x ＜ ０ ，

２ ＋ x ，x ≥ ０ ；

C畅 ２ － x２ ，x ＜ ０ ，

２ － x ，x ≥ ０ ；
D畅 ２ ＋ x２ ，x ＜ ０ ，

２ ＋ x ，x ≥ ０ ．

【考点提示】 分段函数及其求法 ．

【解题分析】 由已知

g［ f （x）］ ＝
２ － f （x） ，　 f （x） ≤ ０ ，

f （x） ＋ ２ ， f （x） ＞ ０ ．

由 f （x） ≤ ０ ，知 x ≥ ０且 f （x） ＝ － x ；由 f （x） ＞ ０ ，知 x ＜ ０且 f （x） ＝ x２ ；从而

g［ f （x）］ ＝
２ ＋ x ，　 x ≥ ０ ，

x２ ＋ ２ ， x ＜ ０ ，
选（D） ．

２ ．（２００３年数学三）设函数 f （x）在 ０ ，３ 上连续 ，在 ０ ，３ 内可导 ，且 f （０） ＋ f （１） ＋ f （２） ＝ ３ ，

f （３） ＝ １ ，试证必存在 ξ ∈ ０ ，３ ，使 f′ ξ ＝ ０ ．

【考点提示】 介值定理 、微分中值定理 ．

【解题分析】 由题设 ， f （x）在 ０ ，３ 上连续 ，则 f （x）在 ０ ，２ 上也必然连续 ，则在 ０ ，２ 上 f （x）必
有最大值 M和最小值 m ，因而 m ≤ f （０） ≤ M ，m ≤ f （１） ≤ M ，m ≤ f （２） ≤ M ，从而

m ≤
f （０） ＋ f （１） ＋ f （２）

３
≤ M ．

由连续函数的介值定理 ，知存在一点 η ∈ ０ ，２ ，使

f （０） ＋ f （１） ＋ f （２）
３

＝ f η ．

由已知条件 f （０） ＋ f （１） ＋ f （２） ＝ ３ ，可推知 f η ＝ １ ，因此

f η ＝ f （３） ＝ １ ，η ∈ ０ ，２ ．

由罗尔定理 ，知存在 ξ ∈ η ，３ 炒 ０ ，３ ，使 f′ ξ ＝ ０ ．证毕 ．

考点 2 ：函数极限的计算及证明

１ ．（２０１０年数学三）若lim
x → ０

１
x －

１
x － a ex ＝ １ ，则 a等于（ 　 　 ）

A ．０ 　 　 B ．１ C ．２ 　 　 D ．３

【解题分析】 因为lim
x → ０

１
x －

１
x － a ex ＝ lim

x → ０

１ － ex
x ＋ aex ＝ lim

x → ０

１ － ex
x ＋ lim

x → ０
（aex ）

　 　 ＝ lim
x → ０

（－ ex ） ＋ a ＝ a － １ ＝ １
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