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数学是研究现实世界空间形式和数量关系的学科，简称研究“数”和“形”的学

科．代数是数学中侧重研究运算方法的一个分支，复数是代数的一个节点．
复变量ｚ＝ａ＋ｂｉ区别于实变量的显著标志是它由两个实变量ａ与ｂ有序构

成．ｚ的变化受ａ、ｂ的共同制约，而不是只受ａ、ｂ之一的制约．
复数的本质是以ａ＋ｂｉ为整体，研究整体形式下的变量的运算规律，其表现

形式是代数运算、三角运算、几何运算．
复数ｚ＝ａ＋ｂｉ当ｂ＝０时为实数，此时复数论与实数论完全等同．所以ｂ＝０与

ｂ≠０是复数集Ｃ与实数集Ｒ的分界线，后续理论都在ｂ≠０上．
解决复数问题的思维模式是“化虚为实”、“整体运用”．

本篇知识框图
数的概念的发展和复数的概念

复数的加法、减法的几何意义

复数的三角形式

复数集内的方程的解法

复平面和共轭复数
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第一讲　复数的概念
本讲知识框图

复数的模的最大小值的求法

数的概念的发展过程

复数的有关概念

复数相等的充要条件

复数的向量表示法

复数与实数的异同点

数的概念的发展

和复数的概念

复平面的概念

共轭复数的概念与性质
复平面和共轭复数
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复数的概念

复数的模或绝对值

向量相等和零向量

［考纲要求］

了解复数的有关概念，了解复数的代数表示和几何意义．
了解从自然数系到复数系的关系及扩充的基本思想．

１１　数的概念的发展和复数的概念

　重点难点归纳　

重点　①了解数的概念的发展过程，理解数集扩充到复数集的必然性．②掌握复

数的有关概念，并能熟练地运用复数的这些概念解题．③熟记复数相等的

充要条件，并能熟练地运用这些条件解决有关问题．
难点　①准确区分复数集与实数集，复数集与虚数集，虚数集与纯虚数集之间的

包含关系．②复数有关概念的应用．
本节需掌握的知识点　①复数的有关概念．②复数相等的充要条件．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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知识点精析与应用

知识点精析
　　１数的概念的发展过程
数的概念是从实践中产生和发展起来的．早在人类社会初期，由于计数的需

要，人们就建立了正整数的概念．正整数的全体构成正整数集Ｎ（或Ｎ＋）
随着生产和科学的发展，数的概念也得到发展．
为了表示各种具有相反意义的量以及满足记数法的要求，人们引进了零及负

整数，把自然数看作正整数和零，把自然数、负整数合并在一起，构成整数集Ｚ．
为了解决测量、分配中遇到的将某些量进行等分的问题，人们又引进了分数，

分数集实际上就是有理数集Ｑ．
为了解决有些量与量之间的比值（例如，用正方形的边长去度量它的对角线

所得结果）不能用有理数表示的矛盾，人们又引进了无理数．有理数集与无理数集

合并在一起，构成实数集Ｒ
数的范围扩充到实数集Ｒ以后，像ｘ２＝－１这样的方程还是无解，因为没有

一个实数的平方等于－１在十六世纪，由于解方程的需要，人们开始引进一个新

数ｉ，叫做虚数单位，并规定：

（１）它的平方等于－１，即ｉ２＝－１．
（２）实数可以与它进行四则运算，进行四则运算时，原有的加、乘运算律仍然

成立．
在这种规定下，ｉ可以与实数ｂ相乘，再同实数ａ相加，由于满足乘法交换律

及加法交换律，从而可以把结果写成ａ＋ｂｉ这样，数的范围又扩充了，出现了形

如ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ）的数，人们把它们叫做复数．全体复数构成的集合，一般用字母

Ｃ来表示．

　　２复数的有关概念
（１）实数ａ、ｂ分别叫做复数ａ＋ｂｉ的实部和虚部；

２、３、４是
解题依据，必须
背下来

（２）复数ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ），当ｂ＝０时，就是实数；

（３）复数ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ），当ｂ≠０时，叫做虚数；

（４）复数ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ），当ａ＝０且ｂ≠０时，叫做纯虚数．
（５）复数的分类：
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复数ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ）

实数

ｂ＝０

有理数（分数）

正有理数

零

负

烅
烄

烆
烍
烌

烎有理数

（整数、有限小数、

无限循环小数）

无理数
正无理数｛ ｝负无理数

烅
烄

烆
烍
烌

烎无限不循环小数

小数

虚数

ｂ≠０

纯虚数（ａ＝０）

非纯虚数（ａ≠０｛
烅

烄

烆
）

（６）两个复数，如果不全是实数，就不能比较大小．

　　３复数相等的充要条件
对于复数ａ＋ｂｉ和ｃ＋ｄｉ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｒ），它们相等的充分必要条件是

ａ＋ｂｉ＝ｃ＋ｄｉａ＝ｃ，ｂ＝ｄ；
“化虚为实”就是从这儿开始的

特别地，ａ＋ｂｉ＝０ａ＝０，ｂ＝０．
复数相等的充要条件，开辟了把复数问题转化为实数问题的新途径

解题方法指导
１复数相等的充要条件

［例１］　已知（２ｘ＋１）＋ｉ＝ｙ＋（３－ｙ）ｉ，其中ｘ，ｙ∈Ｒ求ｘ与ｙ

［分析］　由复数相等的充要条件知，当且仅当实部相等且虚部相等等式左右

两边的复数相等，列出关于ｘ与ｙ的二元一次方程组，求解后可得ｘ与ｙ
［解］　根据复数相等的充要条件，得方程组

２ｘ＋１＝ｙ，

１＝３－ｙ｛ ，

解得　
ｘ＝１

２
，

ｙ＝２
烅
烄

烆 ．
［点评］　复数是二元形式的，通过实部、虚部分别相等，得两个等式，可求ｘ
和ｙ的值．

［例２］　已知关于ｘ、ｙ的方程组
（２ｘ－１）＋ｉ＝ｙ－（３－ｙ）ｉ，

（２ｘ＋ａｙ）－（４ｘ－ｙ＋ｂ）ｉ＝９－８｛ ｉ
①

②
有实数解，求实数ａ与ｂ的值．

［解］　由方程①，得
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２ｘ－１＝ｙ，

１＝－（３－ｙ｛ ），

关键在求出ｘ、ｙ解得
ｘ＝５

２
，

ｙ＝４
烅
烄

烆 ．
把ｘ与ｙ的值代入方程②，得

（５＋４ａ）－（６＋ｂ）ｉ＝９－８ｉ．
∵　ａ，ｂ∈Ｒ，

∴　
５＋４ａ＝９，

６＋ｂ＝８｛ ，

解得
ａ＝１，

ｂ＝２｛ ．
［点评］　求ａ与ｂ的值，需要先求ｘ、ｙ，这是通过对②的观察得到的．解本
题，先后顺序直接关系到解题的成败．

［例３］　 设 方 程 （１＋ｉ）ｘ２ ＋ （１＋５ｉ）ｘ－ （２－６ｉ）＝０ 有 实 根，

求这个实数根．

［分析］　将方程的实根ｘ０ 代入方程，由复数相等的充要条件可得方程组，求
解即可．
［解］　方程整理为（ｘ２＋ｘ－２）＋ｉ（ｘ２＋５ｘ＋６）＝０．

化虚为实：即把复数问题转化为实数问题解决设方程的实根为ｘ０，则

ｘ２
０＋ｘ０－２＝０，

ｘ２
０＋５ｘ０＋６＝０｛ ．

①
②

解方程组得
ｘ０＝１或－２，

ｘ０＝－３或－２｛ ．
保证①、②两个条件都成立同时满足①、②的值为ｘ０＝－２．

∴　所求的根为ｘ０＝－２．

［例４］　如果方程（１＋ｉ）ｘ２－２（ａ＋ｉ）ｘ＋５－３ｉ＝０（ａ∈Ｒ）有实数解，那么

ａ＝ ．

［分析］　方程的实数解必然适合方程．设ｘ＝ｘ０ 为方程的实数解，代入方程，

方程具有ｃ＋ｄｉ＝０的形式（ｃ，ｄ∈Ｒ）由复数相等的充要条件，可得关于ｘ０ 与ａ
的方程组，解方程组便可求得ｘ０ 与ａ
［解］　原方程整理为

（ｘ２－２ａｘ＋５）＋（ｘ２－２ｘ－３）ｉ＝０．
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设方程的实根为ｘ０，代入方程得

（ｘ２
０－２ａｘ０＋５）＋（ｘ２

０－２ｘ０－３）ｉ＝０．
由复数相等的充要条件，得

ｘ２
０－２ａｘ０＋５＝０，

ｘ２
０－２ｘ０－３＝０｛ ．

①

②

由②得ｘ０＝３或ｘ０＝－１；代入①得ａ＝７
３
或ａ＝－３．

∴　 ａ＝７
３
或ａ＝－３．

［点评］　一般地，根据复数相等的充要条件，可以由两个复数相等的式子，得

到两个实数方程所组成的方程组，从而可以用来确定两个独立参数（参数必须为

实数或纯虚数）．

　　２复数的有关概念

［例５］　ｍ为何实数时，ｚ＝（２ｍ２－５ｍ＋２）＋（３ｍ２－４ｍ－４）ｉ：（１）是实数；

（２）是纯虚数；（３）对应点在第四象限．

［分析］　复数ｚ＝ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ）：ｚ为实数ｂ＝０；ｚ为纯虚数
ａ＝０，

ｂ≠０｛ ；
ｚ的

对应点在第四象限
ａ＞０，

ｂ＜０｛ ．

［解］　（１）由３ｍ２－４ｍ－４＝０，得ｍ＝－２
３
或ｍ＝２，

∴　当ｍ＝－２
３
或ｍ＝２时，复数ｚ为实数．

（２）复数ｚ为纯虚数的充要条件是
２ｍ２－５ｍ＋２＝０，

３ｍ２－４ｍ－４≠０｛ ，

解得 ｍ＝１
２．

∴　当ｍ＝１
２
时，复数ｚ为纯虚数．

（３）由
２ｍ２－５ｍ＋２＞０，

３ｍ２－４ｍ－４＜０｛ ，
得－２

３＜ｍ＜１
２

，

∴　当－２
３＜ｍ＜１

２
时，复数ｚ的对应点在第四象限．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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［例６］　ｍ 取何实数时，复数ｚ＝ｍ２－ｍ－６
ｍ＋３ ＋（ｍ２－２ｍ－１５）ｉ是实数？

是虚数？是纯虚数？

［分析］　本题是判断复数在什么情况下为实数、虚数、纯虚数．只要我们紧紧
抓住“设ｚ＝ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ），若ｂ＝０，则ｚ∈Ｒ；若ｂ≠０，则ｚ是虚数；若ａ＝０，ｂ≠
０，则ｚ是纯虚数”这样三条主线，此题就极易解决．

分母不为０不能忽视［解］　（１）当
ｍ２－２ｍ－１５＝０，

ｍ＋３≠｛ ０
　时，

即
ｍ＝５或ｍ＝－３，

ｍ≠｛ －３
　时，亦即ｍ＝５时，ｚ∈Ｒ．

（２）当
ｍ２－２ｍ－１５≠０，

ｍ＋３≠｛ ０
　时，即ｍ≠－３且ｍ≠５时，ｚ是虚数．

（３）当

ｍ２－２ｍ－１５≠０，

ｍ２－ｍ－６＝０，

ｍ＋３≠

烅
烄

烆 ０

　时，即　

ｍ≠－３且ｍ≠５，

ｍ＝３或ｍ＝－２，

ｍ≠

烅
烄

烆 －３

　时，亦即ｍ＝３或

ｍ＝－２时，ｚ是纯虚数．

［例７］　实数ｍ分别取什么数值时，复数ｚ＝（ｍ２＋５ｍ＋６）＋（ｍ２－２ｍ－

１５）ｉ：

（１）是实数；

（２）是虚数；

（３）是纯虚数；

（４）对应点在ｘ轴的上方；

（５）对应点在直线ｘ＋ｙ＋５＝０上．

［分析］　运用ｚ＝ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ）是实数、虚数、纯虚数的条件和ｚ＝ａ＋ｂｉ与

点Ｚ（ａ，ｂ）的对应关系进行求解．
［解］　（１）由ｍ２－２ｍ－１５＝０可知，ｍ＝５或ｍ＝－３时，ｚ为实数；

（２）由ｍ２－２ｍ－１５≠０可知，ｍ≠５且ｍ≠－３时，ｚ为虚数；

（３）由
ｍ２－２ｍ－１５≠０，

ｍ２＋５ｍ｛ ＋６＝０
可知，ｍ＝－２时，ｚ为纯虚数；

（４）由ｍ２－２ｍ－１５＞０可知，ｍ＜－３或ｍ＞５时，ｚ的对应点在ｘ轴的上方；
按实部、虚部的符号区分
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（５）由（ｍ２ ＋５ｍ＋６）＋（ｍ２ －２ｍ－１５）＋５＝０可知，ｍ＝ 槡－３－ ４１
４
或

ｍ＝ 槡－３＋ ４１
４
时，ｚ的对应点在直线ｘ＋ｙ＋５＝０上．

点的坐标适合直线方程

［点评］　类似本例的问题，一般都是运用复数的相关概念将问题转化为关于

ｍ的方程或不等式来解．

［例８］　已知复数ｚ＝ｍ２（１＋ｉ）－（ｍ＋ｉ）（ｍ∈Ｒ），当ｍ为何值时，复数ｚ：

（１）是实数；

（２）是虚数；

（３）是纯虚数．

［分析］　由于所给复数ｚ为非标准形式，需将ｚ整理为标准形式后，再按题目要

求，对实部和虚部分别进行处理．
［解］　ｚ＝（ｍ２－ｍ）＋（ｍ２－１）ｉ．
（１）由ｍ２－１＝０，得ｍ＝±１；

（２）由ｍ２－１≠０，得ｍ≠±１；

（３）由
ｍ２－１≠０，

ｍ２－ｍ＝０｛ ，
得

ｍ≠±１，

ｍ＝０或１｛ ，　
即ｍ＝０．

［例９］　求θ，使复数ｚ＝（２ｓｉｎ２θ－ｓｉｎθ）＋（３ｔａｎ２θ－１）ｉ是：

（１）实数；

（２）纯虚数；

（３）零．

［分析］　复数ｚ的实部、虚部是用三角函数的形式给出的，按照题目要求得到三

角等式（方程）或三角不等式即可．

［解］　（１）由３ｔａｎ２θ－１＝０，得ｔａｎθ＝±槡３
３

，

∴　θ＝ｋπ±π
６

（ｋ∈Ｚ）时，ｚ是实数． θ为满足条件的所有实数

（２）由
２ｓｉｎ２θ－ｓｉｎθ＝０，

３ｔａｎ２θ－１≠０｛ ，
　得　

ｓｉｎθ（２ｓｉｎθ－１）＝０，

ｔａｎθ≠±槡３
３

烅
烄

烆 ，

∴　θ＝ｋπ（ｋ∈Ｚ）时，ｚ是纯虚数．
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（３）由
２ｓｉｎ２θ－ｓｉｎθ＝０，

３ｔａｎ２θ｛ －１＝０
　得

θ＝２ｋπ＋π
６
或θ＝２ｋπ＋５π

６
（ｋ∈Ｚ），ｚ＝０．

［例１０］　设复数（－３＋ｋ２）－（ｋ２－２）ｉ所对应的点在第三象限内，求ｋ的取值

范围．

［分析］　由复数ｚ＝ａ＋ｂｉ和点Ｚ（ａ，ｂ）的对应关系，实部小于０，虚部小于０，得不

等式组，求解即可．
［解］　由已知，表示复数的点在第三象限，

∴　　　　　
－３＋ｋ２＜０，

－（ｋ２－２）＜０｛ ，
点－３＋ｋ２，－ｋ２＋２的横、纵坐标都小于零

解这个不等式组，得

槡－ ３＜ｋ＜ 槡－ ２或槡２＜ｋ＜槡３．

∴　ｋ的取值范围是（ 槡－ ３， 槡－ ２）∪（槡２，槡３）．

基础达标演练
一、选择题

１“复数ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ）为纯虚数”是“ａ＝０”的 （　　）

　Ａ 充分但不必要条件　　　　　Ｂ 必要但不充分条件

　Ｃ 充要条件 Ｄ 既不充分又不必要条件

２ｍ∈Ｒ，复数（２ｍ２－３ｍ－２）＋（ｍ２－３ｍ＋２）ｉ表示纯虚数的条件是 （　　）

　Ａｍ＝－１
２
或ｍ＝２ Ｂｍ＝２

　Ｃｍ＝－１
２ Ｄｍ＝２或ｍ＝１

３设Ｃ＝｛复数｝，Ａ＝｛实数｝，Ｂ＝｛纯虚数｝，全集Ｉ＝Ｃ，则下列结论中正确

的是 （　　）

　ＡＡ∪Ｂ＝Ｃ Ｂ ＩＡ＝Ｂ

　ＣＡ∩（ＩＢ）＝ ＤＢ∪（ＩＢ）＝Ｃ

４若ｚ１＝ｓｉｎ２θ＋ｉｃｏｓθ，ｚ２＝ｃｏｓθ＋ｉ槡３ｓｉｎθ，ｚ１＝ｚ２，则θ等于 （　　）

　Ａｋπ（ｋ∈Ｚ） Ｂ２ｋπ＋π
３

（ｋ∈Ｚ）

　Ｃ２ｋπ±π
３

（ｋ∈Ｚ） Ｄ２ｋπ＋π
６

（ｋ∈Ｚ）
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二、填空题

５方程（２＋ｉ）ｘ２－（５＋ｉ）ｘ＋（２－２ｉ）＝０的实数解ｘ＝ 

６复数ｚ＝ｘ２－２ｘ－３＋［（ｌｏｇ１
２
ｘ）２－ｌｏｇ１

２
ｘ－２］ｉ是虚部为正实数的非纯虚

数，则实数ｘ的取值范围是 

７已知 Ｍ ＝ ｛１，２，（ａ２ －３ａ－１）＋ （ａ２ －５ａ－６）ｉ｝，Ｎ ＝ ｛－１，３｝，

Ｍ∩Ｎ＝｛３｝，则实数ａ ．

８复数ｚ＝（ａ２－２ａ＋３）－ ａ２－ａ＋（ ）１
２ ｉ（ａ∈Ｒ）在复平面内的对应点位于

象限．
三、解答题

９使复数ｚ＝ａ２－ａ－６＋ａ２＋２ａ－１５
ａ２－４ ｉ为纯虚数的实数ａ是否存在？存在，

求出ａ的值；不存在，说明理由．

１０关于ｘ的方程ａ（１＋ｉ）ｘ２＋（１＋ａ２ｉ）ｘ＋ａ２＋ｉ＝０（ａ∈Ｒ）有实根，求ａ及

方程的根．

答案与提示
一、选择题

１Ａ（若ａ＋ｂｉ为纯虚数，则ａ＝０且ｂ≠０；而ａ＝０时，ｂｉ可能是纯虚数，也可能

是０）

２Ｃ（ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ）表示纯虚数的条件是
ａ＝０，

ｂ≠０｛ ，
即

２ｍ２－３ｍ－２＝０

ｍ２－３ｍ＋２≠｛ ０

…①，

…②．
　解

方程①得ｍ＝－１
２
或ｍ＝２，代入②知ｍ＝２时，ｍ２－３ｍ＋２＝０，使原复数为０，

舍去．）

３Ｄ（根据复数集分类直接判断选Ｄ．）

４Ｄ（∵　ｚ１＝ｚ２，∴　
ｓｉｎ２θ＝ｃｏｓθ

ｃｏｓθ 槡＝ ３ｓｉｎ｛ θ

…①，

…②．
由①、②可知θ＝２ｋπ＋π

６
（ｋ∈Ｚ）．）

二、填空题

５设实数解为 ｘ１，则（２ｘ２
１ －５ｘ１ ＋２）＋ （ｘ２

１ －ｘ１ －２）ｉ＝０．∵ 　ｘ１ ∈Ｒ，

∴　
２ｘ２

１－５ｘ１＋２＝０，

ｘ２
１－ｘ１－２＝０｛ ，

即
ｘ１＝

１
２
或ｘ１＝２，

ｘ１＝－１或ｘ１＝２
烅
烄

烆 ，
　∴　ｘ１＝２，即原方程的实数

解为ｘ＝２．

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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６由题意，有　
ｘ２－２ｘ－３≠０，

ｌｏｇ２
１
２
ｘ－ｌｏｇ１

２
ｘ－２＞０｛ ，

解得　
ｘ≠－１，ｘ≠３，

ｘ＞２或０＜ｘ＜１
４

烅
烄

烆 ．
∴ｘ （∈ ０，

）１
４ ∪（２，３）∪（３，＋∞），　∴ｘ的取值范围是 ０，（ ）１

４ ∪（２，３）∪（３，＋∞）．

７按题意（ａ２－３ａ－１）＋（ａ２－５ａ－６）ｉ＝３，∴　
ａ２－５ａ－６＝０，

ａ２－３ａ－１＝３｛ ，
解得ａ＝－１．

８实部ａ２－２ａ＋３＝（ａ－１）２＋２＞０，虚部－ ａ２－ａ＋（ ）１
２ ＝－ ａ－（ ）１

２
２

－１
４＜

０，实部大于０，虚部小于０，点Ｚ在第四象限．

三、解答题

９假设ｚ为纯虚数，则
ａ２－ａ－６＝０　…①，

ａ２＋２ａ－１５
ａ２－４ ≠０…②

烅
烄

烆 ．
　由①得ａ＝－２，或ａ＝３．当ａ＝

－２时，②式左端无意义；当ａ＝３时，②式不成立．∴　不存在实数ａ，使ｚ为纯

虚数．

１０∵　方程有实根，∴　ｘ∈Ｒ．又ａ∈Ｒ，∴　
ａｘ２＋ａ２ｘ＋１＝０，

ａｘ２＋ｘ＋ａ２＝０｛ ，
相减得（ａ２－１）ｘ＝

ａ２－１．（１）当ａ２－１≠０时，ｘ＝１，代回原方程，此时ａ２＋ａ＋１＝０无实解．（２）当ａ２－

１＝０时，①ａ＝１时，ｘ２＋ｘ＋１＝０无实根；②ａ＝－１时，ｘ２－ｘ－１＝０，ｘ＝ 槡１±５
２ ．综

上所述，ａ＝－１，ｘ＝ 槡１±５
２
符合题意．

视 野 拓 展

解决复数问题的两条主线———化虚为实，整体运用

虚数单位ｉ的加盟，使得数的理论体系中出现了形如ａ＋ｂｉ的数，其中ａ、ｂ都

是实数．ａ与ｂ都不能独立地确定ｚ＝ａ＋ｂｉ，要确定ｚ＝ａ＋ｂｉ，必须由ａ与ｂ联手

完成．在中国语言中，两个或两个以上才有“复”的内涵，这样我们才有理由称ｚ＝

ａ＋ｂｉ为复数．全体复数构成复数集Ｃ，Ｃ的理论体系与Ｒ的理论体系之间存在怎

样的联系和差异呢？
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　　１化虚为实
对于复数ｚ＝ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ），如果ｂ＝０，那是我们过去熟知的实数理论．因

此，学习复数，后续理论的焦点是“ｂ≠０”．
用已有的知识解决未知的问题，符合常人的思维习惯，这是无可厚非的．所

以，我们这里讲的“化虚为实”，其本质就是把“ｚ＝ａ＋ｂｉ”中的“ａ”与“ｂ”分离出来，

通过对“ａ”与“ｂ”的研究，实施对“ｚ＝ａ＋ｂｉ”的讨论．
如ｚ１＝ａ－１＋（ｂ＋２００８）ｉ＝２００９＋２０１０ｉ＝ｚ２，其中ａ，ｂ∈Ｒ，问ａ＝？，ｂ＝？

这个问题，我们用ｚ１ 与ｚ２ 的直接关系是不好解决的，但是根据

ｘ１＋ｙ１ｉ＝ｘ２＋ｙ２ｉｘ１＝ｘ２，ｙ１＝ｙ２（ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２∈Ｒ）

可得

ａ－１＝２００９，

ｂ＋２００８＝２０１０｛ ，
实数问题

这不就是“化虚为实”吗？！

又如，设ｍ∈Ｒ，问ｍ为何值时，以ｍ－１＋（ｍ－２）ｉ的实部、虚部为坐标的点
（ｍ－１，ｍ－２）位于第四象限？本来虚数是不可以比较大小的，而第四象限的点的

横坐标大于零、纵坐标小于零，这里的“＞”、“＜”是无法用“ｍ－１＋（ｍ－２）ｉ”进行

表述的．化虚为实：

ｍ－１＞０，

ｍ－２＜０｛ ．
实数问题

再如，研究ｂｉ，只要研究ｂ不就可以了吗？

随着我们学习的步步深入，类似于上述的问题何止成千上万？本书于此寄希

望于读者们同化、顺应“化虚为实”的观点．

２整体运用
分离ｚ＝ａ＋ｂｉ中的ａ与ｂ是“化虚为实”观点之精髓；开辟ａ与ｂ“连体”的全

新理论，则是“整体运用”与“纯实”和“纯虚”的不同之处．

如，设ｚ＝ａ＋ｂｉ与点Ｚ（ａ，ｂ）对应，那么，讨论ｚ不就可以借鉴解析几何的理

论进行吗？点Ｚ（ａ，ｂ）的轨迹上的点的性质就可以完完全全地映射到ｚ＝

ａ＋ｂｉ上．
又如，建立复数ｚ＝ａ＋ｂｉ与向量ＯＺ


＝（ａ，ｂ）的对应关系，这时，向量的理论不

就有了新的“用武之地”了吗？

“整体运用”是一种观念，有待于我们一点儿一点儿地去形成．
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［例１１］　ａ＝０是复数ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ）为纯虚数的 （　　）

Ａ 必要条件　　　　　　　Ｂ 充分条件

Ｃ 充要条件　　 Ｄ 非必要非充分条件

［分析］　由复数的有关概念，复数为纯虚数的条件为实部为零而虚部不为

０，所以若ａ＝０，ｂ∈Ｒ，则ｂ的值不能确定，当ｂ＝０时，ａ＋ｂｉ不是纯虚数，所以

ａ＝０不是充分条件，排除Ｂ，同时也排除Ｃ．反过来，ａ＋ｂｉ若是纯虚数必有ｂ≠０，

ｂ∈Ｒ，且ａ＝０，所以，ａ＝０是复数ａ＋ｂｉ（ａ，ｂ∈Ｒ）为纯虚数的必要条件．

［解］　选Ａ．

［例１２］　设ｚ＝ｌｏｇ２（１＋ｍ）＋ｉｌｏｇ１
２
（３－ｍ）（ｍ∈Ｒ）．

（１）若ｚ是虚数，求ｍ的取值范围；

（２）若ｚ在复平面内的对应点在第三象限，求ｍ的取值范围．

［解］　（１）因为ｚ是虚数，

所以 ｌｏｇ１
２
（３－ｍ）≠０，且１＋ｍ＞０，即

３－ｍ＞０，

３－ｍ≠１，

１＋ｍ＞０
烅
烄

烆 ，

解得 ｍ∈（－１，２）∪（２，３）．

（２）由题设知　
ｌｏｇ２（１＋ｍ）＜０，

ｌｏｇ１
２
（３－ｍ）＜０｛ ，

　即

１＋ｍ＞０，

１＋ｍ＜１，

３－ｍ＞０，

３－ｍ＞１

烅

烄

烆 ，

解得 ｍ∈（－１，０）．

［例１３］　设 ２ｘ槡 －１＋（ｙ－１）ｉ＝ｙ－ ｘ槡 －１ｉ（ｘ≥１，ｙ∈Ｒ），求ｘ＋ｙ．

［分析］　由复数相等的充要条件可得关于ｘ与ｙ的方程组，解方程组后，再

求ｘ＋ｙ．
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［解］　由复数相等的条件，得　
２ｘ槡 －１＝ｙ，

ｙ－１＝－ ｘ槡 －１
烅
烄

烆 ，

解无理方程要验根

解这个方程组得　
ｘ＝１，

ｙ＝１｛ ．

∴　 ｘ＋ｙ＝２．

［例１４］　设复数ｚ＝ｌｏｇ２（ｘ２－３ｘ－３）＋ｉｌｏｇ２（ｘ－３），当ｘ为何实数时：

（１）复数ｚ为纯虚数；

（２）在复平面上表示ｚ的点位于第三象限；

（３）表示ｚ的点在直线ｘ－２ｙ＋１＝０上

［解］　（１）当
ｌｏｇ２（ｘ２－３ｘ－３）＝０，

ｌｏｇ２（ｘ－３）≠｛ ０
　时，ｚ为纯虚数．

由

ｘ２－３ｘ－３＝１，

ｘ－３＞０，

ｘ－３≠１
烅
烄

烆 ，
　得

ｘ＝４或ｘ＝－１，

ｘ＞３，

ｘ≠４
烅
烄

烆 ．
当ｘ＝－１时，ｘ－３＝－４＜０不合题意．
当ｘ＝４时，ｌｏｇ２（ｘ－３）＝０不合题意．

∴　复数ｚ不可能是纯虚数．

（２）由题意，得
ｌｏｇ２（ｘ２－３ｘ－３）＜０，

ｌｏｇ２（ｘ－３）＜０｛ ，
３＋２１

２

檨檨

檨檨檨檨檨
√解得 ＜ｘ＜４

∴　当 槡３＋ ２１
２ ＜ｘ＜４时，复数ｚ在复平面上的对应点位于第三象限．

（３）当复数ｚ的实部、虚部满足直线的方程时，表示ｚ的点在直线上．

∴　ｌｏｇ２（ｘ２－３ｘ－３）－２ｌｏｇ２（ｘ－３）＋１＝０，

即 ｌｏｇ２２（ｘ２－３ｘ－３）＝ｌｏｇ２（ｘ－３）２，ｘ＞３，

即

ｘ２－３ｘ－３＞０，

ｘ－３＞０，

２（ｘ２－３ｘ－３）＝（ｘ－３）２
烅
烄

烆 ．

①

②

③

由③，得ｘ 槡＝ １５或ｘ 槡＝－ １５．

依ｘ＞３将ｘ 槡＝－ １５（舍去）．

∵　ｘ 槡＝ １５满足①、②，

∴　当ｘ 槡＝ １５时，复数ｚ在复平面上的对应点在直线ｘ－２ｙ＋１＝０上
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［例１５］　关于ｘ的方程３ｘ２－ａ
２ｘ－１＝１０ｉ－ｉｘ－２ｉｘ２ 有实数根，求实数

ａ的值

［分析］　将实数根代入原方程，运用复数相等的条件求解
［解］　原方程整理，得

３ｘ２－ａ
２ｘ（ ）－１ ＋（２ｘ２＋ｘ－１０）ｉ＝０．

设方程的实数根为ｘ０．
由复数相等的充要条件，得

３ｘ２
０－

ａ
２ｘ０－１＝０，

２ｘ２
０＋ｘ０－１０＝０

烅
烄

烆 ．

①

②

此处如果不设原方程
的实根为ｘ０，那么①、②
都是复数方程

由②得　ｘ０＝２或ｘ０＝－５
２

，代入式①，得

ａ＝１１或ａ＝－１４１
５．

［点评］　注意此题不能这样解：

∵　方程有实根，

∴　 Δ＝ ｉ－ａ（ ）２
２

－４（３＋２ｉ）［－（１＋１０ｉ）］

＝ａ２

４＋６７＋（１２８－ａ）ｉ≥０，

∴　虚部为０，ａ＝１２８．
原因是虚数不能比较大小．今后凡涉及大小问题的概念、理论，如：与不等式、

判别式等有关的问题，都要在实数范围内进行大小的比较（实系数一元二次方程

的根的判别式仍可使用）

［例１６］　已知关于ｘ的二次方程ｘ２＋（２＋ｉ）ｘ＋４ａｂ＋（２ａ－ｂ）ｉ＝０（ａ，ｂ∈Ｒ）．
（１）当方程有实根时，求点（ａ，ｂ）的轨迹；

（２）求方程的实数根的取值范围

［分析］　把方程的实根α代入后可得关于ａ、ｂ、α的方程组，再消去α，可得
（ａ，ｂ）的轨迹
［解］　（１）设方程的实根为α，则

α２＋（２＋ｉ）α＋４ａｂ＋（２ａ－ｂ）ｉ＝０，（α２＋２α＋４ａｂ）＋（α＋２ａ－ｂ）ｉ＝０．



复　　数

１６　　　

根据复数相等的充要条件，得

α２＋２α＋４ａｂ＝０，

α＋２ａ－ｂ＝０｛ ．
①

②

代入法消参数由②得ｂ－２ａ＝α，代入①得
（ｂ－２ａ）２＋２（ｂ－２ａ）＋４ａｂ＝０，（ｂ＋１）２＋（２ａ－１）２＝２，

ａ－（ ）１
２

２

１
２

＋
（ｂ＋１）２

２ ＝１．

∴　 所 求 点 的 轨 迹 是 以 １
２

，（ ）－１ 为 中 心，焦 点 为 １
２

，－槡６
２（ ）－１ 、

１
２

，槡６
２（ ）－１ 的椭圆．

（２）由②得ｂ＝α＋２ａ，代入①得

建立关于实数ａ的二次方程，
ａ为实数，可用Δ，重要

　　　α２＋２α＋４ａ（α＋２ａ）＝０，

　　　８ａ２＋４αａ＋（α２＋２α）＝０．

∵　ａ∈Ｒ，

∴　 Δ＝１６α２－３２（α２＋２α）≥０，

解得 －４≤α≤０．

∴　方程实数根的取值范围是［－４，０］．

１设ｚ１＝ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎ２θ，ｚ２ 槡＝ ３ｓｉｎθ＋ｉｃｏｓθ，ｚ１＝ｚ２，求θ的值

２已知｜ｚ｜＋２ｚ＝３－ｉ
１＋ｉ

，且ｘ２－ｚ＝０，ｚ∈Ｃ，求ｘ．

３已知α、β是锐角三角形的两个内角，判断复数ｚ所对应的点Ｚ落在第几象

限内，其中ｚ＝（ｃｏｓβ－ｓｉｎα）＋ｉ（ｓｉｎβ－ｃｏｓα）．

４非零复数ａ、ｂ、ｃ满足ａｂ ＝ｂ
ｃ ＝ｃ

ａ
，求ａ＋ｂ－ｃ

ａ－ｂ＋ｃ
的值．

５若ｔ∈Ｒ，则复数ｚ＝１－ｔ２＋２ｔｉ
１＋ｔ２ 所对应的点组成的图形是 （　　）

　Ａ 单位圆　　　　　　　　Ｂ 单位圆除去（±１，０）

　Ｃ 单位圆除去（１，０）　　 Ｄ 单位圆除去（－１，０）

６设ｍ，ｎ∈Ｚ，判断复数 ｎ－５
ｍ２－３ｍ＋２＋（ｎ２－８ｎ＋１５）ｉ能否为纯虚数．

７设关于ｘ的方程ｘ２＋（ｔ２＋３ｔ＋ｔｘ）ｉ＝０有纯虚数根，求实数ｔ的值
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